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Vorwort zur 7. Auflage 

Die „Grundzuge der Stromungslehre" haben seit dem Erscheinen der ersten Auflage vor etwa 
30 Jahren eine sehr positive Aufnahme bei Lehrenden und Lemenden an vielen Hochschulen 
und Universitaten des In- und Auslandes erfahren. 

Die 6. Auflage war wiederum schnell vergriffen. Eine iiberarbeitete, erganzte, aktualisierte 7. 
Auflage liegt nun vor. An der grundsatzlichen Konzeption als Textbuch zu Vorlesungen hat 
sich wenig geandert, da sie sich offensichtlich bewahrt hat. Das vielfaltige zustimmende Echo 
der Leser, der Horer der Vorlesungen und der Anwender in der Praxis ist uns stets Freude und 
Anspom unserer Lehr- und Forschertatigkeit gewesen. Daftir mochten wir auch an dieser 
Stelle danken, wie auch fiir Verbessemngsvorschlage, die stets beriicksichtigt wurden. 

Dem Teubner-Verlag sagen wir Dank fiir das groBe Vertrauen bei der Herausgabe dieses 
Buches und fiir die hocherfreuliche Zusammenarbeit. 

Karlsruhe, Juli 2007 Jiirgen Zierep und Karl Biihler 



Aus dem Vorwort der 1. Auflage 

Das vorliegende Buch "Grundzuge der Stromungslehre" ist aus einfiihrenden Vorlesungen 
hervorgegangen, die ich seit etwa 20 Jahren an der Universtat Karlsruhe (TH) hake. Es stellte 
sich mk hier die interessante Aufgabe, in einer vierstiindigen einsemestrigen Vorlesung 
Studenten nach dem Vorexamen die Stromungslehre nahezubringen. Das SpektrumderHorer 
war breit gestreut. Es reichte von Maschinenbauem und Chemieingenieuren bis zu Physikem, 
Meteorologen und Mathematikern. Diese Tatsache sowie die zur Verfiigung stehende Zeit 
bestimmten Inhalt und Umfang des vorgetragenen Stoffes. Es ging also nicht darum, alles 
darzustellen (das kann man in Spezialvorlesungen tun), sondem eine mogUchst interessante, 
fiir die Studenten leicht faBliche und anwendbare Darstellung zu wahlen. 

Einige Worte zum Aufbau. ImUnterschied zu den meisten Darstellungen der Stromungslehre 
wird der Impulssatz erst spat behandelt. Das hat gute Griinde. Trotz seiner einfachen 
Formulierung ist und bleibt er der schwerste S atz der Stromungslehre. Die Schwierigkeit liegt 
in der zweckmaBigen Wahl des Kontrollraumes und der benutzten Stromungsdaten auf dem 
Rand. Hier gehen viele Kenntnisse ein, die man vorher bei der Beschaftigung mit Beispielen 
der Stromungslehre sammeln muB. Diese Erfahrung haben wir immer wieder gemacht. 

Ich habe mich um einen systematischen Aufbau bemiiht. Dabei wird mit dem Einfachsten 
begonnen und bis zu den Fragen vorgedrungen, die in den zahlreichen Anwendungen auftreten 
und heute von groBem Interesse sind. Es ist dabei z.B. wichtig, daB man von Anfang an weiB, 
welche und wieviele Gleichungen fiir die S tromungsgroBen zur Verfiigung stehen. Bei einigen 
behandelten Fragen wird man eine gewisse Liebe zum Detail spiiren. Dies scheint mir dort 
gerechtfertigt, wo die Studenten aus anderen Vorlesungen wenig Information mitbringen. 
Andrerseits ist es notwendig, daB der Anfanger die wichtigsten Hilfsmittel grundlich und 
ausfiihrlich vorgefiihrt bekommt. DaB sich dabei Kompromisse ergeben, ist jedem Vortragen-
den klar. 

Parallel zu den Vorlesungen werden zweistiindige Ubungen veranstaltet. Ohne dieses eigene 
Engagementder Horer kann man den Stoff nicht bewaltigen. Einige der Aufgaben sindimText 
beriicksichtigt. Hier wie auch beim Vorlesungsgegenstand wird der Leser zu Papier und 
Bleistift greifen miissen, um den Inhalt aufzunehmen, zu verarbeiten und anschlieBend 
anwenden zu konnen. Diese Miihe lohnt sich! Ich ware mit dem Erfolg meiner langjahrigen 
Tatigkeit zufrieden, wenn der Leser dies bestatigen konnte. 

Jiirgen Zierep 



Inhaltsverzeichnis 

Einleitung, Uberblick und Grundlagen 1 

1. Eigenschaften von Fluiden 4 

1.1 MolekularerAufbau-Mikrostruktur 4 
1.2 Widerstand gegen Formanderungen (Elastizitat, Viskositat) 5 
1.3 Gaskinetische Erklarung der inneren Reibung 11 
1.4 VolumenanderungundZustandsgleichungfurGase 13 
1.5 Oberflachen- oder Grenzflachenspannung und Kapillaritat 15 

2. Hydro- und Aerostatik 27 
2.1 Fliissigkeitsdruck p 27 
2.2 Fliissigkeitsdruck in Kraftfeldem 28 
2.3 DmckkraftaufebeneBehalterwande 34 
2.4 HydrostatischerAuftrieb.DruckkraftaufgekrummteFlachen 36 

3. Hydro-undAerodynamik 40 
3.1 Stromfadentheorie 40 

3.1.1 Grundbegriffe 40 
3.1.2 Grundgleichungen der Stromfadentheorie 45 
3.1.3 Stromfadentheorie inEinzelausflihrungen 51 

Bewegung auf konzentrischen Kreisbahnen (Wirbel) 51 
Wirbelquell- oder Wirbelsenkenstromung 54 
Drehbewegung unter Beriicksichtigung der Schwere 55 
Die verschiedenen Drackbegriffe und die Messung 56 
Ausstromen aus einem Behalter 60 
Gasdynamische Betrachtungen. Die Stromung in der Laval-Diise. 
DersenkrechteVerdichtungsstoB 63 

3.2 Reibungsfreie,ebeneundraumlicheStromungen 78 
3.2.1 Kontinuitat(=Massenerhaltung) 78 
3.2.2 EulerscheBewegungsgleichungen 79 
3.2.3 Ebene, stationare, inkompressible Potentialstromung 80 
3.2.4 Beispiele fiir elementare und zusammengesetzte Potentialstromungen 86 
3.2.5 PotentialstromungenumvorgegebeneKorper 95 

3.3 Stromung mit Reibung 101 
3.3.1 ImpulssatzmitAnwendungen 102 

Durchstromen eines Kriimmers 104 
Diise und Diffusor frei ausblasend 107 
CarnotscherStoBdiffusor 108 
Borda-Mundung 110 



VIII Inhaltsverzeichnis 

Schub eines luftatmenden Triebwerkes H I 
Widerstand eines Halbkorpers im Kanal 112 

3.3.2 Drehimpulssatzmit Anwendung 114 
Durchstromen eines radialen Laufrades 115 

3.3.3 Grundsatzliches zum ReibungseinfluB - Kennzahlen 117 
3.3.4 LaminareundturbulenteStromung 121 
3.3.5 Geschwindigkeitsverteilung und Druckabfall in Kreisrohren bei 

laminarerundturbulenterStromung 123 
3.3.6 Laminare und turbulente Stromung durch rauhe Rohre 

(Nikuradse-Diagramm) ,129 
3.3.7 Stromung in derEinlaufstrecke 132 
3.3.8 GeschwindigkeitsschwankungenundscheinbareSchubspannungen ... 135 
3.3.9 Pranddscher Mischungswegansatz fiir die Schwankungs-

geschwindigkeiten 137 
3.3.10 AllgemeineFormderNavier-Stokes-Gleichungen 141 
3.3.11 Spezielle Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen 143 
3.3.12 Einfiihrung in die Grenzschichttheorie 148 
3.3.13 Energiesatz 157 
3.3.14 Widerstand und Druckverlust 159 
3.3.15 Ahnlichkeitsbetrachtungen 165 

Tabelle 169 

AusgewahlteLiteratur 170 

Namen-und Sachverzeichnis 171 



Einleitung, Uberblick und Grundlagen 

In der Stromungslehre werden die Bewegungsvorgange in Fliissigkeiten und Gasen 
(sogenannten Fluiden) behandelt. Anstelle der Bezeichnung Stromungslehre trifft man haufig 
auch die Begriffe Stromungsmechanik, Fluiddynamik, Aerodynamik u.a. 

Die Stromungslehre spielt in Naturwissenschaft und Technik eine groBe Rolle. Die Anwen-
dungen lassen sich, grob gesprochen, in zwei verschiedene Gruppen einteilen. 

1. Umstromung von Korpern, z.B. Kraftfahrzeugen, Flugzeugen, Gebauden. Hier interes-
siertdas Stromfeld im Aufienraum, d.h. Geschwindigkeit, Druck, Dichte und Temperatur 
in Korpernahe und -feme. Daraus resultiert z.B. die Kraftwirkung auf den umstromten Korper. 

2. Durchstromen von Leitungen, Kanalen, Maschinen und ganzen Anlagen. Jetzt interes-
siert die S tromung im Innenraum, z.B. von Kriimmem, Diffusoren und Diisen. Von Wichtig-
keit sind hier Reibungseinfliisse, die sich durch Druckverluste bemerkbar machen. 

Bei aktuellen technischen Problemen konnen die beiden soeben behandelten Teilaufgaben 
natiirlich auch kombiniert auftreten. Zahlreiche Anwendungen trifft man in den Gebieten 
Stromungsmaschinenbau, Chemieingenieurtechnik, Flugzeugbau, Kraftfahrzeugbau, 
Gebaudeaerodynamik, Meteorologie, Geophysik etc. 

Die quantitative Beschreibung einer Stromung erfolgt in jedem Punkt (x,y,z) des 
betrachtetenFeldeszujederZeit (t) durch die GroBen: 

Geschwindigkeit w = (u , v , w) , Druck p , Dichte p , Temperatur T . 

Wir nehmen die Existenz dieser ZustandsgroBen als Funktion von (x,y,z; t) an. Wir bewegen 
uns damit im Bereichder Kontinuumsmechanik. Insgesamt handeltes sich also um 6 abhangige 
und 4 unabhangige Variablen. Zur Bestimmung der ersteren sind 6 Gleichungen, diephysika-
lischen Grundgesetze der Stromungslehre, erforderlich. Sie werden in Form von 
Erhaltungssatzen formuliert und sind in der folgenden Tabelle skizziert. 

Erhaltungssatze < 

Fluid 

Physikalische Aussage 

Kontinuitat (Massenerhaltung) 

Kraftegleichgewicht (Impulssatz) 

Energiesatz (z.B. l.Hauptsatz, Fourier-
sche Warmeleitimgsgleichung etc.) 

Zustandsgleichung (thermodynami-
sche Verkniipfung von p, p, T) 

Zahl der 
Gleichungen 

1 

3 

1 

1 

Art der 
Gleichungen 

skalar 

vektoriell 

skalar 

skalar 



Einleitung, Uberblick und Grundlagen 

Gegeniiber der Massenpunktmechanik, die mit 3 Gleichungen fiir 3 Geschwin-
digkeitskomponenten auskommt, sind hier also 6 Gleichungen erforderlich. Zu diesen 
Differential- oder Integralbeziehungen treten Anfangsbedingungen (t) und/oder Rand-
bedingungen (x,y,z) hinzu, um aus der Mannigfaltigkeit der moglichen Losungen die, 
gegebenenfalls eindeutig bestimmte, Losung des gestellten Problems zu ermitteln. Fiir die 
oben angefiihrten Um- und Durchstromungsaufgaben kann man diese Bedingungen leicht 
diskutieren. Eine allgemeine Losung der Grundgleichungen der Stromungslehre stoBt auf 
groEte Schwierigkeiten, da die zugehorigen Differentialgleichungen nichtlinear sind. Haufig 
beschrankt man sich daher auf sogenannte Ahnlichkeitsaussagen, mit denen es moglich ist, 
die Stromungsdaten von einem Stromfeld auf ein anderes zu iibertragen. Dies fiihrt zu den 
wichtigen Modellgesetzen, die es z.B. gestatten, Windkanalversuche auf die GroBausfuhrung 
umzurechnen. 

Im Rahmen dieser Darstellung werden wir mit demEinfachsten (Hydrostatik) beginnen. Durch 
Zunahme der Zahl der unabhangigen und der abhangigen Veranderlichen werden wir bis zu 
den Fragestellungen vorstoBen, die in den Anwendungen von Interesse sind. Das folgende 
Schema erlautert von links nach rechts unsere Vorgehensweise. 

p 

p 

w = (u , V , w) 

Beispiele 

Hydrostatik 

ruhende Riissig-
keit im GefaB 

Aerostatik 

ruhende 
Atmosphare 

Hydrodynamik 

bewegte 
Fliissigkeit 

Aerodynamik 

bewegtes Gas 

Die Temperatur T kann hier fortgelassen werden, da sie durch die Zustandsgleichung aus p 
und p zu ermitteln ist. 

Die historische Entwicklung der Stromungslehre zeigt bis etwa 1900 zwei unterschiedliche 
Arbeitsrichtungen. 

1. Theoretische, vorwiegend mathematische Stromungslehre. 
Sie ist mit den Namen Newton, Euler, BemouUi, D'Alembert, Kirchhoff , Helmholtz, Rayleigh 
verkniipf t. Hierbei handelt es sich vomehmlich um die theoretische Behandlung reibungsfreier 

J.B.J. Fourier, 1768 - 1830 
L Newton, 1643-1727 
L. Euler, 1707 - 1783 
D. Bernoulli, 1700 - 1782 

J. D'Alembert, 1717-1783 
G. Kirchhoff, 1824-1887 
H.v.Helmholtz, 1821 -1894 
J.W. Rayleigh, 1842-1919 



Einleitung, Uberblick und Gmndlagen 

Bild 1.1 
Stromungsgrenzschicht an der langsange-
stromten ebenen Platte 

• 1 V.^x^ 

S tromungen (sogenannterPotentialstromungen). Damit war es z.B. nicht moglich, Verluste in 
Stromungen beiUmstromungs- undDurchstromungsproblemen quantitativrichtig zu ermitteln. 

2. Technische Stromungslehre oder Hy draulik. 
MaBgebende Forscher waren Hagen, Poiseuille, Reynolds. Hier ging es um Probleme der 
Messung und deren Darstellung bei reibungsbehafteten Stromungen, z.B. die Gesetze fiir 
Rohrstromungen. 

Beide Richtungen wurden 1904 durch die Grenzschichttheorie von Prandtl zusammenge-
flihrt. Danach ist die Ursache fiir den Reibungswiderstand eines Korpers in der sogenannten 
Grenzschicht zu suchen. Diese ist eine relativ diinne, wandnahe Schicht, in der der 
Geschwindigkeitsanstieg von Null an der Wand auf den Wert der AuBenstromung erfolgt. 
Hierbei ist die Haft bedin gung an der Korperoberflache wesentiich. Wird der Korper be wegt, 
so macht das stromende Medium an der Oberflache diese Bewegung mit. Es haftet dort! In Bild 
1.1 ist der besonders einfache Fall der langsangestromten Platte - der Prototyp einer 
Grenzschicht - dargestellt. Dieses Prandtlsche Grenzschichtkonzepthat sich als sehr fruchtbar 
erwiesen. Es fiihrt zu wesendichen Vereinfachungen in den nichtlinearen Differen-
tialgleichungen, so daB eine Losung moglich ist. 

Spielt neben den Reibungsverlusten auch der Warmeiibergang eine RoUe, so tritt auBer der 
Stromungsgrenzschicht eine Temperaturgrenzschicht auf (Bild 1.2). Beide haben ihre 
Ursache in vollig analogen physikalischen Vorgangen: Reibung und Warmeleitung. 

Bild 1.2 
Stromungs- und Tempe­
raturgrenzschicht an der ebe­
nen Platte 
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G. Hagen, 1797-1884 
J.L. Poiseuille, 1799 - 1869 

O.Reynolds, 1842-1912 
L. Prandd, 1875 -1953 



1 Eigenschaften von Fluiden 

1.1 Molekularer Aufbau - Mikrostruktur 

Fiir das Verstandnis der spater zu behandelnden Stromungsvorgange in Fluiden ist es wichtig, 
die Grundtatsachen ihres molekularen Aufbaus zusammenzustellen. Wir sprechen dabei von 
der Mikrostruktur. 
Die Materie ist aus elementaren Bestandteilen (Molekiilen bzw. Atomen) aufgebaut, deren 
Durchmesser die folgende GroBenordnung besitzt: d ~ 10'̂ ^ m. Beim Aufbau aus diesen 
Elementen sind nun zwei Tatsachen von wesentlichem EinfluB. 

1. Sind die einzelnen Teilchen relativ weit voneinander entfernt, d.h. ist die Dichte 
geniigend klein, so sind sie voneinander unbeeinfluBt und fiihren eine regellose statistische 
Bewegung infolge ihrer thermischen Energie aus (Brownsche Molekularbewegung bei 
Gasen). Fiir Luft gilt unter Normalbedingungen, d.h. Atmospharendruck und 20°C, fiir diese 
Bewegung: mittlere freie Weglange i - 10'̂  m, mittlere Molekiilgeschwindigkeit c~ 500 
m/s. 

Erganzung: Die Thermodynamik liefert die Abhangigkeit der Molekiilgeschwindigkeit von 
der Temperatur. Die innere Energie des Molekiils ist pro Freiheitsgrad = 1/2 kT mit k = 
Boltzmann-Konstante. Mit f = 3 als Zahl der Freiheitsgrade lautet der Energiesatz fiir das 
Molekiil der Masse m: 

innere Energie = — kT = — m ĉ  = mittlere kinetische Energie der Translation. 

Also Q} - — T, Oder groBenordnungsmaBig Vc^ ~ c ~ V T . 

Dies ist eine charakteristische Abhangigkeit von der Temperatur, die spater bei vielen 
typischen Geschwindigkeiten (Schallgeschwindigkeit, maximale Geschwindigkeit) wieder-
holtauftritt 

2. Sind die Teilchen relativ nah beieinander, d.h. ist die Dichte geniigend groB, so 
beeinflussen sie sich gegenseitig. Es wirken intermolekulare sogenannte van-der-Waals-
Krafte. Ihre Erstreckung reicht etwa iiber eine Distanz von 10 d - 10'̂  m. Diese Anziehungs-
krafte, die ihrer Natur nach Gravitationskrafte sind, konnen die Teilchen gegenseitig fixieren, 
z.B. in einem regeknaBigen Kristallgitter. In Bild 1.3 ist die Kraft, die ein im NuUpunkt 
liegendes Teilchen auf ein anderes im Abstand r befindliches ausiibt, qualitativ dargestellt. 

R. Brown, 1773 - 1858, Botaniker J.D.vanderWaals, 1837-1923 
L.Boltzmann, 1844-1906 



1.2 Widerstand gegen Formandemngen (Elastizitat, Viskositat) 

Bild 1.3 
Intermolekulare Kraft, die ein im Nullpimkt liegendes 
Teilchen auf ein anderes ausiibt 

Abstonung Anziehung 

Nahern sich die Teilchen auBerordentlich, so tritt anstelle von Anziehung AbstoBung auf. 
Hierbei spielt die innere Struktur der Teilchen eine wesenthche RoUe. Fiir unsere Betrach-
tungen ist dies jedoch nicht wichtig. 

Das Zusammenspiel der zwei Tatsachen 1. und 2. fiihrt zu den drei Aggregatzustanden. Das 
nachfolgende Schema erlautert dies in grober, aber fiir uns ausreichender Weise. Die Dichte 
nimmt dabei von links nach rechts zu. 

Gas 

1. uberwiegt2. 
Regellose Bewegung. 

Fliissigkeit 

1. und 2. gleich. 
Zufallsbewegung, die nicht 
unbeeinfluBt von den Nach-

bam erfolgt. 

Fester Korper 

2. iiberwiegt 1. 
Intermolekulare Krafte bin-
den Teilchen an feste Stellen, 

z.B. im Kristallgitter. 

1.2 Widerstand gegen Formanderungen (Elastizitat, Viskositat) 

Es besteht ein grundsatzlicher Unterschied zwischen festen, elastischen Korpern einerseits 
und Fluiden andererseits. Wir erlautem dies am Fall der Beanspruchung auf Scherung 
(Schub). 

1. Ein fester, elastischer Korper wird beansprucht durch eine Scherkraft F. In Bild 1.4 
ist dieser Fall skizziert. Der Winkel y ist ein MaB fiir die Deformation und A die Flache, 
an der die Kraft F angreift. Bei geringer Deformation gilt das Hookesche Gesetz, nach dem 
die Schubspannung der Deformation proportional ist: 

R. Hooke, 1635 - 1703 



Rheologisches Modell 

1 Eigenschaften von Fluiden 

Bild 1.4 
Scherbeanspnichung eines festen, 
elastischenKorpers sowie rheologi­
sches Modell 

elastische Feder 

= T = G Y G = Gleit- Oder Schubmodul. (1.1) 

Bild 1.4 zeigt auch das zugehorige rheologische Modell. Es handelt sich um die elastische 
Feder, die durch die Kraft F beansprucht wird. Solche Modelle sind zum Verstandnis dieser 
Vorgange von groBem Nutzen und werden uns oft begegnen. 

2. Bei Fluiden muBdas Medium gefiihrt werden. Bild 1.5 erlautertden besonders einfachen 
Fall der Scher- oder Couette-Stromung zwischen zwei ebenen Flatten. Die obere Platte werde 
mit der konstanten Geschwindigkeit U bewegt, die untere ruht. Wir verfolgen den 
Stromungsvorgang sowohl im Ortsplan (x,y) als auch im Geschwindigkeitsplan (u,y). Das 
Experiment liefert eine lineare Geschwindigkeitsverteilung 

u = U>^ (1.2) 

imPlattenspalt.DieHaftbedingungbei y=0 und y=h istoffenbarerfiilltDerZusammenhang 
zwischen Orts- und Geschwindigkeitsplan fiihrt zu den Gleichungen 

^ ^ d s ( t ) ^ ds(t) = hdy( t ) , 
dt 

^^:^i^^ 

tia 

F 
Ddmpfungs-

zylinder 

SSSSSSSH»>F 

y///////////////// 

Ortsplan 

Bild 1.5 
Couette-Stromung. 
Orts- und Geschwin-

• U digkeitsplan sowie 
rheologisches Mo-

Geschwindig- dell fiir das New-
keitsplan tonsche Medium 

M.Couette, 1858-1943 



1.2 Widerstand gegen Formanderungen (Elastizitat, Viskositat) 

d.h. 
U = hY(t). 

Definieren wir ein Newtonsches Fluid durch 

(13) 

du 
x = r| — , 

dy 
(1.4) 

so ergeben (1.2) und (1.3): 

du U 
T = ri-—= r i - - = r|y(t). 

dy h 
(1.5) 

Bei Newtonschen Fluiden ist damit die Schubspannung der Deformationsgeschwindigkeit 
proportional. Dies ist ein grundlegender Unterschied zum elastischen Korper. Das rheologische 
Modell ist hier ein Dampfungszylinder (Bild 1.5). 

Der Proportionalitatsfaktor r| in (1.4) und (1.5) heiBt dynamische Viskositat. 

V = — = kinematische Viskositat , p = Dichte des Mediums. 
P 

(1.6) 

In den Anwendungen liegt haufig der allgemeinere Fall vor, daB 

T = f(Y) (1.7) 

ist. f wird als FlieBfunktion bezeichnet. Bild 1.6 enthalt einige charakteristische Falle. Ist f 
eine lineare Funktion, so handelt es sich um Newtonsche Fluide (01, Wasser, Luft usw.). Die 
Steigung der Geraden ist ein direktes MaB fiir die dynamische Viskositat. Durch nichtlineare 
FlieBfunktionen werden Nicht-Newtonsche Fluide beschrieben. Beispiele sind Suspensionen, 

X • Bingham-Medium 

Bild 1.6 
Verschiedene FlieBfunktionen. New­
tonsche, Nicht-Newtonsche Fluide, 
Bingham-Medium 

Newtonsches Medium 

Nicht - Newtonsches 
Medium 

y{-^) 



1 Eigenschaften von Fluidefi 

a 
'A 
\m\ V. 

Bild 1.7 
Rheologisches Modell des Bingham-
Mediums 

Polymere, Olfarben usw. Bin interessanter Sonderfall ist das Bingham-Medium. Es verhalt 
sich fiir x<x^ wie ein fester, elastischer Korper, dagegen fiir T > T̂  wie ein Newtonsches 
Fluid. 
T̂  heiBt die FlieBspannung. Es ist dies ein Modell fiir das Viskositatsverhalten von Breien und 
Fasten. Das rheologische Modell (Bild 1.7) enthalt einen Dampfungszylinder und parallel 
hierzu einen Klotz auf rauher Unterlage; vorgeschaltet ist eine elastische Feder, deren 
Auslenkung begrenzt ist. Der Klotz besitzt Haft- sowie Gleitreibung. Letztere wird bei dem 
betrachteten Modell vemachlassigt. Eine interessante Kombination ergibt sich, wenn ein 
elastischer Korper viskoses Verhalten zeigt. Man spricht dann von einem viskoelastischen 
Medium. Bei kurzzeitiger Belastung verhalt sich dieses Medium wie ein elastischer Korper, 
bei langerer Belastung dagegen wie ein Newtonsches Ruid. Der "hiipfende Kitt" ist ein 
Beispiel. Es handelt sich um ein knetbares, kautschukahnliches Medium. Eine Kugel wird 
elastisch an der festen Wand reflektiert. Sie zerflieBt unter ihremEigengewicht beim langeren 
Liegen, Das rheologische Modell ist eine elastische Feder und ein Dampfungszylinder in Reihe 
geschaltet (Bild 1.8). 

Zur quantitativen Angabe der eingefiihrten physikalischen GroBen sind Dimensionen und 
MaBeinheiten erforderlich. Wir verwenden vorrangig das Internationale System (SI), geben 
vergleichsweise aber die Daten auch im alten technischen System an. 

Die dynamische Viskositatt r| wird gemessen in 

V/////////A 

J 

I Bild 1.8 
Rheologisches Modell fiir das viskoelastische Medium 

E.C.Bingham, 1878-1945 



1.2 Widerstand gegen Formanderungen (Elastizitat, Viskositat) 

Ns 

m 
:Pas . 

Die kinematische Viskositat v = tj/p wird gemessen in mVs. 

Die folgende Tabelle enthalt typische Zahlenwerte bei Normalbedingungen. 

Luft 

Wasser 

SiUkonol Bayer M 100 

ri-10^ 

N m"̂  s = Pa s 

18,2 

1.002,0 

130.950,0 

V. 10^ 

2 -1 

m s 

15,11 

1,004 

135,0 

Man erkennt hieran sofort, daB r; fiir die durch die Viskositat iibertragene Kraft charakteri-
stisch ist und nicht etwa v = r\/p. (1.4) liefert fiir r| die Aussage 

ri = d_u' 
dy 

d.h. r| ist ein MaB fiir die Kraft pro Flacheneinheit (= x), die erforderlich ist, um den 
Geschwindigkeitsgradienten (= d u/d y) zu erzeugen. Die kinematische Viskositat entsteht 
nach Division durch die Dichte, wobei die GroBenordnung wesentlich geandert werden kann. 

Die Viskositat ist beiFluiden temperaturabhangig; mit wachsender Temperatur sinkt sie bei 
Fliissigkeiten und steigt bei Gasen (Bild 1.9). Diese Tatsache wird verstandHch aus der oben 
diskutierten Mikrostruktur. Die Viskositat ist ein makroskopischer Effekt, der durch den 

^1^ 

Bild 1.9 
Abhangigkeit der Viskositat von der Temperatur bei 
Fliissigkeiten und Gasen 

FlQssigkeit 

Gas 
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10 

10"̂  

r,-3 

Bild 1.10 
Dynamische Viskositat der 
Schwefelschmelze 

119 153 203 T [-C] 

molekularen,d.h.mikroskopischenJmpulsaustauschdereinzelnenFluidpartikelhervorgem 
fen wird. Diese Auffassung fiihrt im nachsten Abschnitt zu der gaskinetischen Erklarung der 
inneren Reibung. Bei Gasen steigt mit wachsender Temperatur die Molekiilgeschwindigkeit 
und damit der beim S toB iibertragene Impuls, was zu einer Zunahme der Viskositat bei diesem 
Modell fiihrt. Bei Fliissigkeiten spielen die intermolekularen Krafte eine entscheidende RoUe. 
Steigende Temperatur lockert hier die gegenseitige Bindung, die Teilchen werden leichter 
verschiebbar, die Viskositat sinkt. Einen interessanten Sonderfall bildet die Schwefelschmelze 
(Bild 1.10). In einem gewissen Temperaturbereich verhalt sich dieser Stoff wie eine 
Flussigkeit, bei Steigerung der Temperatur wie ein Gas und bei weiterer Steigerung der 
Temperatur wieder wie eine Flussigkeit. Dies hangt offenbar mit der Umwandlung des 
kristallinen Gefiiges dieses Stoffes zusammen. Interessant ist die Analogic zwischen innerer 
Reibung und Warmeleitung. Es handelt sichummolekulareTransportvorgange, die ahnlich 
verlaufen. Wir konnen der oben behandelten Couette-Stromung ein sehr einfaches 
Warmeleitproblem zur Seite stellen (Bild 1.11). Der Warmestrom Q, als iibertragene 
Warmemenge pro Zeit, kann mit dem Fourier-Ansatz wie folgt dargestellt werden: 

Q = -?iA 
d_T 
dy* 

(1.8) 

^7777777777777? 

Couette - Stromung Warmeleitung 

Bild 1.11 
Analogic von innerer Rei­
bung und Warmeleitung 
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X ist das Warmeleitvermogen und A die ubertragende Flache. Fiir den spezifischen 
Warmestrom q kommtalso 

- = q: 
dT 

A ' dy 

Damit gilt zwischen innerer Reibung und Warmeleitung die Analogie 

(1.9) 

du . , dT 
t = r|-— ^ q = -X-—, 

dy dy 
(1.10) 

X und rj sind molekulare AustauschgroBen fiir Warme und Impuls. Fiir spater ist wichtig, 
daB man aus beiden GroBen eine charakteristische Kennzahl herleiten kann. Sie wird nach 
Prandtlbenannt: 

Prandtl-Zahl = Pr = 
11 Cp 

(1.11) 

c ist hierin wie iiblich die spezifische Warme bei konstantem Druck. 

1.3 Gaskinetische Erklarung der inneren Reibung 

EsgehthierumzweiAussagen.EinerseitswoUenwirdenNewtonschenSchubspannungsansatz 
(1.4) fiir Gase herleiten und andrerseits r| bzw. v auf bekannte mikroskopische Werte 
zuriickfiihren. Bei der Ableitung benutzen wir gaskinetische Betrachtungen, bei denen 
makroskopische und mikroskopische Uberlegungen gleichzeitig eingehen. Wir untersuchen 
die Stromung langs einer ebenen Wand (Bild 1.12). u(y) ist das gemittelte Ge-
schwindigkeitsprofil, wie wir es makroskopisch, z.B. mit dem bloBen Auge, registrieren. 
Mikroskopisch dagegen fiihren die Gasteilchen eine regellose Zufallsbewegung aus. Der 
dabei erfolgende Impulsaustausch der verschiedenen Schichten fiihrt zu einer Verhef-

Scherung-

Bild 1.12 
Zur gaskinetischen Erklarung der 
inneren Reibung. Stromung langs 
der ebenen Wand. V777777777777777/ 
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tung, d.h. zur inneren Reibung. Bild 1.12 veranschaulicht, wie es zu der Scherung in der 
Schicht y kommt. H bezeichne die mitdere freie Weglange. Teilchen, die aus dem Niveau 
y+ ^ stanunen, beschleunigen die bei yvorhandenen Partikel. Teilchen, die von untenkoninien 
(y - ^) verzogem sie entsprechend. Dies mfteine Scherang bzw. Schubspannung im Niveau 
y hervor. Diese Kraftwirkung wird jetzt berechnet. 

Die Masse des stoBenden Teilchens sei m, dann ist der gemittelte Impuls eines von oben 
kommenden Teilchens io = m u (y + ^); analog gilt fiir ein Teilchen, das von unten 
kommt, iu = m u (y - -£). 

Zur Bestimmung des insgesamt iibertragenen Impulses miissen wir abzahlen, wieviel Teilchen 
pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit gehen. n sei die Teilchenzahl pro cm^. Aufgrund der 
Gleichverteilung bewegen sich in 1 cm-̂  n/3 Teilchen in x- oder y- oder z-Richtung, mithin 
die Halfte, also n/6 Teilchen, in (+x) oder (-x),...-Richtung. Alsotreten (n/6) c Teilchen 
pro Sekunde durch die Flacheneinheit (Bild 1.13). Hier geht entscheidend die mittlere 
mikroskopische Molekiilgeschwindigkeit c der Teilchen ein. Bild 1.13 zeigt, daB nur 
diejenigenMolekule,diesichineinemQuadermitderHohe c • Isbefinden, in der Zeiteinheit 
durch die Flacheneinheit treten konnen. 

Damit kommt fiir den an die Schicht y iibertragenen Impuls pro Zeit- und Flacheneinheit = 
Kraft pro Flache = Schubspannung. 

i; = — c m u ( y + -£) c m u ( y - ^ ) = 
6 6 

/ s /, du . . „ du 
u(y) + ^—- + . . . -u (y)+ £—- + ... 

dy dy 

(1.12) 

Beriicksichtigen wir bei der Entwicklung nur die in I Unearen Terme, so wird 

Bild 1.13 
Ermittlung der Zahl der stoBenden Teilchen 
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_nmc Jt d u _ p c - ^ du d 13) 
^~ 3 d y " 3 d y ' 

^ = v = — . (1.14) 
P 3 

Damit ist der Newtonsche Schubspannungsansatz fiir Gase hergeleitet und gleichzeitig v auf 
diefruhereingefuhrtenrmkroskopischenBestimmungsstiicke c und i zuriickgefuhrt. Wegen 
c - yfr folgt weiterhin, daB bei Gasen die Viskositat v mit der Temperatur ansteigt. Aus 
den Angaben fiir Luft: c - 500 m/s, £~10"'^m folgt mit (1.14) v - l S - 10'^m^/s,wasmit 
dem in der Tabelle Seite 9 angegebenen Wert gut iibereinstimmt. 

Mit einer Dimensionsbetrachtung kann man auch zurDarstellung der kinematischen Viskositat 
V gelangen. Man geht davon aus, daB v allein von den kinematischen mikroskopischen 
Bestimmungsstiicken i und c abhangen kann, d.h. 

v = f(^,c). 

EinPotenzansatz 

v = A c " ' - r 

mit A = konst liefert sofort 

v = A c ^ , 

d.h. abgesehen von dem Zahlenfaktor kommt wiederum (1.14). Diese Zuriickfiihrung der 
kinematischen Viskositat auf die mikroskopischen GroBen: mittlere Molekiilgeschwindigkeit 
und mittlere freie Weglange stellt ein sehr einleuchtendes Ergebnis dar, das handgreiflich den 
Mechanismus des Zustandekommens derinneren Reibung vor Augenfiihrt. Wirkommen spater 
auf ahnhcheBetrachtungen (z.B. dasKonzeptdesPrandtlschenMischungsweges) wiederholt 
zuriick. 

1.4 Volumenanderung und Zustandsgleichung fiir Gase 

Wir erinnern an zwei elementare Grundgesetze fiir sogenannte ideale Gase. 

1. Das Boyle-Mariotte-Gesetz fiir isotherme Prozesse besagt: 

R. Boyle, 1627 - 1691 E. Mariotte, 1620 -1684 
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p . V = PQ-VQ = konst , t = konst , t in°C. 

2. Das Gay-Lussac-Gesetz fiir isobare Vorgange lautet: 

(1.15) 

V = Vo(l + Pt) , p = konst , P = ^ : ^ - (1.16) 

t bezeichnet hierin die Celsius-Temperatur. In Bild 1.14 sind verschiedene Prozesse (isochor 
- p = konst, isobar - p = konst, isotherm -1 = konst, isentrop - s = konst) in der (p,V)-Ebene 
eingetragen. 

Eine beliebige Zustandsanderung p^, Vj , tj = 0 -> p, V, t konnen wir stets aus den beiden 
oben betrachteten elementaren Prozessen zusammensetzen (Bild 1.15). Ein isothermer 
Vorgang fiihrt von p^, V^, t̂  = 0 zu p, V^, t̂  = 0: 

P i V ^ = p V , . (1.17) 

Ein anschlieBender isobarer ProzeB fiihrt p, V^, t̂  = 0 in p, V, T iiber mit 

V = V2(l + P t ) . (1.18) 

Benutzen wir hier (1.17), so wird 

pV = pV2( l + p t )=P jV^( l + Pt) = p P j V J - + t | = pP jVjT , 

PA 

/Isochor 

/Isobar 

Isentrop 

1 • 

Bild 1.14 
Thermodynamische Zustandsandemngen in der 
(p,V)-Ebene 

Bild 1.15 
Zusammensetzung eines isothermen und ei-
nes isobaren Prozesses 

J.L. Gay-Lussac, 1778 -1850 
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also in spezifischen GroBen 

p v = P = A T = f R T . 
p m 

(1.19) 

Dies ist die ideale Gasgleichung. Hierin bedeuten: 

Z T 

R = allgemeine(molare)Gaskonstante = 8,314-10^ -9 ^— =8,314 
s mol K molK' 

[R = spezifische oder spezielle Gaskonstante in -^ 
s^K kgK 

m = Molmasse in 
mol 

Es gilt die Beziehung 

— = c„ - Cv = [R. (1.20) 

Die wichtigsten Reprasentanten sind 

Gas 

g 
mm — 7 

mol 

O2 

32 

N2 

28,016 

H, 

2,016 

Luft 

29 

Bei realen Gasen haben wir es im Unterschied zu den vorstehenden Betrachtungen mit 
allgemeinerenZustandsgleichungenzutun.EinBeispielistdiesogenanntevan-der-Waalssche-
Gleichung. 

1.5 Oberflachen- oder Grenzflachenspannung und Kapillaritat 

Bisher haben wir nur ein homogenes Medium betrachtet. Jetzt beschaftigen wir uns mit der 
unmittelbaren Umgebung der Trennflache zweier Medien unterschiedlicher Dichte. Solche 

J.P. Joule, 1818 - 1889 
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Gas 

FliJssigkeit 

t R 

Bild 1.16 
Interaiolekulare Krafte im Innem iind 
an der Oberflache einer Fliissigkeit 

Flachen spielen in der Stromungslehre eine groBe RoUe. Grenzen zwei nicht mischbare 
Fliissigkeiten unterschiedlicher Dichte aneinander, so sprechen wir von einer internen 
Grenzflache.Eine freie Oberflache liegt vor, wenn eine Fliissigkeit und ein Gas aneinander 
grenzen. Im Innern der Fliissigkeit heben sich die intermolekularen Anziehungskrafte auf ein 
Teilchen im Mittel auf (Bild 1.16). Es liegt hier ein kugelsymmetrisches Kraftfeld vor. An der 
Oberflache tritt eine Resultierende auf, die ins Innere gerichtet ist, da die Gaspartikel iiber 
der Oberflache keine intermolekularen Krafte ausiiben. Die Dicke dieser Oberflachenschicht 
ist vergleichbar dem Wirkungsbereich der intermolekularen Krafte (~ 10 d ~ 10'̂  m). Diese 
Resultierende der intermolekularen Krafte steht im Gleichgewicht mit den iibrigen Kraften 
(Schwerkraft, Druckkraft). Im Vorgriff auf Spateres besagt dies, daB es dadurch in der Nahe 
der Oberflache zu einer abgeanderten hydrostatischen Druckverteilung kommt. Gegen diese 
Resultierende muB Arbeit geleistet werden, wenn ein Teilchen aus demFliissigkeitsinnem an 
die Oberflache verschoben werden soil, d.h. die Molekiile an der Oberflache haben eine 
hohere Energie als Teilchen im Innem. In jeder Fliissigkeitsoberflache steckt also Energie. 
Um diese zusatzliche Energie gering zu halten, verwendet die Natur moglichst wenig Teilchen 
zur Bildung der Oberflache. Dies fiihrt zur Entstehung von sogenannten Minimalflachen. Das 
folgende Beispiel illustriert dies handgreiflich (Bild 1.17). Ein rechteckiger Drahtrahmen 
wird mit einer Seifenhaut ausgefiillt. Ein geschlossener Garnfaden wird darauf gelegt. Wird 
die Seifenhaut in der Schlinge durchstochen, so springt die Schhnge zu einem ICreis auf. Der 
Kreis hat bekanntlich bei gegebenemUmfang die groBte Flache. Die Restflache ist also unter 
den gegebenen Randbedingungen die Minimalflache. 

Das Bestreben, die Oberflache moglichst klein zu machen, fiihrt zu einem S pannungszustand 

Fl=al 

Bild 1.17 
Zur Bildung von Minimalflachen 

Bild 1.18 
Zur Definition der Oberflachenspannung 
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in der Flache. AlsOberflachenspannung o definiertmandiejenigeKraftproLangeneinheit 
der Berandung, die die Oberflache im Gleichgewicht halt (Bild 1.18). Die GroBe a hangt 
wesentlich von den beiden Medien ab, die an der Oberflache aneinander grenzen. Sie nimmt 
im iibrigen mit wachsender Temperatur ab. Die Erklarung ist ahnlich wie bei der Viskositat. 
Mit zunehmender Temperatur werden die intermolekularen Bindungen geringer. Die 
Resultierende in Bild 1.16 nimmt ab, und damit sinkt die Oberflachenenergie. 

Medien 

Wasser/Luft 

01/Luft 

Quecksilber / Luft 

a- 10^ Nm-^ 

7,1 

2,5 - 3,0 

46 

(bei 20°C) 

Die Messung von a kann mit einem Drahtbtigel erfolgen, an dem ein Steg verschiebbar 
angebracht ist (Bild 1.19). Da zwei Oberflachen gebildet werden, gilt 

Fh=2a^ 

Anstelle der 

Oberflachenspannung a= 

wird haufig der Begriff der 

angreifende Kraft F an der Berandung 

Lange der Berandung £ 
(L21) 

spezifischen Oberflachenenergie £ = • 
Energiezunahme AE 

Oberflachenzunahme A A 
(1.22) 

<r- Bild 1.19 
Messung von G mit einem 
Drahtbiigel 

Bild 1.20 -> 
Zur Gleichheit von Oberflachen­
spannung und spezifischer Ober­
flachenenergie 
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verwendet. Es ist 

8 = a . (1.23) 

Um diese Aussage zu beweisen, verschieben wir in Bild 1.20 den Steg um As. Die dabei 
erzielte Oberflachenzunahme ist A A = 2 A s £. Mit (1.22) kommt damit fur die hierzu 
eiforderliche Energie 

AE = 2 8 A s - (1.24) 

Gehen wir andrerseits von der angreifenden Kraft F =2(5 I aus, so leistet sie bei der 
Verschiebung um A s die Arbeit 

AW = 2 o A s ^ . 

Da beide Energien (1.24) und (1.25) gleich groB sind (Energiebilanz!), folgt 

AW = 2 o A s ^ = 28As-£ = AE 

(1.25) 

d.h. es gilt (1.23). 

Mit dieser Beziehung ist es leicht moglich, die Energie abzuschatzen, die in 
Fliissigkeitsoberflachen steckt. Das ist insbesondere dann wichtig, wenn Oberflachen standig 
neu gebildet werden, was z.B. bei der Zerstaubung der Fall ist. Diese letzte Feststellung fuhrt 
uns von den bisher behandelten ebenen Oberflachen zu gekriimmten Flachen, die in den 
Anwendungen von groBem Interesse sind. Beispiele hierfur sind etwa ein Wassertropfen, eine 
Fliissigkeitsblase oder ein Gastropfen (Bild 1.21). In alien drei Fallen ist die 

<- Bild 1.21 
Fliissigkeits-
tropfen, Fliis­
sigkeitsblase 
und Gastrop­
fen 

1. Flijssigkeitstropfen: 

2. Fliissigkeitsblase: 

3. Gastropfen: 

Bild 1.22 -^ 

Gleichgewichtsbetrachtung fur den kugelformigen Fliissig-
keitstropfen 
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Oberflachenspannung bestrebt, den Tropfen bzw. die Blase zukomprimieren. Dadurch kommt 
es zu einemDmckanstieg im Innem. Dies fiihrt bei Vemachlassigung der Schwerkraft zu einem 
Gleichgewicht zwischen der Druckkraft und der aus der Oberflachenspannung resultierenden 
Kraft. 

Besonders einfach ist die zugehorige Gleichgewichtsbetrachtung fiir den kugelformigen 
Fliissigkeitstropfen (Bild 1.22). Schneiden wir den Tropfen am Aquator auf, so ergibt sich 
eine resultierende Oberflachenspannungskraft 

| F | = 2 7 i r a . (1.26) 

Die resultierende Druckkraft weist in vertikaler Richtung und hat dieselbe GroBe, als 
ob die Aquatorebene mit der Druckdifferenz Ap beaufschlagt ware (s.u.): 

|FD| = ApTir^ = (Pi -Pa )7 i r l (1.27) 

Aus dem Gleichgewicht der beiden Krafte folgt 

Ap = P i - P a = — • (1-28) 
r 

Fiir die Blase ergibt sich rechts im Zahler ein zusatzlicher Faktor 2, da zwei Oberflachen 
gebildet werden. Im Tropfen bzw. in der Blase kann damit ein erheblicher Uberdruck 
entstehen. Im Falle von Nebeltropfchen, r = 10"̂  m = 10'̂  mm, erhalten wir z.B. 

2-7,1-10"^ N , , , ,^5 N , , , , 
Ap = —^ 2 =1'42-10 - ^ = l,42bar. 

10 m m 

Wir woUen die ausfiihrliche Ableitung der Druckkraft (1.27) nachtragen, weil das Ergebnis 
von allgemeinem Interesse ist. In Bild 1.23 ist das Oberflachenelement angegeben. Bei der 
Integration ist aus Symmetriegriinden nur die z-Komponente der Druckkraft zu beriicksichti-
gen: 

Der AuBendruck p^ ergibt fur das Flachenelement den Anteil = 

= - p^ dA cos ^ = - p r̂  sin 'd cos 'd d-d dcp. 

Integration iiber die Halbkugel liefert = 

271 71/2 

= - I I p^ r̂  sin 1̂  cos -d d-d d(p = - p^ 7C r-̂ . 

(p = 0 1̂  = 0 
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r sin •9' d p̂ 

rd-^ 

dA = r̂  sin'&d'&dq) 

Bild 1.23 
Zur Herleitung der Druckkraft 

Z dR 

^ y 

Beriicksichtigen wir den Beitrag von p. auf die Aquatorflache = p. • TC r^, so wird insgesamt 

Dieser Tatbestand gilt allgemein, d.h. bei gekriimmten Flachen spielt nur die Projektion in die 
jeweilige Ebene eine RoUe. Dabei wird in diejenige Richtung projiziert, in der die Kompo-
nente der Druckkraft gesucht wird. 

Wirkommen jetzt zur Gleichgewichtsbetrachtung bei einer beliebig gekriimmten Flache. Wir 
schneiden ein rechteckformiges Oberflachenelement heraus. Bild 1.24 enthalt alle Bezeich-
nungen,diedieGeometrieunddieKraftebetreffen. r̂  und r̂  sinddieKriimmungsradiender 
Schnittkurven der Oberflache mit zwei zueinander senkrechten Ebenen. Man beachte, daB r< 
und r̂  mit Vorzeichen behaftet sind. Sie haben entgegengesetztes Vorzeichen, falls die 
Kriimmungsmittelpunkte auf verschiedenen Seiten der Flache liegen. Es gelten die Zusammen-
hange 

dSj = rjd(Pj , ds^ = T^d(p^, (1.29) 

Die Resultierende aus den angreifenden Oberflachenspannungen muB der Druckkraft das 
Gleichgewicht halten (Bild 1.25): 
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Bild 1.24 
Gleichgewichtsbetrachtung fiir 
eine beliebig gekriimmte Fla-
che 

ads, ads 
PQ ds^ ds2 

dFoi+dFo2+dFD=0. (1.30) 

Hier gilt fiir die Betrage 

dFo = (Pi -Pa)dsi ds2 = Ap dsi ds2, 

dFoi = adsid(p2 = — ds^ ds2 , 
12 

(1.31) 

dFo2 = ods2 d(pi = —dsi ds2 . 

Die Gleichgewichtsbedingung liefert 

1 1 1 ^P = Pi-Pa=c> —+ — (1.32) 

dFb2 

Bild 1.25 
Kraftegleichgewicht fiir den Fall von Bild 1.24 

dP. 

dP. 01 
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Als Spezialfalle heben wir hervor: 

2a 
1. Kugeltropfen: r̂  = 12 = r , Ap = — . 

r 
4 a 

2. Kugelformige Blase: Ap = — . 
r 

3. Zylindrische Oberflache: TI = T , 12-^°^ , Ap = —. 
r 

Von Interesse ist eine Vorzeichendiskussion. Wir beginnen mit r̂  > 0 und r̂  > 0. Beide 
Kriimmungsmittelpunkte liegen auf derselben Seite der Flache. Wir halten r̂  > 0 fest und 
lassen r̂  von positiven Werten liber Unendlich zu negativen Werten variieren. Dann ist die 
Kriimmung in den beiden Richtungen 1 und 2 entgegengesetzt. Es liegt das Verhalten einer 
Sattelflache (Bild 1.26) vor. In einem solchen Fallkanndurchaus Ap=p. - p^=0 sein, namlich 
dann, wenn die Oberflachenspannungskrafte untereinander im Gleichgewicht stehen. Mit 
geeigneten Drahtbiigeln konnen seiche Sattelflachen aus Seitenhaut leicht erzeugt werden. 
Beide Seiten der Flache stehen unter Atmospharendruck, und es gilt damit fiir die 
Kriimmungsradien 

- + - = 0. (1.33) 

In der Mathematik werden hierdurch die sogenannten Minimalflachen definiert. Die Bedin-
gung hierfiir lautet, daB die mittlere Flachenkrummung 

Bild 1.26 
Gleichgewicht an einer Sattelflache 
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2 
i-^l|=o 

ist, was mit unserer Bedingung (1.33) iibereinstimmt. 

Zum AbschluB einige elementare Konsequenzen. Sind zwei Blasen miteinander in Beriihrung, 
so ist die konvexe Seite in der groBeren Blase, da in der kleineren der hohere Druck herrscht 
(Bild 1.27). Stehen die beiden Blasen durch eine Leitung miteinander in Verbindung, so blast 
die kleine die groBe auf. Im Endzustand besitzen beide Flachen gleiche Kriimmung. In Bild 
1.28 ist der entsprechende Versuch skizziert. Im Anfangszustand liegen zwei Blasen unter-
schiedlicher GroBe vor. Die rechts befindliche kleinere enthalt Ranch. Wird die Verbindung 
zwischen beiden hergestellt, so stromt der Ranch nach links. Die rechte Blase verkleinert sich. 
Im Endzustand bleibt rechts ein Flachenstiick iibrig, das dieselbe Kriimmung wie die Blase 
links besitzt. 

WirkommenzurBesprechungderKapillaritat.DieBezeichnungriihrtvonderHebungbzw. 
Senkung des Fllissigkeitsspiegels in einer Kapillaren her. Jetzt handelt es sich darum, daB drei 
Medien, z.B. Gas -Fliissigkeit- fester Korper, zusammentreffen. Nebendenintermolekularen 
Kraften der Fliissigkeit spielen jetzt die Anziehungskrafte der Wand (= Adhasion) eine Rolle. 
Vom Eigengewicht des Teilchens (Schwerkraft) kann in diesem Zusammenhang abgesehen 
werden. 
Von Wichtigkeit sind zwei Extremfalle. 

1. Die Adhasion ist sehr viel groBer als die Anziehung durch die benachbarten 
Fliissigkeitsteilchen. In diesem Fall kommt es zur Benetzung der Wand. Die Fliissigkeit wird 
an die Wand herangezogen und steigt dort in die Hohe (Bild 1.29). Die Resultierende aus 
Adhasion und intermolekularen Kraften steht senkrecht zur Fliissigkeitsoberflache (bei 

Anfangszustand: 

Bild 1.27 
Zwei Blasen in Beruhrung 

Bild 1.28 -^ 
Druckausgleich zwischen zwei Blasen ver-
schiedener GroBe 

Endzustand 

Rauch eingeblasen 

Rauch ist in die linke 
Blase ijbergegangen 
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teste Wand 

Adhdsion 

Bild 1.29 
Benetzung der Wand (z.B. Glas, Wasser, 
Luft) 

Bild 1.30 
Nichtbenetzender Fall (z.B. Glas, Quecksilber, 
Luft) 

Vernachlassigung der Schwere!). Dies muB so sein, da sonst eine Komponente in Richtung der 
Oberflache vorhanden ware, die zu einer Verschiebung der Teilchen an der Oberflache und 
damit zu einer Bewegung fiihren wurde. Der skizzierteFall entspricht z.B. der Kombination: 
Glas, Wasser und Luft. 

2. 1st die Anziehung der Fliissigkeitspartner sehr viel groBer als die Adhasion, so liegt der 
nichtbenetzende Fall vor. Die Fliissigkeit sinkt an der Wand herab (Bild L30). Dies entspricht 
z.B. der Kombination: Glas, Quecksilber und Luft. 

Von WichtigkeitistdieBerechnungderkapillaren Steighohe (oder Senkung). Wir wollenhier 
verschiedene Methoden anwenden, die alle in den Anwendungen eine RoUe spielen. 

1. Wir benutzen das Schnittprinzip der Mechanik und schneiden die in der Kapillaren 
gehobene Fliissigkeitssaule (Bild 1.31) frei. Dann muB ein Gleichgewicht bestehen zwischen 
der Oberflachenspannungskraft F̂  und der Gewichtskraft der gehobenen Fliissigkeitssaule 
F2 . Mit den Bezeichnungen von Bild L31 gilt im Gleichgewicht 

Bild 1.31 
Gleichgewicht bei der Kapillarhebung 
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d.h. 

F^ =2% r o cos a = F^ = n r̂  h p '̂ 

h = 
2 a cosa _ 4 a c o s a 

r p g d g p 
(134) 

Die Adhasion geht durch den Randwinkel a ein. Bei voUstandiger Benetzung ist a = 0, und 
eskommt 

h = 
4 a 

d g p ' 
(1.35) 

wodurch eine einfache Moglichkeit zur Messung von a gegeben ist. 

2. Wir betrachten den Spezialfall der voUstandigen Benetzung und erlautem eine weitere 
Moglichkeit (Bild 1.32). InderFlussigkeitentstehtunterderfreienOberflacheeinUnterdruck 

Ap = P i - P 2 = 
2 a 4 a 

d 

Die zugehorige Sogkraft, die sich durch Projektion der Oberflache in den Kapillarquerschnitt 
ergibt, tragt die Fliissigkeitssaule. Fiir die Sogkraft kommt: Ap7ir^=27iar , wahrend 
das Gewicht 7C r̂  h p g ist. Setzen wir beide Ausdriicke gleich, so kommt (1.35). 

3. Wir benutzendieStetigkeitsbedingungfurdenDruckimPunkt2 (Bild 1.32). Wirnehmen 
an der Stelle die Darstellung fiir den hydrostatischen Druck vorweg. Der Druck in 2 kann auf 
zwei Wegenberechnet werden: alshydrostatischer Druck p2=Pi - g p h undalsKapillardruck 
p^ = p J - 2 a/r. Durch Gleichsetzen kommt wieder (1.35). An der letzten Darstellung erkennt 
manauch sofort, daB die Steighohe begrenzt ist. Fiir p2 = 0 wird h = Pi / p g bzw. 
^min=2 a /pj. Strenggenommen ware hier zu fordem, daB an der Stelle 2 derDampfdruck der 
Fliissigkeit nicht unterschritten werden darf. Das erste stellt die wohlbekannte Steighohe der 

Bild 1.32 
Berechnung der Driicke bei der 
Kapillarhebung 
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Bild 1.33 
Kapillarhebimg zwischen zwei benachbaren Flatten 

Hydrostatik dar, das zweite gibt, im Rahmen des hier benutzten Modells, eine Abschatzung 
fiir den minimalen Kapillarradius. Mit o = 7,1 • 10"̂  N/m und p^ = 10^ N/m^ wird d^^= 
3-10'^ mm. 
Fiir die Steighohen im zylindrischen Rohr ergibt (1.35) 

28,8 
hH20= — m m PHg| = — m m . 

Hierinist d in mm einzutragen. 

Betrachtet man die Hebung einer Flussigkeit zwischen zwei benachbarten vertikalen Flatten 
(Bild 1.33), so erhalt man fiir die Vertikalkomponente der Oberflachenspannungskraft 

Fj = 2 b a cos a 

und fiir das Gewicht der gehobenen Fliissigkeit 

F2 = h b d p g , 

also 

, 2 a c o s a 
h = . 

dgp 

Die Steighohe ist also halb so groB wie bei der zylindrischen Kapillaren. Dies leuchtet 
unmittelbar ein, da der wirksame Druck auch nur halb so groB ist. 



2 Hydro- und Aerostatik 

2.1 Fliissigkeitsdruck p 

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit den ZustandsgroBen bei fehlender Bewegung. 
Wir holen zunachst den Nachweis nach, daB der Druck eine richtungsunabhangige GroBe, 
also ein Skalar, ist. Wir betrachten ein Massenelement mit der Tiefe dz (Bild 2.1) eines 
Newtonschen Fluids im bewegungslosen Gleichgewichtszustand. Schubspannungen treten in 
den Schnittflachen erst bei Bewegung auf. Bei uns sind dort nur Normalkrafte vorhanden. Den 
Druck kennzeichnen wir mit einem Index: p^, p , p^ > j ^ nachdem auf welche Flache er wirkt. 
Das Gewicht geht als Volumenkraft ein. Es bestehen die Relationen 

dx = ds cos a , dy = ds sin a . 

Das Kraftegleichgewicht lautet 

d.h. die Summe aller angreifenden Krafte ist Null. In Komponenten besagt dies 

2^ Fx = Px dydz-p^ sina dsdz = (p^-p^) dy dz = 0, 

X F = Py dx dz - p^ COS a ds dz dx dy dz p g = 

= P y - P s - - p g d y dxdz = 0 . 

Ps = Pv p g d y . 

(2.1) 

(2.2) 

Bild 2.1 
Kraftegleichgewicht am ruhenden Massenelement 
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Ziehen wir das Massenelement auf einen Punkt zusammen, so gehen (2.1) und (2.2) liber in 

^s "x Py * (2.3) 

Wir konnen also die Indizes fortlassen. Dadurch istder Fliissigkeitsdruck p als skalare GroBe 
erkannt. 

2.2 Fliissigkeitsdruck in Kraftfeldern 

Wir betrachten nach wie vor ein ruhendes Medium, schneiden einen infinitesimalen Quader 
heraus (Bild 2.2) und formulieren die Gleichgewichtsbedingung. Wir unterteilen die auftre-
tenden Krafte in zwei Klassen: in Massenkrafte und Oberflachenkrafte. In die erste Gruppe 
fallen definitionsgemafi alle an der Masse des Elements angreifenden Krafte (Schwerkraft, 
Zentrifugalkraft, elektrische undmagnetische Krafte usw.). Die zweite Gruppe enthalt alle auf 
die Oberflache wirkenden Kxafte (Druckkraft, Reibungskrafte usw.). Die letzteren Krafte 
werden durch Normal- und Tangentialspannungen an der Oberflache hervorgerufen. In dem 
hier betrachteten Spezialfall tritt nur der statische Druck auf. 

Die Massenkraft pro Masseneinheit ist 

Die x-Komponente der Gleichgewichtsbedingung lautet 

(2.4) 

pdy d z - | p + -^dx |dy dz + f̂̂  dm = 0, 

also 

--^dxdydz-}-f^dm = 0. 
dx 

Mit dem Massenelement dm = p dx dy dz folgt fiir alle drei Komponenten 

z A 

p dy dz 

d'z > -

-dx-

(p.Ua.)dv dz 

.dy^ 

Bild 2.2 
Gleichgewichtsbetrachtung 
fiir den Quader 
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p dx p ay ^ p oz 

Oder, zusammengefaBt in Vektorform, 

- g r a d p = f. (2.5b) 
P 

Wirdiskutieren Spezialfalle, diefiirdie Stromungslehre von Wichtigkeitsind. AlsMassenkrafte 
beriicksichtigen wir die Schwerkraft 

4 = { 0 , 0 , - g } , (2.6) 

sowiedieZentrifugalkraft, diebeiDrehungmitkonstanterWinkelgeschwindigkeit CO umdie 
z-Achse auftritt (Bild 2.3): 

f, = {co^x,co^y,0}. (2.7) 

Stxenggenommen fallt dieses Beispiel nicht mehr in das Gebiet der Statik. Rotiert das Fluid 
mit konstanter Winkelgesch windigkeit wie ein starrer Korper, so konnen dennoch die obigen 
Gleichungen verwendet werden. (2.6) und (2.7) ergeben mit (2,5b) das Differen-
tialgleichungssystem 

1 ^P 2 1 ^P 2 1 3p ^̂  ox 
- - ^ = co^x , - ^ = co^y , - 3 ^ = - g . (2.8) 
p dx p dy p dz 

Die Integration fiihrt bei konstanter Dichte p schrittweise zu dem Ergebnis 

p(x,y,z) = ipco^x^ + f ( y , z ) - ^ ^ ^ = pco^y, 
2 dy 

1 2 2 ^ X ^ d h 
f(y,z) = -pCO y^ + h(z)->—- = - g p , 

2 dz 

h(z) = - g p z + konst, 

p(x,y,z) = - p cô  (x^ + y^) -g pz +konst. (2.9) 

Diese Druckverteilung kann man am einfachsten anhand der Isobarenflachen p = konst 
diskutieren. Es handelt sich um Rotationsparaboloide, die alle durch Translation langs der 
Rotationsachse auseinander hervorgehen (Bild 2.4): 



30 2 Hydro- und Aerostatik 

<r- Bild 2.3 
ZurZentrifugal-
kraft 

0) 

Bild 2.4 -> 
Isobaren bei Drehung des Fluids um die z-
Achse 

^ ^ / 2 2 \ tO^ 2 

0 2 g ^ ' ^ 2g 
(2.10) 

Speziell gilt diese Darstellung fiir die Fliissigkeitsoberflache, denn dort ist der Druck gleich 
dem konstanten Atmospharendruck. Man kann zu diesemErgebnis sehr leicht auch auf dem 
folgenden Wege kommen: An der Fliissigkeitsoberflache muB die Resultierende aus Schwer-
kraft und Zentrifugalkraft senkrecht zur Flache liegen (Bild 2.5). Dies fiihrt zum Anstieg 

d z _ cô  r 
dr g 

d.h.eskonimt(2.10): 

Wir beschaftigen uns nun mit dem Druckverlauf in Fliissigkeiten und Gasen im Schwerefeld. 

In einer ruhenden Fliissigkeit (p = konst) erhalten wir aus (2.9) fiir die Druckdifferenz p^ -

mg 

Bild 2.5 
Gleichgewichtsbetrachtung fiir dieFliissigkeits-
oberflache 
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p^ beim Hohenunterschied h (Bild 2.6) 

(2.11) 

DerDrucknimmtinFlussigkeiten also linear mitderTiefe zu. Die MaBeinheiten desDruckes 
sind 

1 Pa (Pascal) = 1 - ^ = 1 - ^ -
m ms 

1 bar = 10^ Pa = 10^ - 3 . 
m 

Altere Einheiten sind 

kp 
Technische Atmosphare: 1 at = 1 — r = 10 m WS = 0,981 bar, 

PhysikalischeAtmosphare: latm=760Torr=76cmHg = 1,033at= 1,013bar=1013mbar. 

Es gelten damitdie Zusammenhange 

lTorr= - — atm= 133,3 Pa, 

lmmHg=13,6mmWS. 

Die alteren Definitionen gehen entweder vom Druck einer 10 m hohen Wassersaule (WS) 
(= 1 at) Oder einer 76 cm hohen Quecksilbersaule (= 1 atm) aus. 

DieDruckmessung (pj) kannsomitaufeineLangenmessung (h) zuruckgefuhrtwerden(Bild 
2.7). Das ist das Prinzip des Barometers. Die maximale Steighohe wird fiir P2 = 0 erreicht. 
Wenn p^ der Atmospharendruck ist und der Dampfdruck vernachlassigt wird, wird h^ = 
lOmWS. 

Bild 2.6 
Druckverlauf in ruhenden Fliis-
sigkeiten im Schwerefeld 

Z A 
L ^ ^ \.2 

I -=- I I I 

h 

I ij_i 1 P2 Pi P 

B. Pascal, 1623 - 1662 E. Torricelli, 1608 - 1647 
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Von Interesse ist die Diskussion des Barometers unter Beriicksichtigung von 
Kapillaritatseffekten (Bild 2.8). Die Hydrostatik liefert 

Pi-P2' = g P h . (2.12) 

Die Oberflachenspannung fiihrt bei voUstandiger Benetzung zur Druckdifferenz 

, 4 a 
P2-P2 =—r-a 

(2.13) 

Subtraktion ergibt 

P i -P2 = g p h — — , 
d 

d.h. 

h = P i Z P 2 + . 4 a 
gp dgp 

(2.14) 

Danach sieht es so aus, als ob die maximale Steighohe durch Kapillaritatseffekte vergroBert 
werden konnte. Dies ist jedoch nicht der Fall. Man hat hierzu lediglich zu beachten, daB nach 
(2.13) p2 - P2' ^ 0 ist. Eine Verringerung von p^ hat dort ihre Grenze, wo p^' = 0 ist. Dann 
folgt aus (2.13): P2 j^j^ = 4 a/d und aus (2.12): p^ = g p h^^. Dies stimmt vollstandig mit der 
friiher ermittelten Steighohe iiberein. 

Untersuchen wir nun die Druckverteilung in einem geschichteten Medium mit der Dichte p 

6~. 
1 I V J 

. ^ 

L—P2 

1 T 

0 
J 

Bild 2.7 
Prinzip des Barometers 

Bild 2.8 
Das B arometer unter Beriicksichtigung 
von Kapillaritatseffekten 
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= p(z). Es gibt viele Anwendungen, z,B. in Fliissigkeiten oder auch in der Atmosphare. Wir 
beschaftigen uns im folgenden mit Gasschichten. Die hydrostatische Grundgleichung fiir den 
Druck(2.8) 

dp 
dz = -gp 

liefert mit der idealen Gasgleichung (1.19) 

:rRT 

die Bestimmungsgleichung 

dp _ g dz (2.15) 

Eine Integration istnurmoglich, wenn T=T(z) gegebenist. Dies isteine zusatzliche Aussage, 
die aus thermodynamischen Betrachtungen folgt (Energiebilanz!). Besonders einfach wirddie 
Integration fiir eine isotherme Gasschicht. (2.15) ergibt bei den Anfangswerten P(ZQ) = p^, 
p(Zo) = Po 

p = Po exp 
IRTf 

(z-zo) p = Po exp 
fRTr 

(z-zo) . (2.16) 

Bei der Fliissigkeit konstanter Dichte liegt eine lineare Abhangigkeit des Druckes von der 
Hohe vor. Hier handelt es sich dagegen um einen exponentiellen Verlauf (Bild 2.9). 

In der Atmosphare kann man in der Troposphare und in der Stratosphare die Temperatur gut 
durch eine Gerade bzw. durch eine Konstante annahem (Bild 2.10). Eine entsprechende 
Integration wie oben fiihrt in der Troposphare zu einer Potenzfunktion, wahrend in der 
Stratosphare eine Exponentialfunktion vorHegt. Beide Druckfunktionen gehen in der Tropopause 

Z A 

Bild 2.9 
Druckverlauf in einer isothermen Gasschicht 
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Stratosphdre 

10 km Tropopause 

Troposphdre 

Exp.-Funktion 

Bild 2.10 
Temperatur und 
Druck in der At-
mosphare 

stetig und stetig differenzierbar ineinander uber. Letzteres folgt sofort aus der hydrostatischen 
Grundgleichung (2.5b) mit (2.6), well die Dichte imUbergang stetig ist. In der Meteorologie 
werden diese Beziehungen (Barometrische Hohenformeln) sehr haufig, z.B. bei der 
Auf stiegsauswertung, verwendet. 

2.3 Druckkraft auf ebene Behalterwande 

Das zu behandelnde Thema ist wichtig zur Dimensionierung von GefaBen, Behaltem, 
Staumauem usw. Wir betrachten hier zunachst ebene, geneigte Wande (Bild 2.11). Fiir den 
Druck gilt 

P=Pi + g p z -

Wir bestimmen den Betrag der Kraft F = F, die von der Fliissigkeit auf die Flache A 

iibertragen wird. Fiir ein Flachenelement gilt d F = p d A, also insgesamt 

F = J p d A = j (pi + gpz)dA = pi A + gpcosa f ^dA = 
A A A 

= Pi A + g p c o s a 4 A = pi A + gpZg A = Ps A. 

(2.17) 

X - Achse 1 Ebene 

2 = I cos a 

Bild 2.11 
Druckkraft auf ebene, 
geneigte Wande 
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Hierin ist i die Schwerpunktskoordinate von A, definiert durch 

f £ d A = 4 A . (2.18) 
A 

Die von der Fliissigkeit ausgeiibte Kraft ist damit gleich dem Druck im Flachenschwerpunkt 
mal der Flache. Falls auBen der konstante Druck p^ herrscht, ist die resultierende Kraft 

F R e . = g P Z s A . (2.19) 

Dies ist ein einleuchtendes Ergebnis. Bei der Ermittlung der Kraft heben sich offenbar die 
Unterdriicke iiber dem Schwerpunkt mit den Uberdriicken unter dem Schwerpunkt auf. Das 
liegt an der linearen Druckverteilung. Anders ist es bei den Momenten, die zur Bestimmung 
des Angriffspunktes dieser Kraft benotigt werden. Die Uberdriicke unter dem Schwerpunkt 
haben einen groBeren Hebelarm als die Unterdriicke. Demzufolge liegt der Angrif f spunkt der 
Kraft stets unter dem Schwerpunkt. Wir fiihren die Rechnung nur fiir konstanten AuBendruck 
pj , d.h. fiir die Resultierende (2.19), vor. Der Leser kann den allgemeinen Fall sofort 
behandeln. Das Momentengleichgewicht beziiglich der x-Achse lautet: 

%s'^m = g p Z s A ^ m = J ( p - P i ) ^ d A = J g p z ^ d A = 

A A 

= gpcosa ^^ dA = gpcosa Jx . 
A 

J bezeichnet das Flachentragheitsmoment von A beziiglich der x-Achse. Also kommt 
fiir den Angriffspunkt der Kraft ^^ 

A 4 

Wir verschieben die Bezugsachse parallel durch den Schwerpunkt. Der Steinersche Satz lautet 

J =J +A-£^ 
X S S 

mit Jg als Flachentragheitsmoment beziiglich der Schwerachse parallel zur x-Achse. Also 
wird aus (2.20) 

^ m - 4 = ^ > 0 , (2.21) 

J. Steiner, 1796 -1863 
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BUd 2.12 
Schwerpunkt (̂ )̂ und Angriffspunkt der resultierenden 
Kraft (i^) fur die rechteckige,ebene,vertikale Wand 

Is I m TZ 

^ 
Bild 2.13 
Das hydrostatische Para-
doxon 

womit gezeigt ist, daB der Angriffspunkt der Kraft unter dem Schwerpunkt liegt. Diese 
Abweichung kann betrachtlich sein. In dem Spezialf all einer rechteckigen, ebenen, vertikalen 
Wand (Bild 2.12) ergibt sich z.B. 

' 3 

DievorstehendenUberlegungenergebensofortdieErklarungdessogenanntenhydrostatischen 
Paradoxons (Bild 2.13). Die resultierende Kraft auf die Bodenflache der verschiedenen 
BehalterhangtgemaB(2.19)nurvon A, ẑ  und p abJedochnichtvonderGefaMorm.Die 
auf die Bodenflache ausgeiibte Kraft ist in alien skizzierten Fallen dieselbe, obwohl das 
Gewicht der in den Behaltem enthaltenen Flussigkeit verschieden ist. 

2.4 Hydrostatischer Auftrieb. Druckkraft auf gekriimmte Flachen 

Wir betrachten einen voUstandig in einer Flussigkeit eingetauchten Korper (Bild 2.14). 
Aufgrund der hydrostatischen Druckverteilung ist der Druck an der Korperunterseite groBer 

Bild 2.14 
Der hydrosta­
tische Auftrieb 
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als an der Oberseite. Daraus resultiert eine vertikal gerichtete Kraft, der Auftrieb. Die 
Betrachtung wird zunachst fiir ein Korperelement durchgefuhrt: 

dF^ = P2 d A^ cosp-p j dAj cos a = {p^-p^)dA = 

= gPj^hdA =gPp^dV. 

Integration liefert 

F,=gpFi V, (2.22) 

d.h. der Auftrieb ist gleich dem Gewicht der verdrangten Flussigkeit (Archimedisches 
Prinzip). Diese Aussage kann unmittelbar zur Ermittlung von pj^^^ oder pp^̂ ^ benutzt 
werden. Fiir das Korpergewicht G gilt 

G = gpK6rperV' 

also mit (2.22) 

G_ PKon 

PHuid 
(2.23) 

1st eines der spezifischen Gewichte bekannt, so kann das andere ermittelt werden, wenn G 
und F gemessen wurden. 

z *^ 

Das Archimedische Prinzip gilt auch fiir teilweise eingetauchte Korper (Bild 2.15). Zum 
Beweis wird langs der Fliissigkeitsoberflache ein Schnitt durch den Korper gelegt mit 
konstantem Druck pj langs der Schnittflache. Das Druckintegral iiber den nichteingetauch-
ten Korperteil (I) ergibt den Wert Null, da der Druck konstant ist. Was iibrig bleibt, ist das 
Volumen des eingetauchten Teiles (= V), und damit gilt auch hier (2.22). 

Das Archimedische Prinzip kann sehr einfach zur Bestimmung der Kxafte auf gekriimmte 
Flachen angewandt werden, da die Integration iiber die beliebige Korperform hier bereits ein 

Bild 2.15 
Das Archimedische Prinzip fiir den teilweise ein­
getauchten Korper 

Archimedes von Syrakus, 287 - 212 v.Chr. 
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Zi 

A 

I 

r 
X 1 V J 

s. Kegel 

J 

Bild 2.16 
Bestimmimg der Kraft auf ge-
kriimmte Flachen 

fiir allemal durchgefiihrt wurde. Wir erlautem dies an einem einfachen Beispiel (Bild 2.16). 
Ein Rotationskegel weist horizontal in ein mit Flussigkeit gefiilltes GefaB. Wir ermitteln die 
Komponenten F und F^ der auf den Kegel wirkenden Kraft. Wir schneiden den Kegel frei 
und erhalten die angegebene Kraftverteilung. Die lineare Druckverteilung auf demKegelgmndriB 
nehmen wir auf- einmal positiv und einmal negativ. Dadurch haben wir einerseits einen vollig 
eingetauchten Korper (= Kegel), auf den wir das Archimedische Prinzip anwenden konnen, 
und andrerseits eine ebene eingetauchte Flache. Damit kommt 

F^ = p,7lR^ = (Pl + gPFl^)7cR^ 

F , = i g p p i 7 i R ^ H . 

eingetauchter 
schwimmender Korper 

Bild 2.17 
Kraftegleichgewicht beim Schwimmen 
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Bild 2.18 
Stabiles Gleichgewicht 
beim Schwimmen 

Eine weitere Anwendung betrifft das Schwimmen eines Korpers in einer Fliissigkeit. In 
diesem Fall handelt es sich um das Kraftegleichgewicht zwischen Auftrieb und Gewicht des 
Korpers. Bild 2.17 veranschaulicht dies. Sĵ  ist der Korperschwerpunkt, wahrend Sy den 
Schwerpunkt der verdrangten Fliissigkeit bezeichnet. Im allgemeinen ist S^^Sy, da die 
Massen ungleich verteilt sein konnen oder der Korper nur teilweise eingetaucht ist. Daher 
entsteht die Frage nach der Stabilitat dieses Gleichgewichtszustandes. Wir bringen hierzu den 
Korper geringfiigig aus der Gleichgewichtslage heraus und diskutieren das Riickstellmoment 
der Auftriebskraft. In Bild 2.18 wird ein stabiler Fall betrachtet. Der Auftrieb liefert ein 
riickdrehendes Moment. Stabilitat liegt offenbar immer dann vor, wenn das Metazentrum M 
oberhalb des Korperschwerpunktes liegt. M ist der Schnittpunkt der Wirkungslinie des 
Auftriebs mit der Hochachse des Korpers. Bild 2.19 illustriert einen instabilen Fall. M liegt 
unterhalb von S j ^ . Diese anschaulichen Betrachtungen sindeinleuchtendund sehr einfach. Die 
quantitative Ermittlung, z.B. der Schwingungen um die Gleichgewichtslage, ist jedoch mit 
einigem Aufwand verbunden. 

Bild 2.19 
Instabiles Gleichgewicht beim 
Schwimmen 



3 Hydro- und Aerodynamik 

3.1 Stromfadentheorie 

3.1.1 Grundbegriffe 

Fiir ein bewegtes Medium sind zu bestimmen 

w = (u, V, w) , p, p , T . (3.1) 

Hierzu stehen - wie bereits einleitend hervorgehoben - sechs Gleichungen zur Verfiigung. Im 
folgenden werden Spezialfalle dieser Gleichungen zum Studium der Bewegung untersucht. Die 
Gesamtheit der GroBen (3.1) in dem betrachteten Raum- und Zeitbereich beschreibt ein 
Stromungsfeld. Dieses Feld heiBt stationar, wenn alle GroBen (3.1) nur Funktionen der 
Ortskoordinaten sind. Das Feld heiBt dagegen instationar, wenn die Zeit als zusatzliche 
Variable auftritt. 

Es gibt zwei verschiedene Beschreibungsmoglichkeiten fiir Stromungsfelder. 

1. Lagrangesche Methode (massen- oder teilchenfeste Betrachtung) 
Hierbei wird das einzelne Teilchen bei seiner Bewegung im Raum verfolgt. Die jeweilige 
Position des Teilchens ist eine Funktion der Anfangslage 

^ = (a, b, c) 

und der Zeit t. Die Teilchenbahn (Bild 3.1) schreibt sich damit in der Form 

r = r(%,t) . (3.2) 

t>0 

t = 0 r-r{i,x) 

rQ = (a.b,c) Bild 3.1 
Bewegung langs der Teilchenbalm 

J.L. Lagrange, 1736-1812 
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Bild 3.2 
Bildimg der substantiellen Ableitung 

T(t-̂ At) 

FiirdieGeschwindigkeit w unddieBeschleunigung b ergebensichdiefolgendenmateriellen 
Oder substantiellen Ableitungen (Bild 3.2): 

w = lim ^ = to ?(t + At)-7(t) J 9 r ^ d r ^ (33^ 
At̂ O At At->0 At V^Uabc ^^ 

d^f^ . 2 ^ 
^ . (3.4) 

ya,b,c dt' 

Der Index a,b,c bedeutet, daB die Ableitung bei fester Anf angslage, also fiir ein und dasselbe 
Teilchen, durchgefuhrt wird. Die hierzu erforderlichen Messungen sind jedoch schwer zu 
realisieren. Man miiBte sozusagen das MeBgerat mitfliegen lassen. Dagegen ist diese 
Beschreibung gut geeignet fiir GroBen, die fest mit dem jeweiligen Teilchen verbunden sind. 
Zum Beispiel ist die unten eingefiihrte Wirbelstarke eine solche GroBe. Alle Erhaltungssatze 
(Masse, Impuls und Energie) werden am besten so formuliert. 

2. Eulersche Methode (ortsfeste Betrachtung) 
Hierbei betrachten wir die Anderung der S tromungsgroBen an einer festen Stelle des Raumes, 
wahrend die einzelnen Teilchen vorbeiziehen. Dies entspricht dem Vorgehen bei der Messung 
mit einem ortsfesten MeBgerat. Beide Darstellungen stehen in einem einfachen Zusammen-
hang. Fiir eine Teilcheneigenschaft f(x,y,z,t) liefert die Kettenregel 

d f _ a £ ^ d x _3£dy _3f d z _ 
dt dt ^x dt dy dt 3z dt 

3f af df 3f 
= — + — u + — v + — w = (3.5) 

dt ox dy dz 

= —— + w grad f. 
dt 

Hier steht auf der linken Seite die substantielle Anderung, wahrendrechts an erster Stelle die 
lokale Anderung auftritt. Der Unterschied beider wird durch den konvektiven Ausdruck 
w grad f gebildet. Er beschreibt in einfacher Weise den EinfluB des Geschwindigkeitsfeldes. 
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AmBeispiel f = T,d.h. 

= -—- + w grad T, 
dt di 

kann man sich dies sehr leicht veranschaulichen. 

Teilchenbahnen sindKurven, diedieTeilchenimLauf der Zeitdurcheilen. DireDifferentialglei-
chung ergibt sich aus (3.2) und (3.3) zu 

dr _ 
— = w, 
dt 

d.h. 

dx , . dy . . dz , . /-> /:\ 
= u(x,y,z,t) , —^ = v(x,y,z,t) , — = w(x, y, z, t) . (3.o) 

dt dt dt 

1st die Geschwindigkeit w bekannt, so ergeben sich die Teilchenbahnen durch Integration. 

Stromlinien sindKurven, die zujedemfesten Zeitpunkt auf das Geschwindigkeitsfeldpassen. 
Sie stellen ein momentanes Bild des Geschwindigkeitsfeldes dar (Bild 3.3). Zu einem spateren 
Zeitpunkt kann die Gestalt der Stromlinien ganz anders sein. Die Differentialgleichung in der 
(x,y)-Ebene lautet (Bild 3.4) 

d y _ v(x, y, z, t) 
dx u(x,y,z,t) 

t spielt hier die RoUe eines Parameters. AUgemein kann man die Differentialgleichungen in 
der folgenden Beziehung zusammenfassen 

, ^ -
Bild 3.3 
Stromlinien als momentanes Bild des 
Geschwindigkeitsfeldes 
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Bild 3.4 
Zur Differentialgleichimg der Stromlinien 

y| 
y(x) 

d x : d y : d z = u (x,y,z,t): v (x,y,z,t): w (x,y,z,t). (3.7) 

Bei stationaren Stromungen fallen die Teilchenbahnen mit den Stromlinien zusammen. In 
(3.7)tiittdannkeineZeitabhangigkeitmehrauf.BeiinstationarenStromungenunterscheiden 
sich dagegen im allgemeinen die beiden Kurvensysteme. Wir erlautem diese Problematik an 
einem einfachen Beispiel. 

Wir betrachten die Umstromung eines ruhenden Zylinders mit der Anstromung u^ (Bild3.5). 
Der Beobachter befinde sich auf dem Zylinder. Es handelt sich um eine stationare S tromung. 
Die Teilchenbahnen stimmen mit den Stromlinien iiberein. Wir nehmen jetzt einen Wechsel 
des Bezugssy stems vor, und zwar bewegen wir den Beobachter mit der Anstromung mit. Der 
Zylinder bewegt sich dann von rechts nach links mit der Geschwindigkeit - u^. Jetzt handelt 
es sich umeine instationare Stromung. Der ZyUnder schiebt bei seinerBewegung das Medium 
vor sich her, er drangt es dabei zur Seite und laBt es schlieBHch hinter sich. Bild 3.6 zeigt zu 
zwei verschiedenen Zeiten die Momentanbilder der Stromlinien sowie eine Teilchenbahn. In 
Bild 3.7 sind einige Teilchenbahnen fiir verschiedene Anfangslagen gezeichnet. 1st das 
Teilchenweitvom Zylinder in Querrichtung entfemt, so fiihrt es eine nahezu kreisformige 
Ausweichbewegung durch. Nahert man das Teilchen dem Zylinder, so fiihrt es eine 
schleifenformige Bewegung aus, deren horizontale Erstreckung bei Annaherung an die Achse 
immer groBer wird. Die Diskussion dieser Teilchenbewegungen ist sehr interessant und 
vermittelt viele Einsichten in die Stromungslehre. Die quantitative Berechnung der 
Teilchenbahnen benutzt die unten entwickeltePotentialtheorie. Es ist ein Charakteristikumdes 
behandelten Beispiels, daB die instationare Stromung lediglich durch einen Wechsel des 
Bezugssy stems zu einer stationaren Stromung gemacht werden kann. 

Bild 3.5 
Stationare Umstromung des Kxeiszy lin-
ders 
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Teilchenbahn 

Bild 3.6 
Instationare Stromimg bei Bewegung des Zylinders. Momentanbilder der Stromlinien sowie Teilchen­
bahn 

4 1 
R 

Q, 

Bild 3.7 
Verschiedene Teilchenbahnen bei der Zylinderbewegung 
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3.1.2 Grundgleichungen der Stromfadentheorie 

Wir betrachten hier reibungsfreie Stromungen, die uberdies bis auf wenige Ausnahmen 
stationar sein soUen. Fiir das Folgende ist der Begriff des Stromfadens entscheidend. Wir 
gehen aus von einer Stromlinie 1 —> 2 (Bild 3.8). In 1 betrachten wir die Querschnittflache 
A^. Durch jeden Randpunkt von A^ zeichnen wir uns eine weitere Stromlinie. Diese hiillen 
eine Stromrohre ein. Der Stromfaden stellt eine Abstraktion dar. Hierbei beschrankt man 
sich auf die unmittelbare Umgebung der Stromlinie derart, daB die Anderungen aller 
ZustandsgroBen in der Querrichtung sehr viel kleiner als in der Langsrichtung ausfallen. 
Dadurch gibt es in jedem Querschnitt des Stromfadens nur jeweils einen Wert fiir Geschwin-
digkeit c, Druck p, Dichte p und Temperatur T. Diese GroBen hangen dann nur von der 
Bogenlange s und gegebenenfalls von der Zeit t ab. Damit handelt es sich um einen 
eindimensionalen Vorgang, dessen Behandlung sehr viel einfacher als der allgemeine Fall ist. 
Diese Stromfadentheorie ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Stromungslehre. Will man 
Beispiele aus den Anwendungen hiermit behandeln, so muB man jedoch genau kontrollieren, 
ob die Voraussetzungen fiir die vorgenommene Idealisierung erfUllt sind. Insbesondere ist zu 
priifen, ob die Anderungen der ZustandsgroBen in Querrichtung wirklich sehr viel kleiner als 
in Langsrichtung sind. 

1. Kontinuitatsgleichung (Konstanz des Massenstromes) 
Der Mantel des Stromfadens besteht aus Stromlinien (Bild 3.8). Durch ihn tritt nichts hindurch. 
Daher ist die pro Zeiteinheit durch den Querschnitt tretende Masse 

m = pj Cj Aj = p^ c^ A^ = konst 

Oder allgemein 

m = p c A = konst. (3.8) 

2a. Kraftegleichgewicht in Richtung des Stromfadens 
Bei der folgenden Betrachtung am infinitesimalen Stromfadenelement kann die 
Querschnittsanderung vemachlassigt werden. Sie liefert Glieder hoherer Ordnung in den 
Differentialen. Wir wenden das Newtonsche Grundgesetz an (Bild 3.9): 

Masse x Beschleunigung = Summe der angreifenden Krafte. (3.9) 

Bild 3.8 
Definition des Stromfadens 



46 3 Hydro- und Aerodynamik 

ZA 

(p.|eds)dA 
pgdAds 

^ = -cosq) 
ds 

Bild 3.9 
Kraftegleichgewicht 
in Richtung des 
Stromfadens 

Hierin ist 

Masse = dm = p dA ds. 

^ , , . dc 3c 3c ds 3c 3c 
Beschleumgung = —-==—-4-—-—- = -r- + c—-, 

dt 3t 3s dt 3t 3s 

angreifende Krafte = Druckkrafte + Gewicht = 

= - —^ dA ds + p g dA ds coscp = - —^ + p g —- I dA ds. 
3s I 3s 3 s ; 

(3.9) liefert die Eulersche Gleichung fiir den Stromfaden 

dc _ 3c 3c _ 1 3p 3z 
dt 3t 3s p 3s 3s 

(3.10) 

fiir stationare Stromungen sind alle GroBen nur Funktionen von s: 

£c__d_ 
ds ds v 2 y 

1 dp dz 
p ds ds 

(3.11) 

Eine Integration langs des Stromfadens von 1 —> 2 ergibt 

PI 

(3.12a) 

Betrachten wir den Endzustand (2) als variabel, so wird 
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2 P . 
— + 1 ^ + g z = konst. (3.12b) 
2 J p ^ 

Die Konstante faBt hierin die drei links stehenden Terme im Ausgangszustand (1) zusammen. 
Sie ist fiir alle Punkte des Stromfadens dieselbe, kann sich jedoch von Stromfaden zu 
S tromfaden andern. (3.12) heiBt Bernoulli-Gleichung und liefert einen wichtigen Zusammen-
hang zwischen GeschwindigkeitundDruck. 

Fiir instationare Stromungen tritt in der Bernoulli-Gleichung links das Zusatzglied 

2 

J-^ds (3.13) 
1 

auf. Die Integration ist hierbeifestem t langsderStromlinievon 1 —>2 durchzufuhren.Dieser 
AusdruckmuBoftabgeschatztundmitdenin (3.12a) auftretendenTermen verglichenwerden, 
um sicher zu sein, daB man stationar rechnen darf. 

In der Bernoulli-Gleichung (3.12b) hat jedes Glied die Dimension einer Energie pro Masse. 
Dennoch handelt es sich hier nicht um den Energiesatz, sondern um ein Integral der 
Bewegungsgleichung. In der Kontinuumsmechanik ist dies wesentlich. Zur Auswertung des 
Integrals 

P2 , 

J ^ (3.14) 
J p 
PI 

in (3.12a) muB aus einer Energiebilanz bekannt sein, was fiir eineZustandsanderungvon 
1-^2 erfolgt. Wirkommendarauf zurtick. 

2b. Kraftegleichgewicht senkrecht zum Stromfaden 
Stromfaden konnen Krafte aufeinander ausiiben. Bild 3.10 skizziert denFall eines gekriimmten 
Stromfadens. Es ergeben sich der Reihe nach 

Masse = dm = p dA dn, 

Beschleunigung in normaler Richtung = 
dCn ^ c^ 

dt r 

r ist der lokale Kriimmungsradius der B ahn. Das Minuszeichen tritt auf, da die Beschleunigung 
zum Kriimmungsmittelpunkt weist. 



48 3 Hydro- und Aerodynamik 

^Krummungsmittelpunkt 
der Bahn 

ZA 

pgdAdn 

l^dnldA 

Bild 3.10 
Kraftegleichgewicht 
senkrecht zum Strom-
faden 

Angreifende Krafte = -—^dAdn + pgdAdnsin(p = 
an 

- ^ + p g - ^ | d A d n . 
an an 

Damit kommt 

c I dp dz 
r p dn an 

(3.15) 

Ohne Schwerkraft haben wir ein Gleichgewicht zwischen Fliehkraft und Druckkraft: 

r p 3n ' 
(3.16) 

d.h. inradialerRichtung steigtderDmckan. DieserDruckanstieg halt der Zentrifugalkraft das 
Gleichgewicht. 

3. Energiesatz fiir die stationare Stromfadenstromung 
Wir fassen die innere Energie (e) und die kinetische Energie (1/2 c"̂ ) pro Masseneinheit 
zusammen: 

1 2 
e + - c . 

2 
(3.17) 
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Der Energiestrom im Stromfaden wird damit 

E = re + - c ^ l m . (3.18) 

In den beiden Querschnitten 1 und 2 erhaltenwir: 

E i = [ e i + i c ? j p i ci Ai= l̂ ei + i c ^ j i h , (3.19a) 

E2=fe2 + -c^ jp2C2A2 = fe2 + - c i J m . (3.19b) 

DieUrsachefiirdie AnderungdesEnergiestromesvon 1 —> 2 istgegebendurchdieLeistung 
der angreifenden Krafte sowie durch die Leistung des Warmestromes. Sehen wir auch hier von 
der Reibung ab und bezeichnen mit q die der Masseneinheit zugefuhrte Warme, so wird 

E2 - E l = pi Ai Ci - P 2 A2 C2 + g(zi - Z 2 ) m + q m. (3.20) 

Mit(3.19a,b)kommt 

e2 + — + -C2 + gZ2 = e i+-S-4--c^ + gZi + q (3.21a) 
P2 2 pi 2 

Oder mit der Enthalpie i = e + p/p 

h + ^4 + E^2=h-^^<^i+g^i-^^^ (3.21b) 

Nehmen wir den Endzustand (2) wieder als variabel, so wird 

1 0 
i + - c + g z - q = konst. (3.22) 

2 

Diese Gleichung hat eine bemerkenswerte Verwandtschaft mit der BernouUi-Gleichung 
(3.12b), mit der sie aber nur in Spezialfallen iibereinstimmt. Wir kommen darauf zuriick. 

Wir fassen das Ergebnis zusammen. Langs des Stromfadens (s) haben wir die folgenden drei 
nichtlinearen Gleichungen fiir die Variablen c, p und p : 

m = pc A = konst, (3.8) 
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- c ^ + f - £ + g z = konst. (3.12b) 
2 J p 

— c^ + i + g z - q = konst. (3.22) 
2 

A und q werdenhierinalsbekanntangesehen.DieEnthalpie i istdurchdieThermodynamik 
auf p und p zuriickzufiihren. Das Kraftegleichgewicht normal zum Stromfaden liefert die 
Druckanderung 3p/3n, wenn mit dem obigen System c(s) und p(s) ermittelt wurden. 

Anstelle der drei Grundgleichungen (3.8), (3.12b) und (3.22) kann man natiirlich auch zu 
Kombinationen von ihnen iibergehen. Subtrahiert man z.B. (3.12b) von (3.22), kommt 

J 0 
q = konst. 

Dem entspricht in Differentialform 

d i - ^ = dq, 
P 

d.h. eskommtder ersteHauptsatz derThermodynamik, der dann an die StelledesEnergiesatzes 
tritt. Wird keine Warme zu- oder abgefiihrt, so ist (3.12b) mit (3.22) identisch. Dies ist der 
wichtige Spezialf all, in dem die Bemoulli-Gleichung mitdemEnergiesatz iibereinstimmt. Der 
Unterschied beider Gleichungen wird erst dann wesentlich, wenn Energieanteile auftreten, 
die in der Bewegungsgleichung nicht enthalten sind. Als Beispiele seien angefiihrt: Warmezu-
oder -abfuhr, Warmeleitungsvorgange, Strahlungsanteile. 

Fiir einfache Zustandsanderungen konnen wir das in (3.12b) auftretende Integral leicht 
ermitteln. 

2 

Isobar: p = konst , f ^ = 0. (3.23a) 

Es kommt der Energiesatz der Massenpunktmechanik: 

kinetische + potentielle Energie = konst. 

2 

Isochor: p = konst , f l £ = PlI lEl = A £ (3.23b) 
i 9 P P 
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Isotherm: T = konst. 

Die ideale Gasgleichung fiihrt zu 

^ = I R T ^ 
Pi J 0 

(3.23c) 

Isentrop: Die reversible Adiabate - i- = M -
Pi VPi 

' ' ^M^ ^ dp f i P ^ P i l l f JP_ ^ !S__PL 

{ P Pi { V^"" K-1 Pi 

K - l 

Pi 
(3.23d) 

3.1.3 Stromfadentheorie in Einzelausfiihrungen 

In diesem Abschnitt werden wir ausfiihrlich unter anderem ein breites Spektrum von 
Beispielen behandeln. Dadurch versteht man viele typische Einzelheiten der Stromungslehre, 
auf die wir spater immer wieder zuriickgreifen. 

1. Bewegung auf konzentrischen Kreisbahnen (Wirbel) 
Die Bewegung erfolge in einer Horizontalebene. Dann konnen wir von der Schwerkraft 
absehen. Wegen der Drehsymmetrie hangen alle GroBen nur von r und nicht vom Po-
larkoordinatenwinkel (p ab. In radialer Richtung gilt (3.16): 

j _ d £ 
p dr 

(3.24) 

und in Umfangsrichtung (3.12b): 

1 2 
2 J p 

(3.25) 

Hieristberucksichtigt,daBdieGesamtenergie f(r) grundsatzlichimStromfeldvon r abhangen 
kann. Setzen wir unten f(r) = konst voraus, so beschranken wir uns auf isoenergetische 
Stromungen. Mit dieser zusatzlichen Voraussetzung werden durch die Bemoulli-Gleichung 
auch die Zustande auf verschiedenen Stromlinien miteinander verkniipft. Die Kon-
tinuitatsgleichung liefert hier keine Aussage, da A = A(r) durch die Aufgabenstellung nicht 
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gegeben ist. (3.24) und (3.25) sind zwei Gleichungen fiir c, p und p. Die Thermodynamik 
liefert mit einer Vorschrift iiber die Art der Zustandsanderung die fehlende Bedingung. 

Fiir isoenergetische Stromungen gibt (3.25) mit (3.24) 

dc 1 dp dc c^ 
0 = c — + £- = c — + — , 

dr p dr dr 

d.h. 

dc _ c 
dr r 

mit der Losung (r = r^, c = c^) 

c = ^ ^ . (3.26) 
r 

Dies ist eine hyperbolische Geschwindigkeitsverteilung c ~ 1/r. Man spricht von einem 
sogenannten Potentialwirbel. Fiir die Berechnung des Druckes beschranken wir uns auf 
isochore Vorgange. (3.24) liefert 

-1 J 2 2 2 

p dr r r^ 

mit der Losung (r = r^, p = p^) 

P 2 2 1 1 
(3.27) 

Geschwindigkeit und Druck variieren im Potentialwirbel gegenlaufig. Dies ist eine typische 
Aussage der Bemoulli-Gleichung (Bild 3.11). In der Nahe des NuUpunktes wachsen beide 
GroBen beliebig an, was eine Folge unserer Voraussetzungen, insbesondere der Reibungsfrei-
heit, ist. Wir gebrauchen (3.26) und (3.27) nur fiir r > r ̂ . Bei einem viskosen Stromungsmedium 
spielt in der Nahe von r = 0 die Reibung die entscheidende Rolle. Die Schubspannungen 
wiirden dort bei einer dem Potentialwirbel entsprechenden Geschwindigkeitsverteilung 
beliebig an wachsen. Die Natur hilft sich sozusagen selbst, und das Mediumrotiert statt dessen 
wie ein starrer Korper (Winkelgeschwindigkeit co = konst, Schubspannung T(r) = 0): 

c = cor = - ^ r . (3.28) 
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Variation von 
Druck und Ge-
schwindigkeit 

Wirbelkern 
starrer 

Korperwirbel 

gleichsinnig 

*v^f 

Potentialwirbel 

gegensinnig 

Bild 3.11 
Geschwindigkeit und Druck im Wirbel 

Zur Berechnung des zugehorigen Druckes konnen wir die Kraftegleichung inradialer Richtung 
(3.24) benutzen. Die Beziehung (3.24) kann dariiber hinaus immer dann benutzt werden, wenn 
dieReibungnurdurchSchubspannungenintangentialerundnichtinnormalerRichtungeingeht. 

p dr x^ 

fiihrt zu der Losung (r = r^, p = p^) 

P = Pi+-r 
P ci 

Irt 
r<ri (3.29) 

Die Druckverteilung (3.29) geht bei r = r̂  mit stetiger Tangente in (3.27) iiber. Fiir r < r̂  
variieren Geschwindigkeit und Druck gleichsinnig, Im sogenannten Wirbelkern kann eia 
erheblicher Unterdruck auftreten. Wir kommen darauf zuriick. Eine Aussage iiber die GroBe 
von r̂  ist ohne explizite Beriicksichtigung der Reibung nicht moglich. 
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2. Wirbelquell- Oder Wirbelsenkenstromung 
Fiir den Potentialwirbel gilt flir die Umfangsgeschwindigkeit 

c„i h 
c„ =- (3.30) 

Genauso gilt fiir die Quelle oder Senke fUr die Radialgeschwindigkeit, wie wir spater 
nachtragen. 

Cr = -
Crlfl 

(3.31) 

Uberlagem wir beide Einzelfelder, so wird 

^_ fcU^- fc^Tc^ ri_konst (3.32) 

Auch in diesem Fall gilt c ~ 1/r. Die Bestimmung der Stromlinien erlautert Bild 3.12. Es ist 

dr 
tana = - ^ = - ^ = konst = -

rdcp* 

Die Integration fiihrt auf logarithmische Spiralen (r = r^, (p = (Pj) 

r = r iexp-^( (p- (Pi ) . (3.33) 

Bild 3.13 erlautert die verschiedenen Fallunterscheidungen, was den Drehsinn bzw. die Quell-
oder Senkeneigenschaft angeht. Solche Wirbelstromungen treten in Natur undTechnik sehr 
haufig auf, wobei die GroBenordnungen ganz unterschiedlich sein konnen. Wir erinnem an 
Wirbelstiirme, Hoch- und Tiefdruckgebiete der Meteorologie sowie Spiralnebel der 
Astrophysik. Als einfaches Anwendungsbeispiel fiihren wir die Stromung in einem Zyklon 
an. In Bild 3.14 ist ein solches Gerat im Grund- und SeitenriB skizziert. Bin mit Partikeln 

Bild 3.12 
Bestimmung der 
Stromlinien der 
Wirbelquelle 



3.1 Stromfadentheorie 55 

Cu > 0 , c. > 0 %<^.^r>^ 

Wjrbelquelle 
(Unksdrehend) 

C u / 0 > C r / 0 

Wirbelsenke 
(rechtsdrehend) 

Wirbelquelle 
(rechtsdrehend) 

Wirbelsenke 
(linksdrehend) 

Tauchrohr 

Bild 3.13 
Fallimterscheidimgen bei Wirbelquelle und -senke 

Bild 3.14 
Stromiing im Zyklon 

beladenerGasstrom(z.B. staubhaltigeLuft)tritt tangential bei A ineineKreisbahn.Eskommt 
zu einer Wirbelsenkenstromung, bei der das Gas im Tauchrohr B abgesaugt wird, wahrend 
die Teilchen durch die Zentrifugalkraft nach auBen geschleudert und unten aufgefangen 
werden. Die friiher angefiihrte radiale Druckdifferenz spielt dabei eine erhebhche Rolle. 

3. Drehbewegung unter Beriicksichtigung der Schwere 
Wir denken hierbei etwa an den AusfluBwirbel in einem Behalter mit freier Oberflache. Durch 
den AusfluB kommt es bei gleichzeitiger Drehbewegung zu einer Absenkung des 
Fliissigkeitsspiegels. Im GrundriB liegt in guter Naherung eine Wirbelsenkenstromung der 
obenbesprochenen Art vor. Bild 3.15 enthalt die auftretenden Bezeichnungen. Wir wenden 
die Bemoulli-Gleichung fiir p = konst langs der Stromlinie von 1-^2 an: 

2 p 2 p 
(3.34) 

An der freien Oberflache ist Pj = P2 = P- Lassen wir den Punkt 1 ^ 00 gehen, so wird 

Cj-^0, ĥ  -^H.DerIndex2seivariabel,beiVemachlassigungderVertikalkomponentewird: 
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Bild 3.15 
Wirbelsenkenstromung mit freier 
Oberflache im Schwerefeld 

c^ = c = konst/r = K/r, h^ = z. (3.34) geht iiber in 

; H = - 4 - g z , 

also 

H - z = -
2g 2gr^ 

Es kommt also zu einer Spiegelabsenkung im Trichter ~ 1/r̂ . 

(3.35) 

4. Die verschiedenen Druckbegriffe und die Messung 
Wir gehen aus von der BernouUi-Gleichung bei p = konst im Schwerefeld: 

P 2 p + — c + p g z = konst. 

Wir bezeichnen hierin der Reihe nach 

p = Pgĵ j = statischer Druck, 

P 7 
^ =Vi n~ dynamischer Druck. 

(3.36) 

Es handelt sich um eine Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit in jedem Punkt des 
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Bild 3.16 
Umstromung eines Korpers. 
Druckbegriff 

vanabler Punkt 

Anstromung 

00 

Staupunkte'̂  

Geschwindigkeitsfeldes. Die Konstante wird durch geeignete Bezugswerte auf der jeweiligen 
Stromlinie festgelegt. Wir diskutieren dies im Spezialfall des Umstromungsproblems ohne 
Schwerefeld. Langs der Staustromlinie (Bild 3.16) gilt 

P 2 P 2 
2 2 = Po-

PQ ist der Druck im Staupunkt und wird als Ruhedruck oder Gesamtdruck bezeichnet, also 

t ^dyn ^ges * (3.37) 

Zu beachten ist, daB, falls die Stromung durch Ansaugen aus einem Kessel oder aus der 
Atmosphare zustande kommt, der Ruhedruck durch den Druck im Kessel bzw. in der 
Atmosphare gegeben ist. 

Die Messung des statischen Druckes p geschieht am einfachsten mit einer 
Wandanbohrung (Bild 3.17) oder mit einer statischen Sonde (Bild 3.18). Bei der letzteren 
sind Locher zur Abnahme des Druckes auf dem Umfang verteilt. Diese miissen einen 
hinreichenden Abstand von der Sondenspitze und vom Sondenschaft besitzen, damit die durch 
den Korper hervorgerufene Storung bis dort abgeklungen ist. In beiden Fallen tritt eine 
S tromungsgrenzschicht auf. In ihr ist der Druck quer zur S tromungsrichtung praktisch konstant, 
er wird der Grenzschicht von auBen aufgepragt! Daher kann mit diesen Methoden der statische 
Druck der AuBenstromung gemessen werden, denn auf diesen kommt es an. 

Bei diesen Messungen ist der Zusammenhang zwischen Druck und Steighohe imManometer 

\ \, z^tm^ 

Bild 3.17 
Wandanbohrung (statischer Druck) 

v\ 
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y///////////A 

Bild 3.18 
Statische Sonde 
(statischer Druck) 

V 

t: 

wichtig. Bild 3.19 zeigt die eingehenden Bezeichnungen, Es ist 

P' = P + gPi h' = Pi + g p 2 h , 

P - Pi = g P2 h - g Pi h'. 

Falls g pj h' « g p2 h, was in den meisten Fallen zutrifft, gilt 

p-p^ = Ap = gp2h = g p h . (3.38) 

Der Gesamt- oder Ruhedruck p^ kann durch Aufstau der Stromung im Pitot-Rohr 
(Hakenrohr) gemessen werden. ImEintrittsquerschnitt entsteht ein Staupunkt (Bild 3.20). 

Der dynamische Druck p^ ^ laBt sich durch eine Kombination der beiden behandelten 
Methoden mit dem Prandtlschen Staurohr ermitteln (Bild 3.21). Aus der Messung der 
Differenz 

p =Aunendruck V77A VV7777Z 

a _ j t̂  

Bild 3.19 
Zusammenhang zwischen Druck und 
Steighohe im Manometer 

Bild 3.20 
Pitot-Rohr (Gesamtdruck) 

H.Pitot, 1695-1771 
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Bild 3.21 
Prandtlsches Staurohr (dyna-
mischer Druck) 

7 

Pstat ' 

'•^ges 

P^ 
p^-i'TM 

l^ges A^stat l^dyn 

erhalt man die Stromungsgeschwindigkeit c zu 

C = J - P d y n 
P 

(3.39) 

p ist hierin die Dichte des stromenden Mediums. Mit dem Prandtlschen Staurohr kann man 
die Stromungsgeschwindigkeit bestimmen. Zu beachten ist, daB zwischen p^ ^ und c der 
nichtlineare Zusammenhang (3.39) besteht. Ist das stromende Medium Luft (p = 1,226 kg/ 
m^), so gilt 

c = l,28Jpd; 
lyn Pdyn ^ - T = ^ ^ ' 

^ m 

d. h. 1 —Y = 10 ^ bar entspricht c = 1,28 —, 
m s 

N •̂ i m 
l c m W S - 1 0 0 - ^ = 10~^ bar sinddagegen c = 12,8 —. 

m^ s 

Ist das stromende Medium Wasser (p = 10-̂  kg/nr'), so ist 

c = 0,045 Z ^ - N 
Pdyn m - ^ 

^ m 

= Pa, 

1 1 -. N , ^_5 , . , . ^ cm 
d.h. 1—2" = 10 bar entspricht c = 4,5 — , 

m s 

(3.40) 

(3.41) 

N "1 cm 
100 —2" = 10" bar entsprechen c = 45 — . 

m s 
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5. Ausstromen aus einem Behalter 
Wir behandeln zunachst den inkompressiblen Fall und verfolgen einen Stromfaden von der 
Fliissigkeitsoberflache (1) bis zum Austritt (2) (Bild 3.22). Die Bemoulli-Gleichung lautet 

2 2 
Ci Pi Co Po 
2 p 2 p 

(3.42) 

1st der Querschnitt 1 sehr viel groBer als der Querschnitt 2, so liefert die Kontinuitat 

Ci An . 
—5- = —^ « 1, 
C2 Ai 

und wir konnen c^^2 in (3.42) streichen. Wir sprechen in diesem Fall von einem grofien 
Reservoir. Bei (1) ist ein kontinuierlicher ZufluB erforderlich, um die Spiegelhohe konstant 
zu halten. Fiir die AusfluBgeschwindigkeit c^ kommt 

C 2 = J - ( P i - P 2 ) + 2 g h . (3.43) 

Wir betrachten zwei Sonderfalle. Falls Pj = p^ ist, wird c^ = ^J2gh. . Dies ist die 
Torricellische Formel. Es kommt wegen der fehlenden Reibung dieselbe Geschwindigkeit 
wie im freien Fall aus der Hohe h und bei der Anfangsgeschwindigkeit ĉ  = 0 (Bild 3.22). 
Bemerkenswertist weiter, daB c^ von der AusfluBrichtung unabhangig ist. Bild3.23 erlautert 
dies, indem jeweils ein Stromfaden verfolgt wird. 

1 

1 

1 
h 

o 1 

V, 
~ 

,̂  

Pi 
1 1 
\ 1 

\ \ 1 \ \ \ \ \ \ 

^ 
^ fc n 
r- ^ ' ^ 

1 
Bild 3.22 
AusfluB eines inkompressiblen Mediums aus 
einem Behalter 

Bild 3.23 
Unabhangigkeit 
desBetragesder 
Geschwindig­
keit von der 
AusfluBrichtung 
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Der zweite SonderfaU ist der AusfluB unter Wirkung eines Uberdruckes, also ohne EinfluB 
der Schwerkraft (Bild 3.24). Die Druckenergie wird in kinetische Energie und damit in 
Geschwindigkeit umgewandelt. 

C 2 = J ^ ( P l - P 2 ) = ^ ^ 

Wir wenden diese Beziehung auf atmospharische Bewegungen an. Nehmen wir als 
Druckstufe Ap = 10 mbar =10^ Pa, so kommt mit p = 1,226 kg/no? 

. _ m , .^ km 
Co = 40 — ^ 140 . 

s h 

Dies ist eine beachtliche Geschwindigkeit bei der relativ kleinen Druckdifferenz. Bei 
groBeren Druckunterschieden miissen wir die Kompressibilitat beriicksichtigen. Man spricht 
dann von der Gasdynamik. Die Bemoulli-Gleichung (3.12a) liefert bei horizontaler Bewe-
gung und mit Cj = 0 im Reservoir (Bild 3.24) 

PI J 

^ \ J 0 
P2 

(3.44) 

Die Bestimmung der AusfluBgeschwindigkeit ist damit auf die Berechnung des bereits friiher 
aufgetretenen Integrals 

Pi 

J 
P2 

d p 

P 

zuriickgefiihrt. Setzen wir auch hier Isentropie voraus, so wird aus (3.44) mit (3.23d) 

C 2 = j 2 K Pi 
K-1 Pi Pi. 

K-r 

^ / ,_£_iT,u./2viin. (3.45) 

Bild 3.24 
AusfluB unter Wirkung eines Uberdruckes 

V 
j ^ 
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Dies ist die Formel von Saint-Venant und Wantzell. Sie stellt die AusfluBgeschwindigkeit 
ĉ  als Funktion der Kessel- oder Ruhewerte (p^, p j , Tj) sowie des Gegendruckes p^ 
dar. Fiir die Realisierung dieser Geschwindigkeit spielt die Form der Diise, die an den Kessel 
angeschlossen ist, eine groBe RoUe. Diese geht iiber die Kontinuitatsgleichung ein, die bisher 
nichtberiicksichtigtwurde.Wirdiskutieren zunachst (3.45). Bei festgewahlten Ruhewerten 
ergibt sich fiir p^/Pj-^O die Maximalgeschwindigkeit 

C2r = 12 Pi 
K - l p i 

R 
K-1 m 

(3.46) 

Unter Atmospharenbedingungen kommt 

K = l,40 , p i= lba r , Pi = 1,226-^, 
m 

= 750- (3.47) 

Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis, das handgreiflich den EinfluB der Kompressibilitat 
zeigt. Der Wert (3.47) kann auf demUmweg iiber die Ruhewerte erhoht werden. (3.46) bietet 
im wesentlichen zwei Moglichkeiten an. Wenn man den Kessel aufheizt, so steigt c^^^- .ypf^. 
Hier tritt wiederum die typische Wurzelabhangigkeit von der Temperatur auf. Wirkungsvoller 
istjedochdertjbergangzuleichteren Gasen,denn c^^~ l / . / l n .Der Ubergang von Luft 
zu Wasserstoff liefert fiir die Geschwindigkeit den Faktor 4. Der Extremfall P2/Pi-^0 laBt 
sich auf zweierlei Weise reahsieren: 

1. Wir halten p^ fest, z.B. = 1 bar, und evakuieren einen Behalter, d.h. p^=0. Es kommt 
dann zum Einstromen ins Vakuum (Bild 3.25). 

2. Wir halten p^ fest, z.B. = 1 bar, und laden einen Kessel auf, d.h. p^ -> c>o. Dann kommt 
es zu einem Ausstromen (Bild 3.26). 

evakuieren 

Pl.Pl."^! 

aufladen 

Pl.Pl.'l r— 
C2,P2=1 

Bild 3.25 
Einstromen ins Vakuum 

Bild 3.26 
Ausstromen aus einem Kessel unter hohem Druck 

A. Barre de Saint-Venant, 1797 - 1886 RL. Wantzell, 1814-1848 
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Beide Falle sind zur Erzeugung von hohen Geschwindigkeiten im Gebrauch. 

6. Gasdynamische Betrachtungen. Die Stromung in der Laval-Diise. Der 
senkrechte Verdichtungsstofi 

Um die im letzten Abschnitt aufgetretenen Stromungsvorgange zu verstehen, miissen wir uns 
mitdemBegriffderSchaIlgeschwindigkeitbeschaftigen.DiesisteinweiteresCharakteristikum 
kompressibler Stxomungen. 

Wir defmieren die Schallgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit kleiner Storun-
gen der ZustandsgroBen (= Schall) in einemmhenden, kompressiblen Medium: Es handelt sich 
hierbei um eine Signalgeschwindigkeit, die wohl zu unterscheiden ist von der 
Stromungsgeschwindigkeit. Wir untersuchen die Wellenfortpflanzung in einem Kanal kon-
stanten Querschnitts, einem sogenannten StoBwellenrohr. Im Ausgangszustand ist es durch 
eine Membran in zwei Kammem eingeteilt. Rechts befindet sich der Niederdruckteil und links 
der hohere Dmck (Bild 3.27). Wird die Membran entfernt, so lauft eine Verdichtung in den 
Niederdruckteil und eine Verdiinnung in den Hochdruckteil. Handelt es sich um kleine 
Storungen, so laufen die Signale mit Schallgeschwindigkeit (= a). Wir betrachten die 
Umgebung der nach rechts laufenden Wellenfront (Bild 3.28). Dies ist ein instationarer 
Vorgang, der durch tjberlagerung von - a zu einem stationaren gemacht werden kann. Wir 
wenden hierauf die Grundgleichungen der Stromfadentheorie an und linearisieren. 

.Membran (entfernt) 

Bild 3.27 
Schema eines StoBwellenrohres 

/ . 

Ruhe 
I 

Verdiinnung 

-Hochdruckteil-

y///////////. 
P + dp 

Verdichtung p-»-dp 

dc 

»a p Ruhe 

c=0 

Z 

Instationarer Vorgang 

Verdichtung I — • Ruhe h' 
-Niederdruckteil-

p+dp 

p + dp 

-a+dc 

Stationdrer Vorgang 

Bild 3.28 
Rechtslaufige Verdichtungswelle 

C.G.P.de Laval, 1845-1913 
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Kontinuitiit bei konstantem Quer schnitt: 

- p a = (p + dp ) ( - a + dc) = - p a - a d p + pdc + ..., 

dp _ dc 

P a ' 
(3.48) 

Bernoulli-Gleichung: 

2 P . 
— + —^ = konst, 
2 J p 

P 

p+dp 
^ I f dp^(-a + dcr , f d£ 
2 J p 2 J p 

fd 

J 
2 2 

a a 
— = adc + 
2 2 

P+?P J 2 . dp a , dp —±1 +... = adc+—^ + ..., 
P 2 p 

adc = 
dp (3.49) 

Wir kombinieren die Aussagen (3.48) und (3.49) miteinander: 

a 2 = ^ ^ 
dp 

' 9 p ' 
apj 

(3.50) 

Die letzte Aussage ergibt sich daraus, daB sich diekleinen Storungen verlusdos, d.h. isentrop, 
ausbreiten. Die Schallgeschwindigkeit ist also an dieDruck- und die Dichteanderungen in dem 
Medium gebunden. GehortzueinergewissenDruckstorung Ap einegeringeDichteanderung 
Ap, so ist das Medium praktisch inkompressibel und die Schallgeschwindigkeit (3.50) groB. 
Ist dagegen die Dichteanderung betrachtlich, so herrscht Kompressibilitat, und die 
Schallgeschwindigkeit ist gering. 

Mit der isentropen Zustandsanderung 

_£_ 
Pi 

und der idealen Gasgleichung wird aus (3.50) 
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dp 
P R 

= K — = K — 
T . (3.51) 

Wiederergeben sichdietypischenProportionalitaten a~ - / T , a~ l/-/in, wie wirsie soeben 
bei der Maximalgeschwindigkeit hergeleitet haben. Die Abhangigkeit von der Molmasse m 
ist gravierend. Fiir T = 300 K gilt: 

Gas 

m in g/mol 

a in m/s 

O2 

32 

330 

N2 

28,016 

353 

^ 

2,016 

1316 

Luft 

- 2 9 

347 

a ist damit eine geeignete Bezugsgeschwindigkeit fiir alle kompressiblen Stromungen. Das 
Verhaltnis Stromungsgeschwindigkeit/Schallgeschwindigkeit ist eine charakteristische 
Kennzahl und wird zu Ehren von Ernst Mach 

~ = M = Machsche Zahl 
a 

(3.52) 

genannt. Diese Bezeichnung wurde 1928 von Ackeret eingefUhrt. Man unterscheidet danach 

Unterschallstromungen mit M < 1 und 
Uberschallstromungen mit M > 1. 

Bild 3.29 zeigt dies etwas detaillierter. Es treten folgende Sonderfalle auf: M-^«1 beschreibt 
die inkompressiblen Stromungen, M ^ » l dagegendensogenanntenHyperschallundM ~1 
die schallnahen oder transsonischen Stromungen. Diese Unterscheidung hat sich als zweck-
maBig erwiesen. 

Bild 3.29 
Zuordnimg der verschiedenen Stromungen 
zur Mach-Zahl 

M^«l 

Inkompressibel 

M 

M f 1 

Schallndhe 

M^»l 

Hyperschall 

E. Mach, 1838-1916 J. Ackeret, 1898-1981 
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Die Eulersche Gleichung ergibt 

d £ _ 
^dx 

1 d p _ 

1 dp _ 1 dp dp _ 
p dx p dp dx 

^.2 1 dc 

a^ dp 
p dx 

(3.53) 
p dx c dx 

Die relative Dichteanderung ist der relativen Geschwindigkeitsanderung langs des S tromfadens 
proportional. Der Proportionalitatsfaktor ist M^. 

Fiir M *^ 1 ist die relative Dichteanderung "^ als die relative Geschwindigkeitsanderung. 
Fur M-J^l ist die relative Dichteanderung ^ als die relative Geschwindigkeitsanderung. 
Bei M = 10 kommt z.B. der Proportionalitatsfaktor 100. 

Bei inkompressibler Stromung M ^ « 1 iiberwiegtdie AnderungderGeschwindigkeitdie 
der ZustandsgroBen p, p, T bei weitem. Im Hyperschall M^ » 1 ist es umgekehrt. In 
Schallnahe sind alle Anderungen von derselben GroBenordnung. 
Die Kontinuitatsgleichung gibt den EinfluB der Querschnittsanderung. Differenzieren wir sie 
langs des Stromfadens, so wird 

J_d[p 2.i£ 1 dA^ 
p dx c dx A dx 

Beriicksichtigen wir (3.53), so kommt 

1 dc 1 1 dA 
c dx M ^ - 1 A dx 

(3.54) 

Hierin sehen wir A(x) als gegeben, aber c(x) und M(x) alsunbekanntan. (3.54)ermoglicht 
sofort eine qualitative Diskussion der Stromung in einer Diise. Ihr Zweck ist, die Stromung 
zu beschleunigen, d.h. dc/dx > 0. 

Fiir 
dagegen bei 
Fiir 

M < 1 
M > 1 
M = l 

verlangt dies 

ist notwendig 

dA/dx < 0 , 
dA/dx > 0 . 
dA/dx = 0 (Bild 3.30). 

Schieben wir diese drei Teilergebnisse zusammen, so kommen wir zwangslaufig zur Stromung 
in der Laval-Diise (Bild 3.31). In einem konvergenten EinlaB wird die Unterschallstromung 
beschleunigt; am engsten Querschnitt ist der Schalldurchgang. Im anschlieBenden divergenten 
Teil wird die Uberschallstromung welter beschleunigt. Letzteres ist eine direkte Folge der 
Gleichung (3.53). ImUberschall iiberwiegt die Dichteabnahme die Geschwindigkeitszunahme. 
Da m = p c A = konst ist, muB hier also A in Stromungsrichtung zunehmen. 
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zzzz. 

Verengung 

Erweiterung 

konst.Querschnitt 

— M<1- -M=l M>1-

T Bild 3.31 
Laval-Dtise 

^ Bild 3.30 
Moglichkeiten fiir den Querschnittsverlauf 

Zur quantitativen Bestimmung der Stromung schreiben wir die Differentialgleichung (3.54) 
auf die beiden Funktionen M(x) und A(x) um. Wir differenzieren (3.52): 

d c _ d a dM 

c a M 

und benutzen (3.50), (3.51) sowie (3.53): 

^ da dp dp a J dp . ,. dp ^.2/ ix^c 2 — = _ i i tl = — dp L = ( K - l ) - i l = - M ^ ( K - l ) — , 
a p p p p p c 

M V 2 j c 

Beriicksichtigen wir dies in (3.54), so wird 

1 1<^-K>r2 
1 d M _ ^ - ^ ^ - ^ 1 dA 

M dx M ^ - 1 A dx 
(3.55) 

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir M = M(x), die durch 
TrennungderVariablengelostwerdenkann.MitderBedingung M* = 1, A(M* = 1)=A* kommt 

A ^ 1 

A * ~ M 
l + Jizi(M2_i] 

K + 1^ ^ 

K+1 

2(K-1) (3.56) 

Hierdurch ist implizit die Mach-Zahl als Funktion des Diisenquerschnitts gegeben, wenn an 
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der engsten Stelle A* Schallgeschwindigkeit herrscht. Wir woUen einen Uberblick iiber alle 
moglichen Stromungen in einer Laval-Duse in Abhangigkeit von den Randbedingungen 
(Geometrie und wirksamer Gegendruck) erhalten. Dazu bestimmen wir das Richtungsfeld 
von (3.55), d.h. wirermittelninjedemPunktder (x,M)-Ebeneden AnstiegderLosungskurve. 
Ausgezeichnete Richtungselemente sind: 

dM „ _„ dA „ - - . . 
= 0 , falls = 0 , solange M^^l 

dx dx 

= oo , falls M = 1 , solange ?t 0 . 
dx dx 

Singulare Punkte liegen dort, wo der Faktor von dM/dx Null oder Unendlich ist. Nur dort 
konnen sich Integralkurven schneiden. M = 0 entspricht A ̂  oo, d.h. demKessel. Hier sind 
unendlich viele Fortschreitungsrichtungen moglich. M = 1 und dA/dx = 0 fiihren in (3.55) 
zu einem unbestimmten Ausdruck. Die Anwendung der Bemoulli-L'Hospitalschen Regel 
liefert 

d M l ^ + j K ± l d x i ^ (3 57) 

d x j j ^ ' 4 A* 

Es ergeben sich zwei Fortschreitungsrichtungen, falls d^A/dx^ > 0, das heiBt am engsten 
Querschnitt. Es handelt sich dort um einen Sattelpunkt. Ist dagegen d^A/dx^ < 0, was dem 
Maximum der Funktion A(x) entspricht, sokommtkeinereelleFortschreitungsrichtung.Es 
liegt ein Wirbelpunkt vor. 

Nach diesen Vorbereitungen kann das Feld der Integralkurven sof ort gezeichnet werden (Bild 
3.32). Durch Variation desDruckes amDiisenende lassen sich die verschiedenen Stromungen 
reahsieren. Bei geringer Differenz zwischen Kessel- und Gegendruck (A) erhalten wir eine 
Unterschalldiise. (B) entspricht demFall, da3 am engsten Querschnitt die Schallgeschwindigkeit 
zwarerreicht, abernichtdurchschritten wird. Bei weitererDmckabsenkung (C) erkenntman 
sofort, daB eine stetige Stromung nicht mehr moglich ist. Es kommt zu einem sogenannten 
(senkrechten) VerdichtungsstoB, in dem sich die ZustandsgroBen unstetig verandern. Die 
Geschwindigkeit sinkt auf Unterschall; Druck, Dichte undTemperatur steigen an. Bei weiterer 
DruckabsenkungwandertderStoBzumDusenende (D). Zwischen D undE tritteinschiefer 
StoB am Austritt auf. E bezeichnet den Grenzfall der idealen Laval-Duse. Hier liegt ein 
paralleler Strahl im Austritt vor. Bei weiterer Druckabsenkung (F) kommt es dort zu einer 
Expansion (Bild 3.33). Diese heuristische Beschreibung zeigt die Vielfalt der moglichen 

G. Fr. A. de L'Hospital, 1661 -1704 
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Bild 3.32 
Mach-Zahl-Verlauf in der Laval-Diise 
bei verschiedenen Gegendriicken 

M i 

SlTomungsvorgangeinAbhangigkeitvondenRandbedingungen.WirverfolgenimAugenblick 
nur die stetigen Stromungen. Auf die Berechnung der VerdichtungsstoBe kommen wir amEnde 
dieses Abschnittes zuriick. 

Wir verfiigen damit in der Diise an jeder Stelle iiber die Mach-Zahl M(x). Die Berechnung 
von p(x), p(x) und T(x) geschieht mit der Bernoulli-Gleichung. Fiir isentrope 
Zustandsanderungen wird 

2 ? 2 ? c K p c^ a^ c^ ^ , — + i l = — + = — + c„ T = konst. 
2 K - l p 2 K-1 2 P 

Die Konstante konnen wir auf zwei Wegen fesdegen. 

(3.58) 

D-E 

Bild 3.33 
EinfluB des Gegen-
druckes auf die Suo-
mungsform in der 
Laval-Diise 
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4 

U-l 
r i 

L^5% 

M<1 
c=a 

/ 
M=l 

M>1 

\ M >̂l 
—1 ^ . 

^max"y^ °0 

Bild 3.34 
Energieellipse in der (c,a)-Ebene 

1. Wirbenutzen die Kessel- oder Ruhewerte^^: c = 0, â , p^, p^, T^. (3.58) schreibt sich 
damit 

^2 „2 1 

2 K-1 K-1 
(3.59) 

Oder als sogenannte Energieellipse 

U K ^ T ^ V 

{- (3.60) 

Diese Kurve (Bild 3.34) erfaBt alle moglichen Stromungszustande mit den friiher besproche-
nenAnderungenvonStromungs-undSchallgeschwindigkeit.Aus(3.59)folgtfurT(x) sodann 
mit der Isentropie fiir p(x) und p(x): 

To I + JSZIM^ 
(3.61a) 

^ ̂  Wir kennzeichnen im f olgenden die Ruhewerte durch den Index 0, wie es in der Gasdynamik 
allgemein iiblich ist. 
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Bild 3.35 
T,p,p alsFimk-
tionenderMach-
Zahl 

'r'^ 
0.5 

0.5 1.5 
M 

2,5 
-P/p 

_P_: 
Po 

I+JSZIM^VI 

(3.61b) 

Po 

1 

2 

(3.61c) 

Bild 3.35 erlautert die unterschiedliche Variation der ZustandsgroBen. Charakteristisch sind 
die kritischen Werte bei M = 1. 

l:^ = _ A . = o,833 , P^ = r ^ 1-1 =0,634, 
To K + 1 Po U + l 

(3.62) 

Po vK + 1 

2 ^-^i 
= 0,528. 

Die Zahlenangaben beziehen sich auf K = 1,40. 

2. AlsBezugsgroBenkonnenwir die kritischen Werte verwenden: c = a=a*,p*, p*,T*. 
Neben M=c/a trittdiekritischeMach-Zahl M*=c/a* auf. FiirunveranderlicheRuhewerte 
ist a* konstant. Die Normierung mit der kritischen Schallgeschwindigkeit hat also den 
praktischen Vorteil, daB im Nenner der Mach-Zahl keine lokale, d.h. variable, 
Schallgeschwindigkeit mehr steht. 
Wir haben folgenden Variabilitatsbereich: 
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M 

M* 

0 

0 

1 

1 

oo 

1 K + 1 
"V K-1 

Zur letzteren Aussage betrachten wir das Einstromen in das Vakuum mit der 
Maximalgeschwindigkeit (3.46) 

/I* _ ^max _ / ^ ! ! _ ril Jll= [^^=2A5 fiir Luft). 
V K-1 V T* V K-1 

Damit ergibt sich folgender Rechengang: Aufgrund der bekannten Dusengeometrie A(x) 
bestimmen wir M(x). AnschlieBend liefem (3.61a-c) T(x), p(x) und p(x). 

Wir kommen nun zur Behandlung des senkrechten VerdichtungsstoBes. Wir betrachten eine 
eindimensionale, stationare Stromung im Stromfadenkonstanten Querschnittes (Bild 3.36). 
Wir wenden die Erhaltungssatze fiir Masse, Impuls^^ und Energie iiber die StoBfront hinweg 
an. 

Kontinuitat: p c = p c , 

Impulssatz: p + pc'^=p + pc^ , 

Energiesatz: i + — c^ = i + — c^ , 
2 2 

K p 
mit der Enthalpie i = c T = — wird hieraus 

^ P K - l p 

P,PT ^ p-p.T 

Bild 3.36 
Senkrechter VerdichtungsstoB 

Dies erfolgt im Vorgriff auf Kapitel 3.3.1 
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- + - C = 7-X + - C • 
K - 1 p 2 K - 1 p 2 

Dieses System hat bei bekannten Ausgangswerten: c, p, p, T zwei Losungen 

fl, 

1 + 2-
K + 1 Kp 

- 1 

Die erste Losung ist die Identitat, die zweite liefert die Zustandsanderungen iiber den StoB. 
Mit der Schallgeschwindigkeit a (3.51), derMachzahl M (3.52) undderEntropie s der 
Masseneinheitkommt 

c _ P . 
' ' i - - ^ 

M̂  
K + 1 

p K + 1 ^ f 

I = 1 P 
T p p ' 

I Z i . ^ n PIP 
PVP 

> = in 1 + 2-- ^ ( M ^ - l ) ' 
K + 1 

1 - -
M^ 

Die Anderung der ZustandsgroBen beim senkrechten StoB zeigen Bild 3.37 und 3.38. Da 
s - s > 0 sein muB, kann (Bild 3.38) ein StoB nur im Uberschall M > 1 auftreten. Daselbst 
handelt es sich um eine Verdichtung (B ild 3.37) mit Ubergang von Uberschall auf Unterschall. 
Dies folgt aus der Prandtl-Relation fiir die kritischen Machzahlen: 

M*-M* = l . 

Sie ist eine elementare Konsequenz der hergeleiteten StoBgleichungen. Charakteristisch ist 
das Verhalten der Ruhewerte. Denken wir uns das Medium vor und nach dem StoB in den 
Ruhezustand iiberfiihrt, so lautet der Energiesatz iiber den StoB hinweg 
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10' 
8 
6 
4 

C"10 
< Q. 8 

6 

< Q . 

II 
< 0 2 

( « + i ) / M ) \ 

P/ p ^ 
A 

T /T^ 

p/p = c 
A 

/c 

8 10 

Bild 3.37 
Die StoBgroBen beim senk-
rechten StoB als Funktion 
von M (K= 1,40) 

M 

d.h. 

2 
CpTo=CpT + - c ^ = C p T + - c ^ = C p T o , 

To = To , ao = ao , a* = a*. 

K 2 , 

Bei Druck und Dichte wird jeweils eine isentrope Abbremsung vor und nach dem StoB 
vorgenommen. Verwendet man einen isothermen VergleichsprozeB, so kommt wegen 

S o - S o = s - s = - ( c p - c ^ ) ^ n £ ^ = - ( c p - C v ) ^ n £ ^ , 
Po Po 

POL^Po. 

Po Po 

1 

K - l l - ^ f l - ' 
K + U M^ 

K-l 

0,5 

?-0,5 
<(0 

-1,0 

V2/C 

! , 
1 
1 
1 
ll 

/ 

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

M • 

Bild 3.38 
Die Entropie beim senlffech-
ten VerdichtungsstoB als Funk­
tion von M ( K = 1,40) 
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Bild 3.39 
Ruhedruck- und 
Ruhedichteabnah-
mebeim senkrech-
ten Verdichtungs-
stoB als Funktion 
von M (K=l,40) 

t 
o.^ 

>^/^C 
< Q _ 

Q5 

< Q 5 

Die Ruhedruckabnahme ist in Schallnahe gering, fiir starke StoBe, d.h. fiir hohe Mach-Zahlen, 
ist sie dagegen betrachdich (Bild 3.39). 

Wir halten fest: Uber den senkrechten VerdichtungstoB 

nehmenzu: 
nehmenab: 
bleibenkonstant: 

p , p , T , s 
C , M , P Q , P Q , P * , P * 

Zur Erlauterung der eingefiihrten Begriffe geben wir einige Beispiele zur Gasdynamik. 

1. Temperaturerhohung im Staupunkt eine Flugkorpers. 
Auf der zentralen Stromlinie (Bild 3.40) kommt es zu einem Aufstau, der zu einer erheblichen 
Temperaturerhohung fiihren kann. Wir konnen (3.61a) anwenden, um die Temperatur im 
Staupunkt ( = T Q ) ZU ermitteln. Fiir M > 1 liegt eine Kopfwelle zwischen Anstromung und 
Korper. (3.61a) gilt iiber diesen StoB hinweg, da diese Gleichung mit dem Energiesatz 
identisch ist, der fiir VerdichtungsstoBe gilt: 

^ = l + ^ M ^ 
T 2 

Fiir Luft wird damit 

(3.63) 

Bild 3.40 
Umstromung eines stumpfen Korpers Kopfwelle 
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M = 2 = 1,8 , dh.bei T = 300K: To = 540K = 267°C 

M = 5 • ^ = 6 , T Q = 1 8 0 0 K = 1 5 2 7 ° C . 

Bei den letzten Temperaturen ist man bereits an der Grenze des Giiltigkeitsbereiches der 
idealen Gase konstanter spezifischer Warmen. Bei weiterer Steigerung treten Dissoziation, 
lonisation etc. hinzu. Diese Effekte benotigen Energie und fiihren dazu, daB die sich aus (3.63) 
ergebende Staupunkttemperatur tatsachlich erheblich unterschritten wird. 

2. Bis zu welcher Mach-Zahl (Geschwindigkeit) kann eine Stromung als inkompressibel 
angesehen werden? Wir verlangen, daB in einem solchen Fall die relative Dichteanderung 
kleiner als 1% sein soil. (3.61b) ergibt 

Po 

1 1 
1 M^ 

l + JS^M^J^-^ 1 + ̂  + -

. = 1 - ^ + . 
2 

P-Po 
Po 

= ^-^ + ...<0,01 , M<0,14. 
2 

Diese Mach-Zahl fiihrt bei Luft von Zimmertemperatur zu c < 50 m/s. 

3. Bestimmung der Leckmenge eines Kessels bei iiberkritischem Zustand (Bild 3.41). 
Die Leckstelle bildet einen kritischen Querschnitt A*. Den Massenstrom fiihren wir auf die 
Kesselwerte zuriick (K = 1,40): 

iii = p*c*A* = p*a*A* = | - ^ V ~ ^ P o J - ^ a o A* = 0,58poaoA*; 
VK + ly V K + 1 

mit â  = 347 m/s wird 

Po A * s s cm s cm 

T Bild 3.41 
AusfluB aus einem Kessel im tiberkritischen Fall 
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D.h. es stromen pro S ekunde durch den Quadratzentimeter 20 Liter Luft des Kesselzustandes. 
In 10 s sind dies bei 100 cm^ also 20 m ,̂ falls das kritische Druckgefalle aufrechterhalten 
bleibt. Diese Zahlen veranschaulichen den groBen Massendurchsatz im engsten Querschnitt 
einer Laval-Diise. Sie ermitteln eine Vorstellung von dem Fassungsvermogen eines Reser­
voirs, das an eine solche Diise angeschlossen ist. 

4. Auffiillen eines Kessels - Prinzip eines Uberschallwindkanals. Wir schlieBen an einen 
evakuierten Kessel vom Volumen V eine Laval-Diise an (Bild 3.42). Im Kessel herrsche der 
Anfangszustand: p^, p^, T^, auBerhalb z.B. der der Atmosphare p^, p^, T^. Entfemen wir 
die trennende Membran, in Bild 3.42 z.B. am Diisenende vorzustellen, so kommt es ahnlich 
wie im StoBwellenrohr zu einem instationaren Startvorgang. Ist p̂ /pQ geniigendklein, so liegt 
eine Laval-Dusenstromung vor. Nach einer kurzen Anlaufphase stellt sich dann fiir wenige 
Sekunden die zum Druckverhaltnis P^/PQ gehorige stationare Stromung ein. Dies ist die 
MeBzeit des Kanals. Wahrend dieser Phase konnen in der MeBstrecke Modelle z.B. von 
Tragfliigeln in Uberschallanstromung untersucht werden. Die Stromung wird mit geeigneten 
Verfahren sichtbar gemacht und durch die Kanalfenster beobachtet. AUerdings wird hierbei 
der Kessel allmahlich aufgefiillt. Die Zustandswerte p(t), p(t), T(t) lassen sich aus dem 
Volumen V undderDusengeometrieberechnen.MitfortschreitenderZeit,d.h. mitzunehmen-
dem p(t), werden die friiherdiskutierten Stromungszustandedurchlaufen: Expansion, schiefer 
StoB, senkrechter StoB. Dieser senkrechte StoB wandertunter Abschwachung zurDiisenkehle. 
Damit bricht dort der kritische Zustand zusammen, und wir haben eine Unterschallstromung, 
bis voUstandiger Druckausgleich hergestellt ist. 

Bild 3.42 
Auffiillen eines Kessels 

MeHstrecke 
(Kanalfenster) 



78 3 Hydro- und Aerodynamik 

M>1 

P'P. 

Bild 3.43 
Pitotrohr in der Uberschallstromung 

5. Beim Pitotrohr in Uberschallstromung (Bild 3.43) wird po gemessen. Kennt man 
M, sokannmanmitderRuhedruckverlustformel p^ berechnen. Falls jedoch p oder p und 
Po gemessen werden, kann M ermittelt werden. Hierzu wird der isentrope Zusammenhang 
(3.61c) benutzt. Wir geben die zugehorigen Formeln an, da sie fiir die UberschallmeBtechnik 
von Bedeutung sind: 

P 

K + 1^2V-l 

1 + _ 2 J L ( M 2 - I ) " 

1 ' 
K - 1 

P o _ V 2 J 
K 

2K 1 + ^ ! ^ ( M 2 _ I ) 

3.2 Reibungsfreie, ebene und raumliche Stromungen 

Wir erweitem imPolgenden die eindimensionale Stromfadentheoiie auf mehrere unabhangige 
Veranderliche und benutzen hierzu die Eulersche Methode. 

3.2.1 Kontinuitat (= Massenerhaltung) 

Wir betrachten einen raumfesten Kontrollbereich, einen Quader mit den Kantenlangen dx, dy, 
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Bild 3.44 
Zur Herleitung der 
Kontinuitat (pu.i^dx)dydz 

dz (Bild 3.44). Eine Anderung des Massenstromes durch die Berandung fiihrt zu einer 
Massenanderung im Innem. Der Massenstrom durch die Oberflache in x-Richtung ist 

dm^ = pudy dz - l pu + —^—dx dydz = ^—dxdy dz. 
ax dx 

Fiir alle drei Achsenrichtungen wird insgesamt 

, . , 3(pu) 3(pv) 3(pw) ] , , , dp , , ^ 
d m = -I ;̂ ^ + \ ^ + \ ^ dx dy dz = -^ dx dy dz. 

dx dy dz y at 
(3.64) 

Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, daB sich der resultierende Massenstrom durch die 
Oberflache in einer lokalen zeidichen Massenzu- oder -abnahme im Innem wiederfinden muB. 
Mit anderen Worten: die Masse kann im Innem nur dadurch z.B. zunehmen, daB mehr ein- als 
ausstromt. (3.64) kann in verschiedener Form geschrieben werden: 

^ dp 9(pu) 3(pv) 3(pw) dp ,. , ^, dp ,. ^ .^ ^^. 
0 = - ^ + T̂  + ^^ ^+ ^ = - ^ + d i v ( p w ) : ^ - ^ + p d i v w . (3.65) 

dt dx dy dz dt dt 

Hieraus folgt die physikaUsche Bedeutung der Divergenz 

,. ^ 1 dp 
div w = 

p dt 

als relative Ergiebigkeit des Stromfeldes. 

3.2.2 Eulersche Bewegungsgleichungen 

Wir wenden das Newtonsche Gmndgesetz auf das raumfeste Massenelement an (Bild 3.45) 
und erhalten der Reihe nach 
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zA 

p dy dz f 

d'z > -

-dx-

[p*9^dx^dydz 

.dy^ 

Bild 3.45 
Raumfestes Massenelement 

Masse = dm = p dx dy dz, 

dw 
Beschleunigung = — - , 

angreifende ICrafte = Massen- und Oberflachenkrafte = f dm - grad p dx dy dz, 

mit f = (f , f , f ) als der auf die Masse bezogenen Kraft. Also 

dw 1 , ^ 
-—= - - g r a d p + f. 
dt p 

(3.66) 

Insgesamt erhalten wir die Aussage: Kontinuitat und Eulersche Gleichungen liefem vier 
Bedingungen fiirdie fiinf Unbekannten = (u, v, w), p und p. Auch hierist also eine zusatzliche 
Gleichung (Energiesatz!) erforderlich, um alle Unbekannten zu bestimmen. 

3.2.3 Ebene, stationare, inkompressible Potentialstromung 

Dies ist ein fiir die Stromungslehre wichtiger Spezialfall, der uns ausfiihrlich beschaftigen 
wird. Die Voraussetzung p = konst ersetzt die fehlende Gleichung. Streichen wir noch die 
Schwerkraft, so wird: 

Kontinuitat: 
dx dy 

(3.67) 

Eulersche Gleichungen: 

du du 
dx dy 

3v 3v 
dx dy 

j_ap 
p dx ' 

p 3y* 

(3.68a) 

(3.68b) 
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DieseGleichungenfiir u,v und p lassensichauf zweiBeziehungenfur u und v reduzieren. 
Wirdifferenzieren(3.68)nach y und (3.68b) nach x und subtrahieren.Benutzenwir (3.67) 
zur Vereinfachung, so wird 

0 = u^f^-^ l + v^f^-^l = A|^_M^ (3.69) 
3xV,3x dyj dyK^dx dy) dt \^3x dyJ 

wobei die letzte Gleichung beriicksichtigt, da6 wir stationare Stromungen untersuchen. (3.69) 
zeigt, daB 

a i _ ^ = konst (3.70) 
dx ay 

ist langs jeder Stxomlinie. Grundsatzlich kann der Wert dieser Konstanten von Stromlinie zu 
Stromlinie variieren. Bei den von uns vorwiegend betrachteten Umstromungsaufgaben liegt 
einekonstanteAnstromungimUnendlichenvor,d.h. u-^u^,v-^v^.ImLimes x-^-oo wird 
daher auf jeder Stromlinie aus (3.70) 

3v 3u ( 9v du 

dx dy {dx ayL_,_ 

Die Konstante ist also in unserem Fall gleich Null. Damit kommen die Grundgleichungen 

Kontinuitat: ^ E + ̂  = 0, (3.71a) 
dx dy 

Drehungsfreiheit: -— = 0. (3.71b) 
ax dy 

Wir erlautern den Begriff der Drehung an zwei einfachen Beispielen. 

1. Beim starren Korperwirbel (Bild 3.46) gilt 

c = cor , u = -corsin(p = -coy , v = corcos (p = cox . 

Also ist 

dv 3u ^ 
dx dy 

und damit kann 3 v/3x - du/dy als MaB f iir die lokale Drehung des Teilchens auf gef aBt werden. 

2. Beim Potentialwirbel (Bild 3.47) ist 
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<- Bild3.46 
Starrer Korper-
wirbel 

Bild3.47 -^ 
Potentialwirbel 

,0-
i 

-0—+—e-

~0-

c = -

und damit gilt 

sin (p 
u = - k ^ = - k 

xHy^ 
cos 9 

v = k ^ = k 
x^+y^ 

3v 3 u _ 
dx dy 

d.h. hier liegt eine drehungsfreie Bewegung vor. Durch Integration der zwei 
Differentialgleichungen (3.71a,b) fiir u und v bestimmen wir das Geschwindigkeitsfeld. 
AnschlieBend wird der Druck mit der BemouUi-Gleichung ermittelt. Es ergeben sich hier zwei 
mogliche Losungswege. 

1. Wir erfiillen die Drehungsfreiheit (3.71 b) durch eine Potentialfunktion (j) (x,y), d.h. 

(3.72) 

Dann ergibt die Kontinuitat (3.7 la) die Bedingung 

(3.73) 

dx ' ay-

au av a (̂t) a (̂̂  ,^ ^ 
dx dy dx^ ay^ 

Fiir (j) ist damit die Laplace-Gleichung (= Potentialgleichung) unter den gegebenen 
Randbedingungen des Stromungsproblems zu losen. 

2. Wir erfiillen die Kontinuitat (3.7 la) durch eine Stromfunktion ^ (x,y), d.h. 

P.S.Laplace, 1749-1827 
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dy dx ' dx dy 

Die Drehungsfreiheit (3.71b) verlangt 

,2 ^ :i 2 : A ^ = 0. 

D.h. auch fiir W gilt die Laplace-Gleichung. 

(|) und W haben eine wichtige physikalische Bedeutung: 

1. Fiir die Hohenlinien der T-Flache, d.h. die Kurven W = konst, gilt 

3 T 3 ^ 
d ^ = —— dx + — - d y = - v d x + u d y = 0, 

dx dy 

d_ŷ  =Z. 

Mithin sind die Kurven W = konst Stromlinien. 

2. Fiir die Kurven (j) = konst kommt entsprechend 

d(t) = —^dx + —2.dy= u d x + v d y = 0, 
dx dy 

d y ] _ u 

(3.74) 

^^Vkonst ^ 

Die Kurven (j) = konst, die Potentiallinien, sind orthogonal zu den Stromlinien. (j) = konst 
und W=konst bilden ein orthogonales Netz (Bild 3.48). Fiir den Volumenstrom, bezogen auf 
die Breiten- oder Tiefeneinheit, zwischen zwei Stromlinien gilt (Bild 3.49) 

Vi2 = j d V = J ( u d y - v d x ) = J — d y + l ^ d x = J d ¥ = T 2 - ^ i - (3.75) 
1 1 1 ^ ^ 1 

D.h. die Differenz der ¥-Werte zweier Stromlinien Hefert im ebenen Fall den Volumenstrom 
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Vl/ = konst. 
Stromlinie 

Bild 3.48 
Orthogonales Netz der Potential-
und Stromlinien 

Bild 3.49 
Berechnung des Volumenstroms zwischen 
zwei Stromlinien 

pro Tiefeneinheit senkrecht zur Bildebene zwischen ihnen. 

Wir besprechen nun allgemeine Losungsmethoden der Gleichungen Acj) = 0 und A^ = 0. 

1. Jede differenzierbare komplexe Funktion 

F(z) = F(x + iy) = H(x,y) , i = ^ 

ist Losung der Potentialgleichung AH = 0, denn 

AH = f # + ̂  = F"(z)-F"(z) = 0. 

2. Zerlegen wir das komplexe Potential F(z) in Real- und Imaginarteil, so gilt 
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F(z) = Re F + i Im F = (t)(x,y) + i ^(x,y). 

Zum Beweis differenzieren wir hier nach x und y. 

— : F'(z) = - ^ + i ^ , 
ax ox ax 

— : i F (z) = - ^ + i - — . 
ay ay ay 

^. d^ . a ^ .a(t) a ¥ 
ax ax ay ay 

also 

dx dy ' ay dx 

Dies sind die fiir Potential- und Stromfunktion geltenden Relationen (3.72) und (3.74), womit 
die Behauptung bewiesen ist. Sie heiBen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen 
und spielen in der Funktionentheorie eine groBe Rolle. 

Die vorstehenden Aussagen 1 und 2 sind fiir die Stromungslehre von grundsatzlichem 
Interesse. Zerlegt man also eine komplexe Funktion in Real- und Imaginarteil, so erhalt man 
Potential- und S tromfunktion einer Potentialstromung. Die Schwierigkeit liegt offenbar darin, 
diejenigen Funktionen zu bestimmen, die die vorgegebenen Randbedingungen des 
Stromungsproblems erfiillen. 

Eine weitereEigenschaft der Differentialgleichungen A(t)=0 und A^ = 0 ist ihre Linear! tat. 
Mit (|)j und (j)̂  ist auch ĉ  (|)j + c^ (t>2 (Cj, c^ = konst) eine Losung, denn 

A(Cj ^i + c^^^) = A(Cj (|)j) + A(c2(t)2) = Cj A (j)j + c^ A (j)2 = 0 . 

Diese Uberlagerung kann auch graphisch erfolgen. Wir erlautern dies am Beispiel der 
SuperpositionvonParallelstromung Q¥^) und Quelle CI'2)-^i^^^-^0^^igtdasZustandekommen 
des neuen Feldes mit der Stromfunktion ^ = T^ + T^ • J^^^ Stromlinie kann als materielles 
Hindemis aufgefaBt und als umstromter Korper betrachtet werden. Nehmen wir die 
Staustromlinie, so haben wir ein Modell fiir die Umstromung eines stumpfen Halbkorpers. 
Diese Stromung wird uns bei der analytischen Behandlung erneut begegnen. 

A.L. Cauchy, 1789 -1857 B. Riemann, 1826 -1866 
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W=W *̂W2 Bild 3.50 
Lineare Super­
position von 
Parallelstromung 
und Quelle 

Die BemouUi-Gleichung gilt auch hier, wie man mit den Euler-Gleichungen (3.68a.b) und der 
Drehungsfreiheit (3.71b) leicht verifiziert: 

P + f (u^ + v^) = Poo + ^ c i = P o . (3,76) 

Fiir die dimensionslose Darstellung benutzen wir den Druckkoeffizienten 

AusgezeichneteWertesind Cp^=0 in der Anstromung sowie c ^=1 in den Staupunkten. 

3.2.4 Beispiele fiir elementare und zusammengesetzte Potentialstromungen 

Wir diskutieren die in der Tabelle Seite 88-89 aufgefiihrten Beispiele. Zu Beginn werden wir 
uns kurz fassen, spater ausfiihrlicher sein. Wir sammeln dadurch Erfahrungen liber einfache 
Stromfelder, die wir spater benotigen. 

1. Parallelstromung 

F(z) = (u^- iv^)z = (u^-iv^)(x + iy) = u^x + v^y + i ( u ^ y - v ^ x ) , 

(|) = u^x + v^y , ^ = u^y-v^x ; (|)̂  = u = u^ , ^ =v = v^. 
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Stromlinien ^ = konst : y = —^ x + konst . 

2. Quell-Senkenstromung 

F(z) = - ^ £ n z = - ^ ( ^ n r + i(p) , z = x + i y = 16'"^, 
271 271 

27t 271 271 271 X 

Q X , Q y n—2 Q 
^"^ 27CxHy^ ^^ 27ix^ + y^ 27cr 

Volumenstrom: V =c-27i:r- 1=Q = Quell-oderSenkenstarke 

3. Wirbelstromung 

r r 
F(z) = i ^n z = ( - (p + i ^n r ) , 

2 71 271 

m , ^ = In r ; (b„ = ^̂ -̂ ^—«- , (bv = o r 
2 7 1 ^ 27C "̂ ^ 2 7 C x H y ^ ^ ^ 2 7 i x ^ + y^ 

r 
c = 

2 7cr ' 

vollig analog der Quell-Senkenstromung. F heiBt Zirkulation oder Wirbelstarke und ist ein 
MaB fiir die Intensitat der Drehbewegung. 

4. Dipolstromung 

p/^x-"^- ^ x - i y _ m ( x - i y ) 
ryz.) — — . " " 2 2 ' 

z x + i y x - i y x-l-y 

mx _ my _ m 
x^ + y^ x^ + y^ r^ 

\2 2 
Stromlinien: ^ = K = konst : x^-t- y + ̂ ^ = - ^ ^ 

'•̂  2 K J 4K^ 
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komplexes Potential 

F(z) 

Potential 

<|) (x, y) 

Stromfunktion 

¥ ( x , y ) 

(u^ - i v^) z 

Parallelstromung 
u^x + v^y u^ y - v^ X 

-in z 
271 

Quelle Q > 0 , Senke Q < 0 
271 27C ^ 

Q Q y 
~::^ (p = arc tan— 
27C 27C X 

iin z 
271 

. , , r > n ^^chtsdrehend 
' < linksdrehend 

r y 
arc tan — 

271 X 

— ^n^x^+y^ 
27C 

m 

z 

Dipol 
x2 + y2 

m y 

u^ z + in z 
2n 

Paral lels trom. + Quel le /Senke 

Uoo X H in r 
271 

Q 
2 7C 

r R2^ 
z + — 

Parallelstromung + Dipol = 
Zylinderumstromung 

UooX 1 + - ^ 
V x^ + y% u«, y x^-^y^J 

r R2A 

z + — r 
+ i^nz 

271 

r o2 A 

Zylinderumstromung + Wirbel 

Uoo X 1 + -
R" 

x ^ y ^ 
V ^ ^ y J 

r 
m 

2 7 C ^ 

Uooy 
^ R2 1 r 

. 2 , , 2 x^ + y^J 27C 
+ — ^ n r 

Parallelstromung + Wirbel U o o X - — ( p 
2 7t 

u y + ^n r 
271 
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Geschwindigkeit Stromlinien 

T = konst 

•^Z^. 

Q X Q y 
2 71 x^ + y^ 2 71 x^ + y^ 27cr 

yf 

r y 
2 71 x^ + y^ 2 71 x^ + y^ 27 i r 

y4 

m 
2xy 

(x^+y^r 

m 
Z2 

Ay 

Uoo + 
Q X 

2 7C x^ + y^ 
Q y 

2 7C x^+y^ 

-Q/{2TIU«,) 

2 
2 Uoo sin (p 

aufdemZylinder: 

- 2 Uoo sin (p cos (p 2 u^ |sin (|)| 

2 u ^ s i n ^ (p 

r . 
+ sin (p 

27cR ^ 

aufdemZylinder: 

- 2 u^ sin (p cos (p 

r 
2 7 i R 

coscp 

c = 
y^ 

2 Uoo sin (p + 
27cR A 

Uoo+- 2 , „2 2 71 X + y 2 , , ,2 2 71 X + y 
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d.h. es kommen Kreise mit Mittelpunkt auf der y-Achse, die alle durch den Ursprung gehen. 
Der Dipol kann realisiert werden durch Uberlagerung von Quelle und Senke, deren Abstand 
verschwindet und deren Intensitat gleichzeitig iiber alle Grenzen wachst. 

5. Uberlagerung von Parallelstromung mit Quell-Senkenstromung 
Wir behandeln den friiher graphisch diskutierten Fall (Bild 3.50). Bei horizontaler 
Parallelstromung wird 

F(z) = u ^ z + ̂ i n z , (t) = u ^ x + - ; ^ ^ n r , ^ = u ^ y + ^ 9 . 
271 2n 1% 

Fiir die Stromlinien kommt eine implizite transzendente Gleichung. Daher haben wir ihre 
Gestalt oben graphisch ermittelt: 

Q X Q y 
u = u^+-:: o T , v = -27cx^ + y^ 27ix^ + y^ 

Fiir Staupunkte gilt c = 0 und damit u = 0 und v = 0. Letzteres fuhrt auf ŷ  = 0 (Symmetrie 
zur X-Achse), ersteres dann auf x^=- Q/2 Tt u^. Es gibt also genau einen Staupunkt, der bei 
einer Quelle (Q>0) links vom Nullpunkt und bei einer Senke (Q<0) rechts davon liegt: 

c^=ui + 

" q 

Qu„ X Q^ 1 
/J 9 ' 0 9 9 

n X +y A% x^ + y 

71 Uoo x^ + y^ l̂  4 7C Uoo, 

HiermitkannmandenVerlaufderDruck-undGeschwindigkeitsverteilungaufderStaustromlinie 
diskutieren. In Bild 3.51 ist der Fall der Quelle skizziert. Vor dem Korper steigt der Druck, 
die Stromung wird abgebremst. Am Korper wird sie durch die Verdrangungswirkung 
beschleunigt, der Druck fallt ab. Hierbei wird die Anstromungsgesch windigkeit iiberschritten. 
ImUnendlichen haben wir Parallelstromung. Es kommt also die Kontur eines vorn stumpfen 
Halbkorpers. Sein Durchmesser d^ ergibt sich aus einer Bilanz. Die aus der Quelle pro 
ZeiteinheitaustretendeMengeproTiefeneinheit V =Q stromtrechtsmitderGeschwindigkeit 
u^ ab, also V = Q = u^ d^, d.h. 

d ^ = — . (3.78) 

In Bild 3.52 ist der Fall der Senke skizziert. Hier kommt es zur Umstromung eines stumpfen 
Korper hecks. Der Druck steigt bei Annaherung an den hinteren Staupunkt an, wahrend die 
Stromung verzogert wird. Dies kann bei realen, d.h. reibungsbehafteten, Stromungen zu einer 
Ablosung der Grenzschichtfiihren. Die von uns ermittelte potentialtheoretischeDruckverteilung 
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Bild 3.51 
Quelle in Parallelstromung 

Bild 3.52 
Senke in Parallelstromung 
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ist der Grenzschicht aufgepragt Uberlagem wir die in Bild 3.51 und Bild 3.52 diskutierten 
Einzelfalle bei gleicher Quell- und Senkenstarke, so kommt ein geschlossener Korper. Ein 
wichtiger Sonderfall wird jetzt behandelt. 

6. Uberlagerung von Parallelstromung mit Dipolstromung 

F(z) = u . z + -
R 2 ^ 

, ^ = u^y 1 -
x' + y% 

Die Staustromlinie ^ = 0 ist durch y = 0 bzw. x^ + y-̂  = R^ gegeben. Es handelt sich um die 
Zylinderumstromung.AufdemZylindererhaltenwir: c = 2 u ^ | s i n ( p | , c =1-4sin-^9.In 
Bild3.53 sindGeschwindigkeitundDruckauf derStaustromlinie skizziert. AmDickenmaximum 
ergibt sich die Geschwindigkeit c^^^ /u^ = 2. Auf der Rlickseite des Korpers tritt ein 
betrachdicher Druckanstieg auf. Aufgrund der Symmetxie der Druckverteilung in x- und y-
Richtung wird auf den Zylinder keine resultierende Kraft ausgeiibt. 

7. Uberlagerung von Zylinderumstromung und Wirbel 
Wir gehen noch einen Schritt weiter, indem wir dem in 6. behandelten Beispiel einen Wirbel 
uberlagem. Das Schema in Bild 3.54 zeigt bereits die typischenEigenschaften des Stromfeldes. 
Es kommt eine beziiglich der x-Achse unsymmetrische Stromung. Der Zylinder bleibt 
offenbar auch hier Stromlinie, da er in den beiden Teilfeldem Stromlinie ist. AUerdings gilt 

Bild 3.53 
Geschwindigkeit und Druck bei der 
Zylinderumstromung 
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Bild 3.54 
Schema der 
Uberlagerung 
von Zylinder-
umstromung 
und Wirbel 

- * 

auf ihmjetztnicht ^ = 0 , sondern ^ = r/(2 n) in R.FurGeschwindigkeitundDruckkommt 
auf dem Zy Under 

c = 2 u«, sin (p + -
27iR| 

Die Staupunkte liegen bei 

Cp=l- 2sin(p + 
2nu^R 

(3.79) 

sin 9s = -
4 7iu^ R 

Fiir einen rechts drehenden Wirbel (F > 0) liegen die beiden Staupunkte im 3. und 4. 
Quadranten. In Bild 3.55 sind mogliche Stromfelder skizziert. Fiir F = 4 7C u^ R fallen die 
beiden Staupunkte auf der Kontur (x = 0, y = - R) zusammen. 1st F > 4 7i u^ R, so wandert 
dieser Staupunkt auf der y-Achsein das Stromf eld. Die Stromung ist in jedemFall zur y-Achse 
symmetrisch. Es entsteht hier eine Kraft senkrecht zur x-Achse, ein Auftrieb, die sogenannte 
Magnus-Kraft. Bild 3.56 erlautert die Berechnung dieser Kraft F : 

d F = - A p s i n 9 R d ( p b . 

r=o r>o r=4Tiu^R r>/;TiuQoR 

^•K 

Bild 3.55 
Zylinderumstromung mit Zirkulation 

H.G. Magnus, 1802-1870 
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Bild 3.56 
Berechnung der Auftriebskraft 

b ist die Breite des Zylinders senkrecht zur Zeichenebene. Das Vorzeichen ist so gewahlt, daB 
ein ijberdruck A p > 0 einen Abtrieb d F < 0 hervorruft. 

In 

Fy = - b R rApsm9d(p = 
9=0 

2% 

: - b R q I sin (p 
(0=0 

1-4sin (p--^ ;^sm(p--;—2—2—T 
71U«,R 4 7C^R^u: 

d(p = 

2% 
> q 2 r r • 2 ^ 
— sin (pd(p = p u , o b r . 
71 U^ J <p=o 

F = p u^ b r (3.80) 

heiBt Kutta-Joukowski-Formel fur den Auftrieb. Danach ist der Auftrieb direkt proportio­
nal der Zirkulation (Wirbelstarke). Fine ganz entsprechende Rechnung zeigt, daB der 
Widerstand verschwindet. Aufgrund der Symmetrie des Stromfeldes war dies zu erwarten. 
Das Ergebnis gilt fiir Potentialstromungen ganz allgemein und wird als D'Alembertsches 
Paradoxon bezeichnet. Wir kommen unten darauf zuriick. 

Wir gehen zu dimensionslosen GrOBen iiber, um den obigen Auftrieb besser beurteilen zu 
konnen. Der Ansatz 

F =q Ac 
y ^ a 

W. Kutta, 1867 -1944 NJ. Joukowski, 1847 -1921 
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Bild 3.57 
Bezeichnungen bei der Zylinderumstromimg 

ergibtmit den Bezeichnungen von Bild 3.57 A = 2 b R undderKutta-Joukowski-Formelfiir 
den Auftriebskoeffizienten 

u ^ R 
(3.81) 

Nehmen wirden Grenzfall, daB beide Staupunkte zusammenfallen, F=4 TC u^ R, so wird aus 
(3.81) 

c = 4 71 - 12,5 . (3.82) 

Dies ist ein extrem hoher Wert im Vergleich mit Ergebnissen bei einem Tragflligel. Sie liegen 
dort etwa um eine Zehnerpotenz niedriger. Zum Beispiel gilt fiir die wenig angestellte (Winkel 
a) ebene Platte 

c = 2 7 c a . 
a 

Bei a = 10°-^ 0,175 wird c^« 1,1. AufgrunddeshohenAuftriebsbeimrotierendenZylinder 
hat es nicht an Versuchen gefehlt, diesen Effekt technisch zu nutzen. Beim Flettner-Rotor z.B. 
soUte die Querkraft zum Schiffsantrieb benutzt werden. Zwei vertikal stehende schnell 
rotierende ZyUnder sorgten fiir den Antrieb. Technische Schwierigkeiten sowie das Auftreten 
eines betrachtlichen Widerstandes fiihrten seinerzeit zum Abbruch der Versuche, obwohl c -

a 

Werte von etwa 9 realisiert werden konnten. 

3.2.5 Potentialstromungen um vorgegebene Korper 

Die bisher behandelten Beispiele dienen vorwiegend dem Sammeln von Erfahrungen auf 

A. Flettner, 1885-1961 
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diesem Gebiet. In der vorliegenden Form sind sie noch nicht in der Lage, das Randwertproblem 
fiir einen vorgegebenen Korper zu losen. Dazu dient z.B. die Singularitatenmethode, die 
fur schlanke Korper in den Grundziigen dargestellt werden soil. Hierbei werden auf der 
Profilsehne kontinuierliche Verteilungen von Singularitaten (Quellen/Senken, Wirbel) 
angebracht. Die Starke derselben ist so zu bemessen, daB bei Uberlagerung mit der 
Parallelstromung die vorgegebene Korperkontur als Stromlinie erscheint. Hierbei ist es so, 
daB fiir den symmetrischen Korper in nichtangestellter Stromung (Dickeneffekt) Quell- und 
Senkenverteilungengebrauchtwerden,wahrendfurAnstellungundWolbungWirbelbelegungen 
verwendet werden. Im ersten Fall ist die Stromung symmetrisch zur x-Achse, wahrend sie im 
zweiten Fall unsymmetrisch ist. Wir geben die Herleitung nur fiir den Dickeneffekt und 
verweisen beziiglich Anstellung und Wolbung auf die Spezialliteratur. Der Beitrag eines 
differentiellen Quell-Senkenelementes (Quellpunkt P^ (^ , il)) im Aufpunkt P^ (x , y) ist 
(Bild 3.58) 

d(|)(x,y;5,r|): 
271 

£ n ^ ( x - ^ f + (y-Tlf 

Belegen wir nur die Profilsehne (= ^-Achse), so ergeben sich die Geschwindigkeiten 

d Q ( 0 x - ^ _ 1 x - ^ d Q 
d ( u - u „ ) = -

231 ( x - ^ r + y2 2 j c ( x - 0 + y d^ 
d^ . 

d v : 
.dQ(^) 1 d Q 

2n ( x - ^ f + y 2 2 7 t ( x - ^ r + y^ d^ 
d^ . 

Hierin ist d Q/d ^ die Quell-Senkendichte. Belegen wir die Lange £, so kommen die 
Integraldarstellungen 

^ ^ I f x - ^ d Q ^ t . 
In J (x-tr + Y^ dc ( x - ^ f + y^ d^ 

(3.83a) 

f 

Ti t — 

P,(x,y) 
Aufpunkt 

Quellpunkt 

x=g X 

X 

Bild 3.58 
Quell- und Aufpunkt 
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(3.83b) 

DieQuell-Senkendichte d Q/d ^ isthierinsozubestimmen,daBdieKorperkonturStromlinie 
wird. Die Voraussetzung des schlanken Korpers fiihrt in der Bedingung fiir die Stromlinie 
(3.7) zu der wesentlichen Vereinfachung 

dh_v(x,h(x)) v(xQ) 
dx u(x,h(x)) u^ 

(3.84) 

Die Randbedingung wird damit auf der Profilsehne erfiillt. Benutzen wir (3.84) in (3.83b), so 
kommt mit der Substitution ^ - x = y s , d ^ = y d s in der Grenze y -^ 0 

£-x 

v(: - ' = T ^ J 
1 f dQ(x + ys) ds 

d^ 1 + ŝ  (y-̂ o) 2 
[ d Q f d s 
71 d x J 1 + ŝ  

. 1 1 ^ = dh 
2 dx °° dx 

dx dx 
(3.85) 

Dies ist ein sehr anschauliches Ergebnis. Quellen (d Q/d x > 0) hat man dort anzubringen, 
wo sich der Korper erweitert, Senken dort, wo er zusammengezogen wird (Bild 3.59). (3.85) 
folgt im iibrigen auch sofort aus der Formel fiir die Dicke des Halbkorpers (3.78), wenn man 
d = 2h setzt und links und rechtseineAbhangigkeit von x zulaBt. Dies berticksichtigt dann 
die Wirkung der Quellbelegung anstelle der dort zugelassenen einzelnen Singularitat. (3.85) 
ergibt mit (3.83a,b) die Losung unseres Problems. Was bleibt, ist eine reine Integrationsaufgabe: 

dh 
u - u ^ ^ 1 t d^ 

Uoo ni (x (x-^r-^r 
-d^, (3.86a) 

y4 

Bild 3.59 
Quell-Senkenverteilungund Kor-
perkontur 

->f^^ft^^ 
Quellen Senken 
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dh 
^ y - c 

(3.86b) 

Besonders wichtig ist die Geschwindigkeit auf dem Profil (y -» 0). Es wird aus (3.86a) 

dh 

(3.87) 

Das singulare Integral ist hierin im Sinne des Cauchy schen Hauptwertes zu bilden. Dabei wird 
die singulare Stelle ̂  = x symmetrisch ausgeschlossen und zur Grenze e —> 0 iibergegangen 
(Bild 3.60). Wir berechnen die Geschwindigkeit fiir das Parabelzweieck: 

h(x) = 4h x ( l - x ) = 2 i : x ( l - x ) , 0 < x < l ( ^ ^ 
^ ' max ^ ^ \ / 5 \ — 

Der Dickenparameter des Profils ist 

• _ ^ " m a x 

(3.88) 

(3.87) fuhrtzu (Bild 3.61) 

u(x,o)-u^^4Tf ri_^ ^̂  

Im Dickenmaximum gilt 

1-x 
, —oo < X < +«>o . (3.89) 

Bild 3.60 
Zur Berechnung des Cauchyschen 
Hauptwertes 
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4x 
= 1,27 T. 

Die Gesch windigkeitsverteilung zeigt die friiher gefundenen Charakteristika: vor dem Korper 
ein Aufstau, am Korper zunachst Beschleunigung, hinter dem Dickenmaximum wiederum 
Verzogerung bis zum hinteren Staupunkt. In den Staupunkten ergibt sich eine (schwache) 
logarithmische Singularitat als Folge unserer vereinfachten Randbedingung. Dieser Fehler 
beeinfluBt das Stromfeld nur geringfiigig. 

Der Druckkoeffizient (3.77) kann fiir die Umstromung schlanker Korper vereinfacht werden: 

c^ = u^ + v^ = (u^ + u - u ^ ) ^ + v ^ = u i + 2 u ^ ( u - u ^ ) + ..., 

= 1 + 2 ^ + ..., 

(3.90) 

Bild 3.61 
Geschwindigkeit beim 
Parabelzweieck 

U-Uoo 1 i 

Ucx) ^ 
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y | Bild 3.62 
Zur Berechnung des Wi-
derstandes beim schlan-
ken Korper 

,-^<2^ 

Fiir den WIderstand des symmetrischen, schlanken Korpers erhalten wir (Bild 3.62) 

i i 

= c^-uib^ = 2 f (p-p^)sinabds = 2b f (p-p^) — d x , (3.91) 
2 i J dx 

W = 

2 f dh ̂  4 f u-u^ dh ̂  4 f 
= — c„ — dx = — dx = 
^J Pdx ^J u^ dx nil 

JS« dh dx 
dx. 

DasindieserDarstellungauftretendeDoppelintegral J ist Null. Dies erkennt man sofortdurch 
Vertauschung der Integrationsvariablen und anschlieBende Anderung der Integrationsreihenfolge 
(Bild 3.63) 

dh^ 

x - ^ 
d^ 

dli 
dx 

dx = (Vertauschung der Variablen) = 

( dli 

0 

V 

^ - x 
dx — d^ = (Anderung der Reihenfolge) = 

\ 

\ 

i i 
V/// 
/A m Bild 3.63 

Zur Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
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Bild 3.64 
Umstromun-
gen der ange-
stellten Platte 
iindeinesTrag-
fliigels angestellte Platte 

^ dh 

r=o, A=o 

dh 
dx 

dX: 

Kutta-Joukowski Fall 
r *0 , A*0 tragender Flijgel 

J = 0 . 

Der Widerstand ist Null. Damit ist im Rahmen unserer Theorie das D'AIembertsche 
Paradoxon fiir Potentialstromungen bewiesen. 

Liegteine zur x-Achse unsymmetrische Stromung vor, diedurch eine Anstellungund/oder 
eine Wolbung erzeugt wird, so ist eine zusatzliche Wirbelbelegung der Profilsehne 
erforderlich. Die Rechnung verlauft ahnlich wie oben, allerdings mit dem Unterschied, daB 
sich keine eindeutige Losung ergibt. Die Gesamtzirkulation des Profils T bleibt hierbei frei 
wahlbar. Sie wird erst durch eine zusatzliche Bedingung, die in gewisser Weise die Reibung 
beriicksichtigt, festgelegt. Wir diskutieren dies qualitativ fiir den Fall der angestellten Platte 
und des Tragfliigels (Bild 3.64). Zu Beginn der Bewegung (Anfahrvorgang) liegt eine 
antisy mmetrische Wirbelverteilung vor (B ild 3.64 links). Die Plattenvorder- und -hinterkante 
wird umstromt. Die Gesamtzirkulation T verschwindet und nach (3.80) damit auch der 
Auftrieb. Es kommt sehr rasch zu einer Ablosung an der Hinterkante, die dazu fiihrt, daB diese 
nicht mehr umstromt wird. Dann ist die sogenannte Kutta-Joukowski-Bedingung des glatten 
Abflusses erfiillt. Die Gesamtzirkulation ist hierdurch eindeutig festgelegt und von Null 
verschieden, genauso der Auf trieb. Dies ist der stationare Endzustand des tragenden Fliigels 
(Bild 3.64 rechts). 

3 3 Stromung mit Reibung 

Die bisherigen Betrachtungen dienen als Vorbereitung fiir die Behandlung der Stromungen mit 
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Verlusten. 

3.3.1 ImpulssatzmitAnwendungen 

Dieser allgemeine Satz ist eine Bilanzaussage. Bei seiner Anwendung gehen zahlreiche 
Erfahrimgen aus der Stromungslehre ein. Hierbei werden uns die an speziellen Stromfeldem 
gesammelten Einsichten zugute kommen. 

Der Impuls eines Massenelements ist 

dJ = wdm = pwdV. (3.92) 

Fiir ein Fluid vom Volumen V(t) giltdamit 

J= JpwdV. (3.93) 
V(t) 

Der Impulssatz lautet: Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der Resultierenden 
der auBeren Krafte. Als auBere Kjafte F^ treten wie gewohntMassen- und Oberflachenkrafte 
des im Volumen V eingeschlossenen Fluids auf: 

M = Ajp^dV = XF.. (3.94) dJ d 
t 

V(t) 

Es handelt sich jetzt um die Umformung der Zeitableitung 

— f pwdV. 
dt J ^ 

V(t) 

Die Herleitung kann anschaulich analog zur Kontinuitat (3.64) erfolgen. Ersetzen wir den 
Integranden durch die skalare Funktion f(x,y,z,t), so gilt (Bild 3.65) 

Bild 3.65 
Zur Ableitung des Volu-
menintegrals 



3.3 Stromung mit Reibung 103 

A f f d v = f | i d V + f f (wn)dA. (3.95) 
dtJ J di J 

Das erste Integral auf der rechten Seite beschreibt die lokale Anderung von f im Innem. Das 
zweite Integral gibt den resultierenden Strom durch die Oberflache. n ist die auBere Normale, 
und (w n) d A = d V ist der Volumenstrom durch das Oberflachenelement d A. Ersetzen wir 
f durch p, so kommt fiir die Erhaltung der Masse 

0 = ^ = A J pdV = J | ^ d V + J p(wn)dA= (GauBscherSatz) = 

j | ^ + div(pw)idV 
V 

d.h. es gilt (3.65). Ersetzen wir f der Reihenach durch die Komponenten von pw undfassen 
alles zusammen, so geht (3.94) iiber in 

i i = A f p w d V = f ^ ^ d V + f p w ( w n ) d A = y R . (3.96) 
dt dtJ J dt J ^̂—' 

V V A 

Der erste Anteil beschreibt die lokale Impulsanderung. Hierzu ist eine Kenntnis der 
StromungsgroBen im Volumen erforderlich. Der zweite Anteil gibt den Impulsstrom durch die 
Oberflache. Hier treten die Variablen nur am Rande auf. 

Fiir stationare Stromungen fallt das Volumenintegral fort. Die Stromungsdaten werden nur 
auf der Oberflache des Kontrollbereiches benotigt. 

J p w ( w n ) d A = ^ F a . (3.97) 

Definieren wir als Impulskraft Fj 

F j = - J p w ( w n ) d A , (3.98) 
A 

SO schreibt sich (3.97) in der sehr einfachen Form 

Fj + X ^ a = 0 . (3.99) 
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Bild 3.66 
KontroUbereich mit Bezeichnungen 

Fur die Impulskraft (3.98) gilt, daB sie lokal parallel zu w liegt und stets ins Innere des 
Kontrollbereiches gerichtet ist (Bild 3.66), denn 

dFj = - p w ( w n ) d A . (3.100) 

Sind also die Stromungsdaten auf der Berandung bekannt, so sind Ruckschltisse auf die 
angreifenden Krafte moglich. Bei der Anwendung dieses Satzes kommt es sehr auf eine 
geeignete Wahl des Kontrollbereiches an. Dabei gehen viele Erfahrungen ein, die wir friiher 
gesammelt haben. Es ist wichtig, daB, abgesehen von der Stationaritat, keine weiteren 
Voraussetzungen erforderUch sind. Insbesondere sind verlustbehaftete Stromungen mit 
eingeschlossen. Die Verluste gehen hier iiber die Randvorgaben ein. 
Wir behandeln jetzt einige Beispiele. 

1. Durchstromen eines Kriimmers 
Erfragt ist die vom stromenden Medium auf die Innenwand ausgeiibte Kraft. Wir nehmen 
Geschwindigkeit w undDmckp amEintritt(l)undamAustritt(2)alsbekanntan(Bild3.67). 
Sehen wir von der Schwerkraft ab, so lautet (3.99) hier 

0 = ^ F , + F J = F D I + F D 2 + F 3 , 4 + F J I + F J 2 . 

Mit der Druckkraf t 

FD = - J Pn dA (3.101) 

und F3 4 als Kraft, die die Innenwand des Kriimmers auf das stromende Medium iibertragt. 
R = - F3 4 ist die gesuchte Resultierende, die von der Stromung auf die Kriimmerinnenwand 
ausgeiibt wird. Impulskrafte treten auf den Randem (3,4) nicht auf, da sie nicht durchstromt 
werden. Das Krafteck (Bild 3.68) liefert das Ergebnis nach GroBe und Richtung. Bei der 
quantitativen Behandlung muB man beachten, daB die Vorgaben in den Querschnitten (1) und 
(2) in der Regel nicht konstant sind. Fur Impuls und Druckkraft sind dann die Integrale (3.98) 
sowie (3.101) auszuwerten. Ftir die Geschwindigkeit am Ein- und Austritt zeigt Bild 3.69 eine 
Moglichkeit. Durch diese Vorgaben werden die Verluste im Stromfeld beriicksichtigt. 
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w, . p , 

(D4 » t t 1 

k 
\^® ^ 

t t 

3 / 

® 
Bild 3.68 
Krafteck beim Kriimmer 

^ Bild 3.67 
Krummerstromimg 

Wir behandeln dasselbe Problem noch einmal bei geandertem KontroUraum. Der Kjiimmer 
sei frei ausblasend, und die Kontrollflache werde an der KriimmerauBenwand endang 
gefiihrt. Dadurch erhalten wir diesmal die insgesamt auf den Kriimmer iibertragene Kraft. Wir 
schneiden am Eintritt durch die Bolzen, die die Flanschverbindung halten. F^ ist die zunachst 
willkiirlich angenommene gesuchte Haltekraft, die den Kjiimmer im Gleichgewicht halt. 

Bild 3.69 
Geschwindigkeit amEin-
imd Austritt 

Rijckstromung 

nach Ablosung 



106 3 Hydro- und Aerodynamik 

Gegeben sind: Wj und p^ sowie w^ und p2 = p^.DenKontrollraumzeigtBild3.70.Tragen 
wir alle Krafte ein, so kommt Bild 3.71. ^^^,4 ^^^ ^̂ ^ durch den AuBendruck p^ auf den 
Krummermantel ausgeiibteDruckkraft. Der Impulssatz lautet 

Fri+Fj2+FDi+FD2+FD3,4+FB=0-

Die Druckkrafte lassen sich hierin einfach zusammenfassen 

FDI + FD2 + F D 3 , 4 - - J ( P i - P a ) n d A + J p a n d A + J PandA+ Jpai idA 

Al Ai A2 A3,4 

= -J(Pl-Pa)ndA. 
Al 

Die letzten drei Integrale ergeben in der Summe Null, da ein konstanter Druck auf eine 
geschlossene Flache keine resultierende Kraft ausiibt. Sind Geschwindigkeit und Druck 
tiberdies im jeweiligen Querschnitt konstant, so gilt Bild 3.72. 

I W i . Pi f- Bild 3.70 
Kontrollraum 
umschlieBt den 
Kriimmer 

"°M n A 

F --n^pw, A^ 

I F ^ = -n^{p^-p^)A 

Fj =-n2pw2 A2 

T Bild 3.71 
Krafte am Kontrollraum 

<- Bild 3.72 
Krafteck beim Kriimmer 
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2. Diise und Diffusor frei ausblasend 
Wir suchen die Haltekraft ¥Q , die in der Flanschverbindung an der Diise angreift. Vorgegeben 
sindGeschwindigkeit w undDruck p jeweilskonstantiiber A^ und A^, p=konst, auBerdem 
p^ = p^. Bild 3.73 zeigt eine zweckmaBige Wahl des Kontrollraumes und Bild 3.74 die 
angreifendenKrafte.DieRichtungvon F^ istwiederwillkiirlichangenommen; sie wirddurch 
den Impulssatz bestimmt. In der x-Richtung wird 

p w^ Ai + pi A i - p W2 A2 -Pa Ai + 1 ^ = 0. 

Also mit der Kontinuitat w^ A^ = w^ A^ 

I ^ = p w 2 
2\ 

+ (Pa-P l )Ai . (3.102) 

Setzen wir hier zusatzlich reibungsfreie Stromung voraus, so fiihrt die BemouUi-Gleichung 
zu 

Pl-Pa=f(wi-W?) = f w i ^ l - ^ 
2\ 

Damit wird aus (3.102) 

F B = - ^ W ^ A I 
^ A? ^A. ^AV 1 1-2—^ + 2-4 A? Ai A? 

R = • F B = | W | A I 1-Al 
. Ai 

= fw?A, 
VA2 

- - 1 (3.103) 

p _ 
•̂B 

-> 

^ 

^0, 

Bild 3.73 
Kontrollraum bei der Diisenstromung 

Bild 3.74 
Krafte am Kontrollraum 
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Dijse Diffusor Bild 3.75 
Druckverteilimg bei Diise imd 
Diffusor 

Dies ist die insgesamt auf die Diise Ubertragene Kraft. Sie wirkt in Stromungsrichtung, und 
zwar gleichgiiltig ob A^ < Aj (Diise) oder A^ > A^ (Diffusor) ist. Die Bolzen werden also 
in jedem Fall auf Zug beansprucht. Dieses Ergebnis kann man sich sofort auch anschaulich 
aufgrund der Druckverteilung klarmachen (Bild 3.75). Es sei ausdriicklich hervorgehoben, 
daB dieses Resultat nur unter den gemachten Voraussetzungen richtig ist. Fiir kompressible 
Stromungen ergibt sich z.B. bei der Laval-Diise ein ganz anderes Ergebnis. Hier kommt ein 
Schub, der zum Antrieb dient. Der Leser diskutiere diesen Fall! 

3. CarnotscherStoBdiffusor 
Wir betrachten einen Diffusor mit unstetiger Querschnittserweiterung (Bild 3.76). Fragen der 
Platzerspamis fiihren u.a. zu einer solchen Bauweise. Im einzelnen liegt ein komplizierter 
Stromungsvorgang vor. Es kommt zu einer Ablosung an der scharfen Kante mit anschlieBen-
dem Vermischungsvorgang. Die Drucksteigerung von 1 -> 2 kann ermittelt werden, ohne daB 
alle Einzelheiten der Stromung bekannt sind. Als Voraussetzungen benutzen wir: 

a) Wj und w^ sind konstant iiber den jeweiligen Querschnitt. 
b) Pj ist konstant iiber den ganzen Querschnitt (Flache A^!) infolge Ablosung. 
c) Die Wandreibung an der Diffusorinnenwand kann vernachlassigt werden. 
d) Stationare Stromung. 

Die Annahme a) erfordert, daB der Diffusor eine Lange von etwa 8 Durchmessem hat. Mit 
den spater hergeleiteten Ergebnissen kann man abschatzen, daB auf einer solchen Lange der 
Druckabfall durch Wandreibung sehr gering ist. 

• — • -
A, — r 
i' ^ 

osung 

^ ^ 

F^^^^IT^'-^-^—~-

b"^^^:r~^ — • • 

i 

A 

1 \ 

® ® 
Bild 3.76 
Stromung im Camot-Diffusor 

S.Carnot, 1796-1832 
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Der Impulssatz lautet unter diesen Annahmen fiir ein inkompressibles Stromungsmedium 

p w? Ai + pi A 2 - p W2 A2 -P2 A2 = 0. 

Mit der Kontinuitat wird 

A PCamot = P2 - Pi = P W? - ^ - p w i = p Wi W2 - p w i , 
"^2 

^ ^ = 2 ^ 1 - ^ 1 = 2 
£ w^ ^1 V wi 

1~- (3.104) 

Bei stetiger Querschnittsanderung und reibungsfreier Stromung kommt im Idealfall fiir den 
sogenannten Bemoulli-Diffusor 

(3.105) 

Der Druckriickgewinn ist im idealen Diffusor stets groBer als im Camot-Diffusor (Bild 3.77). 
Der Unterschied beider Kurven stellt ein MaB fiir den Verlust dar: 

Bild 3.77 
Druckriickgewinn 
beim idealen Diffu­
sor und bei Camot 
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Ap^^e_ Ap^d-^Pc _ 

2 ^ 2 ^ 

\ 2 
(3.106) 

2 7 

Er fallt besonders ins Gewicht im Grenzfall Â  /A^ -^ 0. Hier kommt es zu einem Ausblasen 
in den Halbraum (Aj fest, A^ -> ^o). Mit Bernoulli ist W2 = 0 und A p ^ p/2 Wj^, d.h. der 
Druck steigt um genau den dynamischen Druck. Beim Camot-Diffusor kommt dagegen kei-
ne Drucksteigerung. Die gesamte kinetische Energie der Zustxomung bewirkt durch Vermi-
schung eine Erwarmung des Mediums. 

Die Bezeichnung StoBdiffusor riihrt von der Analogie zum Carnot-StoB zwischen zwei 
unelastischenMassenher.DemVerlustderkinetischenEnergiedortentsprichtderDruckverlust 
hier. 

4. Borda-Miindung 
Wir betrachten den AusfluB aus einer scharfkantigen Miindung (Bild 3.78). Hier kommt es 
zu einer S trahlkontraktion von A —> A , da eine sprunghaf te Umlenkung nicht moglich ist. Das 
stromende Medium schafft sich sozusagen selbst einen abgerundeten Auslauf. Auf die freie 
Strahlbegrenzung wirkt hierbei der konstante Druck p^ der Umgebung. Die GroBe der 
S trahlkontraktion ist mit dem Impulssatz zu ermitteln. Wir betrachten hierzu den AusfluB aus 
einem Behalter mit einer Borda-Mundung (Bild 3.79). Rechnen wir nur mit dem tJberdruck 
gegeniiber der Atmosphare, so kommt in x-Richtung ein Gleichgewicht zwischen der 
Druckkraft (2.19) 

F j , = g p h A 

auf die linke Berandung und der Impulskraft im Strahl 

Pa 

g ^ ^ 

Behdlterwand Bild 3.78 
Stromimg durch eine Borda-Miindung 

J.Ch. de Borda, 1733 -1799 
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Bild 3.79 
KontroUbereichbeim AusfluB mit Borda-
Miindung 

r \ 1 

^ 

"1 

„ F . ^ ^ ^ 

1 \ ^ Jf^ 
1 »\ 
1 *\ 

\^ 

^ - ^ A 1 
^ - f s A 

Setzen wir beide GroBen gleich, so wird die Strahlkontraktion 

A s _ g h 
A w 2 • 

Benutzen wir hierin dieTorricellische AusfluBformel w = ^ 2 g h , so ist 

A^-i (3.107) 

Die Experimente ergeben groBere Werte: 0,5 bis 0,6, je nachdem, wie weit die scharfkantige 
Mundung in den Behalter ragt. 0,6 entspricht dem Grenzfall, daB die Miindung biindig mit der 
Behalterwand ist. 

5. Schub eines luftatmenden Triebwerkes 
Wir wenden den Impulssatz auf ein Triebwerk eines Flugzeuges an. Die Kontrollflachen seien 
dabei so weit vom Triebwerk entfemt, daB auf ihnen derDruck p = p^ ist (Bild 3.80). Der 
Fangquerschnitt A^ wird durch den Antrieb auf den Strahlquerschnitt A verringert unter 
gleichzeitiger Steigerung der Geschwindigkeit u^ -^ u . Eine Massenstrombilanz fiir den 
Bereich auBerhalb des Triebwerkes liefert 

p ^ u ^ ( A - A ^ ) + ria = p ^ u ^ ( A - A s ) , 

m = pooU^(A^-As). 

Es kommt also zu einem Zustrom von Masse durch die seitlichen Kontrollflachen. Dies fiihrt 
dort zu einer Impulskraft, deren x-Komponente den Wert hat: 
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Bild 3.80 
Kontrollfla-
chen beim 
Triebwerk 

As.Uc.Ps 

Fj,x = - J P Wx (w ii) d A = u^ m = p^ u i (A^ - A^). 

M 

Damit lautet der Impulssatz 

Poo u i A + p^ u i (A^ - A3) - p, u^ A3 - p^ u i (A-A3) + Fr = 0. 

Hierin ist F^ die Haltekraft, die an der Triebwerksbefestigung auftritt, damit Gleichgewicht 
herrscht. Fiir sie kommt 

FT = Ps Us A3 - p^ u^ A^ = rhj (u, - u^) (3.108) 

mit riij = p^ Ug A3 = p^ u^ A^ als Massenstrom im Triebwerk. Fur den Schub gilt S = -
F^ . Er ist direkt proportional erstens dem Massenstrom lii und zweitens der 
GeschwindigkeitssteigemngimStrahlgegeniiberderUmgebung u^-u^.Dadurch wirdklar, 
welche Moglichkeiten zur Steigerung des Schubs bestehen. 

6. Widerstand eines Halbkorpers im Kanal 
Wir untersuchen die inkompressible, reibungsfreie Umstromung eines Halbkorpers in einem 
Kanal (Bild3.81). Hierliegt ein endlicher Stromungsquerschnitt vor, undes kommt zueinigen 
Unterschieden gegeniiber friiheren Betrachtungen. Insbesondere gilt hier nicht das 
dAlembertsche Paradoxon. Es ergibt sich ein Widerstand, den wir mit dem Impulssatz 
ermittelnkonnen. Zur Bestimmung der KraftwirkungaufeinenKorperistentscheidend, welche 
Bedingungen auf der Riickseite des Korpers herrschen. Bei einem Halbkorper sind diese a 
priori nicht definiert. Wir bringen daher im Querschnitt (2), in genugender Entfernung von der 
Korperspitze, einen Schnitt an und setzen daselbst zusatzlich p = p^ voraus. Jetzt kommt fiir 
die Grundgleichungen 
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Bild 3.81 
Umstromung eines Halbkorpers im Kanal 

/////////////////// 

^777777777777777777 

Kontinuitat: ^^\^yN^K^ mit K^^K^-K. (3.109) 

Impulssatz: p w^̂  Â  + p^ Â  - p w^̂  A^- p^ Â  + Fj^= 0 . (3.110) 

Hier ist Fj^ die Haltekraft des Korpers und W = - Fĵ  der Widerstand: 

W = p W j U i - p w / A 2 + ( P i - p 2 ) A j . (3.111) 

Die Bemoulli-Gleichung liefert f itr die betrachtete reibungsfreie S tromung mit der Kontinuitat 

P i -p2 = 2 ( w 2 - w r j = ^wi-

Dies fiihrt mit (3.111) zu 

2 \ A^y 2 ^ r 
Ai 

1 - -

(3.112) 

Hierin konnen wir 

C w = -

A 
Ai 

(3.113) 

als dimensionslosen Widerstandsbeiwert fiir einen Korper im Kanal auff assen. A/A. ist das 
charakteristische Flachenverhaltnis, das ein MaB fiir die Versperrung liefert. Fiir Aj /A^ -^ 
1, d.h. im unendlich ausgedehnten Stromfeld, ist W ^ 0. 
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3.3.2 Drehimpulssatz mit Anwendung 

Analog zum Impulssatz gibt es eine entsprechende Aussage iiber die Momente. Dies ist fiir 
viele Anwendungen wichtig. Denn erst hierdurch ergeben sich die Angriffspunkte der 
vorstehend ermittelten Krafte. Besonders interessant sind diese Betrachtungen fiir Stromungs-
maschinen. Es ergibt sich zwanglos die beim Durchstromen eines Laufrades aufgenommene 
oder abgegebene Leistung. 

Der Drehimpuls eines Massenelementes ist 

d L = ( f x w ) d m = p ( r x w ) d V . (3.114) 

Fiir ein Fluid des Volumens V(t) ist also 

L = 
V(t) 

J p(fxw)dV. (3.115) 

Die zeitliche Anderung dieses Drehimpulses ist gleich der Summe aller angreifenden 

auBeren Momente (= /^Ma)-

Letztere resultieren aus den friiher besprochenen Mas sen- und Oberflachenkraften (= ^ F^ J. 

^ = 1^ Jp(?xw)dV = 5^M,. (3.116) 
V(t) 

Wir benutzen auch hier fiir jede Komponente die Beziehung (3.95) und fassen anschlieBend 
alles zusammen: 

dL 
d 

k = A f p ( f x w ) d V = f ^ £ ^ ^ ^ i ^ d V + f p ( f x w ) ( w i i ) d A = y 
t dt J J o t J ^^ 

Die Diskussion ist ahnlich wie imFall des Impulssatzes. Fiir stationare Stromungen fallt das 
Volumenintegral fort, und wir benotigen die Stromungsdaten wieder nur auf der Oberflache 
des Kontrollbereiches: 

J p ( r x w ) ( w n ) d A = ^ M a . (3.117) 
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Diese Voraussetzung ist diesmal etwas problematisch. Bei einer Stromungsmachine handelt 
es sich vorwiegend um eine instationare Stromung. Erst in einemmit demLaufrad rotierenden 
Sy stemkann man von einer stationaren Stromung sprechen. Definieren wir als Impulsmoment 
Mj analog zu (3.98): 

M j = - r p ( f x w ) ( w n ) d A , (3.118) 

A 

SO schreibt sich (3.117) ahnlich wie der Impulssatz in der sehr einfachen Form 

Mj+5^Ma = 0. (3.119) 

Fiir das Impulsmoment (3.118) gilt, daB es lokal parallel zu f x w liegt, denn 

d M j = - p ( f x w ) ( w n ) d A . (3.120) 

Die Bedeutung wird an einem Beispiel erlautert. 

1. Durchstromen eines radialen Laufrades 

Ein Turbinenlaufrad (Winkelgeschwindigkeit co) werde radial von auBen nach innen 
durchstromt (Bild 3.82). Das Fluid tritt bei r̂  mit der absoluten Geschwindigkeit q =(Cjj., 
c^^) indenLaufradkanaleinundverlaBtihnbei ^2^^! mit der Absolutgeschwindigkeit C2 
= (c^j., ĉ jj )• Legen wir den Kontrollbereich so, daB er mit einem Schaufelkanal zusammenfallt 
(BHd 3.83), so ist 

Die Druckkrafte am Ein- und Austritt geben kein Moment, da sie radial gerichtet sind. M^ ist 
das von den Schaufeln (also von auBen!) an das Fluid ubertragene Moment. -M^= Mju ist 
dann das an der Welle abzunehmendenutzbareTurbinenmoment. Mit w = Ci bzw. C2 wird 

Ji = J P if Ciu cir d (p b , 

J 2 = - J pr |c2uC2rd(pb, 

b = Breite des Laufrades. Sind die Geschwindigkeiten auf den entsprechenden Radien 
konstant, so vereinfachen sich die allgemein giiltigen Darstellungen zu 
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Ui = C Bild 3.82 
Durchstromen eines Turbi-
nenlaufrades 

Bild 3.83 
KontroUbereich im Schaufel-
kanal 

Mji=mriCiu , Mj2=-mr2C2u, 

MTu = m(riCiu-r2C2u). (3.121) 

Wir wollen hierin m bereits als gesamten Massenstrom durch das Laufrad auffassen. Fiir die 
Radleistung folgt (r̂  co = Uj, r̂  co = u^) 

P = M-Tu CO = rii (ui ciu - U2 C2u). 

Die pro Masseneinheit abgegebene (spezifische) Arbeit ist 

P 
— = U i C i u - U 2 C 2 u . 

(3.122) 

(3.123) 

Diese Gleichung ist als Eulersche Tur binengleichung bekannt. Sie gilt bei Vorzeichenumkehr 
der rechten Seite unverandert auch fiir ein Pumpenlaufrad. Es handelt sich dann bei (3.123) 
um die spezifische vom Fluid aufgenommene Arbeit. Beide Falle unterscheiden sich nur in der 
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Richtung der Energieiibertragung zwischen dem die Maschine durchstromenden Fluid und den 
rotierenden Bauteilen. Man spricht haufig auch von Kraftmaschinen (Turbinen) und 
Arbeitsmaschinen (Pumpen). 

AbschlieBend sei ein Spezialfall von (3.121) hervorgehoben. Liegt ein Laufrad vor, auf das 
kein Moment bei der Durchstromung iibertragen wird, d.h. ist M^^ = 0, so gilt offenbar 
entweder m = 0 oder r ĉ  = konst. Der erste Fall ist trivial, im zweiten Fall ist die 
Unifangskomponente die eines Potentialwirbels. Die Stromung erfolgt auf Spiralbahnen 
(Kapitel 3.1.3). 

3.3.3 Grundsatzliches zum ReibungseinfluB - Kennzahlen 

Mit dem Impulssatz konnen, wie wir gesehen haben, Reibungsverluste beriicksichtigt werden. 
Sie gehen auf dem Umweg liber die Vorgaben auf der Berandung des Kontrollraumes ein. Diese 
konnen Messungen oder Rechnungen entnommen werden. Wir wollen in einem besonders 
einfachen Fall den ReibungseinfluB quantitativ ermitteln. Im wesendichen handelt es sich 
hierbeiumeineErweiterungderfriiherbesprochenenStromfadentheorie. s und n bezeichnen 
die Koordinaten in Stromungsrichtung und senkrecht dazu (Bild 3.84). Es soil hier nur der 
EinfluB der tangential zur Stromungsrichtung wirkenden Schubspannung T untersucht werden. 
Bei der voUstandigen Betrachtung tritt ein Reibungstensor auf. Wir kommen unten darauf 
zuriick. Die einzelnen Schichten sind durch die innere Reibung miteinander verheftet. 
Dies ist die Ursache fiir die Schubspannung x. Wir schneiden ein Massenelement heraus und 
wahlen ein beliebiges Geschwindigkeitsprofil in n-Richtung (Bild 3.84 rechts). Die Pfeile 
geben die Richtungen der Reibungskrafte an, die von auBen auf das betrachtete Element 
iibertragen werden (Bild 3.84 links). Sie hangen von dem gewahlten Profil ab. Es entsteht hier 
eine kleine Schwierigkeit bei der richtigen Wahl des Vorzeichens, weshalb dieses Beispiel 
ausfiihrlich diskutiert wird. Fiir den in Bild 3.84 skizzierten Fall kommt 

Reibungskraft_ dR _ { - ( h | + ci|T|) + | i : |}dsdb_ i d|T| 

Masse d m pdsdndb p dn 
(3.124) 

worin der Betrag der Schubspannung 111 mit dem Newtonschen Ansatz gegeben ist durch 

Bild 3.84 
Zum ReibungseinfluB im Stromfaden 
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dn 
3c 
dn 

dn 

dn 

(3.125) 

Tragen wir fiir den in Bild 3.84 dargestellten Fall (3.125) in (3.124) ein, so wird 

dR.^j^_a_f dc_ 
dm p 3n \̂  dn 

(3.126) 

Wahltman ein anderes Geschwindigkeitsprofil in Bild 3.84, z.B. mit 3 c / 3 n > 0, so kommt 
wiederum (3.126). Im Spezialfall r| = konst vereinfacht sicli (3.126) zu 

dR 
dm 

ri 3^c 
p 3n^ 

3 ^ 
3n^ 

(3.127) 

Die Reibungskraft hangt also von der zweiten Ableitung der Geschwindigkeit ab. Die Ursache 
hierfiir liegt offenbar darin, daB es auf die Anderung der Schubspannung senkrecht zum 
Stromfaden ankommt. Bei der Couette-Stromung erfahrt ein Teilchen demnach keine 
resultierende Reibungskraft! 

Wir stellen jetzt einige auf ein Massenelement wirkende Krafte zusammen. Es handelt sich 
dabei um typische Vertreter der entsprechenden Einfliisse. In der untersten Zeile sind die 
einzelnen Terme durch charakteristische BezugsgroBen fiir Zeit (t), Lange (i), Geschwindig­
keit (c), Dichte (p) undDruck (p) des Stromfadens dargestellt. Wir benutzen in beiden 
Achsenrichtungen s und n denselben LangenmaBstab £. 

physikalischer Effekt 

Kraft 

Masse 

charakteristische GroBen 

Tra^ 

a 

3c 
3 t 

c 
t 

jheit 

b 

3c 

i 

Druck 

1 3p 
p 3s 

P 
pi 

Schwere 

3z 
3s 

g 

Reibung 

VC 

Aus diesen fiinf typischen Kraften lassen sich vier unabhangige dimensionslose Kraftverhalt-
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nisse (= Kennzahlen) bilden. Diese Kennzahlen charakterisieren ein Stromfeld und beschrei-
ben die eingehenden physikalischen Effekte. Wir erhalten der Reihe nach: 

Druckkraft 
Tragheitskraft (b) 

= Eu = Ne. 

P 
pi_ p 

2 ~ 2 
•• Euler - Oder Newton - Zahl = (3.128) 

Fiir ein kompressibles Medium wird 

Eu= P - - ^ P 1 1 
p C^ p C^ K K M^ ' 

wodurch sich ein Zusammenhang mit der Mach-Zahl ergibt. Euler-Zahlen sind uns bereits 
wiederholt begegnet. Wir erinnem z.B. an den Druckkoeffizienten (3.77). 

2_ Ti%!?£iH!E2ft(b)„£i = Froude-ZaM=Fr. (3.129) 
Schwerkraft i g 

Die Froude-Zahl ist uberall dort von Wichtigkeit, wo die Schwerkraft die Stromung 
wesendich beeinfluBt, z.B. in Gewassem mit freier Oberflache. 

- Tragheitskraft (a) -̂  o i i r̂  , . o /-,-.-»^N 
3. ^-^ = Strouhal-Zahl=Str. (3.130) 

Tragheitskraft (b) t c 

Diese Kennzahl charakterisiert instationare Stromungsvorgange, wie sie z.B. in alien 
periodisch arbeitenden Kraft- und Arbeitsmaschinen auftreten. Die Strouhal-Zahl geht ein, 
wenn man das instationare GUed der BemouUi-Gleichung (3.13) ins Verhaltnis zu den 
stationaren Termen setzt. Dies ist oft erforderlich um festzustellen, ob eine Stromung als 
stationar angesehen werden kann. Hierzu muB Str « 1 sein. 

Tragheitskraft (b) / c ^ ^ , . r̂  , , ^ ,̂  ^ 
- — ; , , ^ T r r = — = Reynolds-Zahl = Re. (3.131) 

Reibungskraft v_c v ^ 

W. Froude, 1810 -1879 V. Strouhal, 1850 - 1922 
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Diese wichtige Kennzahl erfaBt den ReibungseinfluB. 1st 

Re = — » 1 , (3.131a) 
V 

d.h. ist die Tragheitskraft (b) sehr viel groBer als die Reibungskraft, so ist die Reibung 
innerhalb des Stromfeldes von geringem EinfluB. Die Viskositat spielt nur in Wandnahe 
aufgrund der Haftbedingung in der Grenzschicht eine RoUe (Bild 3.85). Dies ist der 
Ausgangspunktder Prandtlschen Grenzschichttheorie. Ist 

Re = — ? , 1 , (3.131b) 

so ist die Reibung im ganzen Stromfeld von Bedeutung. Durch Re ̂  1 werden sogenannte 
schleichende Stromungen (= Stokessche Stromungen) erfaBt. Hier konnen die nichtlinearen 
TragheitsgliederindenBewegimgsgleichungenoftganzvernachlassigtwerden.DieDruckkrafte 
stehen mit den Reibungskraften im Gleichgewicht. Beispiele sind die Bewegungen in sehr 
zahen Olen. Allerdings ist (3.131b) auch wichtig fiir Stromungen bei extrem geringer Dichte, 
denn die Reynolds-Zahl 

wird mit p klein. Diese Uberlegungen spielen z.B. bei Satellitenbewegungen am Rande der 
Atmosphare, aber auch im Labor z.B. bei Vakuumpumpen eine Rolle. 

Schwierigkeiten konnen sich manchmal bei der Wahl der geeigneten BezugsgroBen fiir die 
Kennzahlenergeben.HierbedarfeseinergewissenErfahrung,umdiejenigenBestirnmungsstucke 
herauszufinden, die fiir die Phy sik der j e weiligen S tromung entscheidend sind. Manchmal gibt 
es mehrere Moglichkeiten. ZumBeispiel kann in der Re-Zahl der Grenzschichtstromung (Bild 
3.85) alsLangenmaBstabdieGrenzschichtdicke 6 verwendet werden. In gleicherWeise kann 

Bild 3.85 
Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht 

G.G.Stokes, 1819-1903 
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manauchdieLauflange i ,vonderKorperspitzebiszurbetrachtetenStelle,benutzen. SinnvoU 
sind beide Bildungen, obwohl sie zu verschiedenen GroBenordnungen der Re-Zahl fiihren. 

Die wichtigste Anwendung der Kennzahlen liegt darin, daB es mit ihrer Hilfe moglich ist, 
geometrisch ahnliche Stromfelder ineinander umzurechnen. Dies ist die Grundlage aller 
Modell versuche, wo, aufgrund von Messungen am geometrisch ahnlich verkleinerten Modell 
z.B.imWind-oderWasserkanal,Aussagen liber dieOroEausfuhrunggemachtwerdensoUen. 
Wir kommen spater darauf zuriick. 

3.3.4 Laminare und turbulente Stromung 

Wir beobachten im Experiment zwei grundsatzlich verschiedene Stromungszustande. Sie 
wurden qualitativ von Hagen beschrieben, von Reynolds erstmalig quantitativ erfaBt. Der 
experimentelle Tatbestand wird anhand des Reynoldsschen Farbfadenversuches erlautert 
(Bild 3.86). Ein viskoses Medium (kinematische Viskositat v) stromt durch ein Rohr kreis-
formigen Querschnitts (Durchmesser d) mitder Geschwindigkeit c. Durch eineDrosselkann 
der Volumenstrom geandert werden. Ein Farbfaden wird als Stromungsanzeiger verwendet. 

1. Ist die Reynolds-Zahl klein, d.h. Re = c d/v < 2300, so liegt eine laminare Stromung 
vor. Die makroskopisch beobachtbare Stromung erfolgt in parallelen Schichten (lamina = 
Schicht, Scheibe). Mikroskopisch, d.h. molekular, erfolgt ein regelloserlmpulsaustausch der 
einzelnen Schichten untereinander, der, wie wir friiher feststellten, die Ursache der inneren 
Reibung ist. 

2. Ist die Reynolds-Zahl groB, d.h. Re = c d/v > 2300, so spricht man von turbulenter 
Stromung. Hier tritt im Gegensatz zu oben einmakroskopischer, sichtbarer Austausch auf. 
Es handelt sich um eine instationare, wirbelartige Zufallsbewegung. 

Reynolds hat den Ubergang der laminaren in die turbulente Stromung (sogenannter laminar-
turbulenter Umschlag) untersucht und gefunden, daB dieser allein von der Kennzahl c d/v 
abhangt. Aufgrund von Beobachtungen hat er vermutet, daB es sich hierbei um ein 
Stabilitatsproblem handelt. Die laminare Stromung wird bei hoheren Reynolds-Zahlen 
instabil gegeniiber Storungen, d.h. kleine Storungen, die in Natur und Technik immer 
vorhanden sind, rufen in einem solchen Fall groBe Wirkungen hervor, die die laminare 
Stromung schlieBlich in die turbulente Stromung iiberflihren. 

Farbe 

Bild 3.86 £ ^ 
Reynoldsscher Farbfadenver-
such 
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Diese anschaulicheErfassung des turbulenten Zustandes fiihrt zur Reynoldsschen Beschrei-
bung turbulenter Stromungen. Hierbei wirddie instationareFeldgroBe (z.B. die Geschwin-
digkeit u(x,y,z,t)) additivineinenzeitiichenMittelwert u(x,y,z) undeineSchwankungsgroBe 
u'(x,y,z,t) zerlegt. 

u(x, y, z, t) = u(x, y, z) + u' (x, y, z, t ) , 
(3.132) 

V = V + V w = w + w 

Der zeitliche Mittelwert am festen Ort ist definiert durch 

u(x,y,z) = — J u(x,y,z,t)dt. (3.133) 

T ist hierin so groB gewahlt, daB eine weitere Zunahme keine spiirbare Anderung von u ergibt. 
(3.133) hat zur Folge, daB die zeitlichen Mittelwerte der SchwankungsgroBen verschwinden: 

u' = v '= w' = 0. (3.134) 

Diese Schwankungsgeschwindigkeiten u', v', w', die die charakteristischen Eigenschaften 
turbulenter Stromungen enthalten, lassen sich mit einer Hitzdrahtsonde bestimmen. Hierbei 
wird die Abkiihlung eines erwarmten Platindrahtes als MaB fiir die Schwankungen benutzt. 
In einem festen Raumpunkt (x,y,z) erhalt man eine Darstellung wie in Bild 3.87. 

Zur Charakterisierung des Turbulenzgrades (=Tu) in einem Stromfelddient die dimensionslose 
Bildung 

Tu _/(ZZ (3.135) 

Im Zahler steht als charakteristisches MaB fiir die SchwankungsgroBe die Wurzel aus dem 
mittleren Fehlerquadrat. Sie wird ins Verhaltnis gesetzt zur mittleren S tromungsgeschwindigkeit 

UA 

Bild 3.87 
Hitzdrahtsignal als Funktion der Zeit 
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an der betrachteten S telle. 

3.3.5 Geschwindigkeitsverteilung und Druckabfall in Kreisrohren bei laminarer und 
turbulenter Stromung 

1. Laminare Rohrstromung (Hagen-Poiseuille-Stromung) 
Wir betrachten eine horizontale Rohrstrecke. Die Stromung sei ausgebildet, d.h. das 
Geschwindigkeitsprofil andert sich in x-Richtung nicht. Dies setzt voraus, daB wir uns in 
genugenderEntfemungvomEinlaufbefinden.AufeineAbschatzungdieserStreckekommen 
wir spater zuriick. Bei einer Schichtenstromung im Rohr ist der Druck, wie in der Grenzschicht, 
liber den Querschnitt konstant. Man beachte hierzu (3.16) im Fall r -> oo. EineDruckdifferenz 

inStromungsrichtunghatdieBewegimgaufrecht.ZurBestinimungdesGeschwindigkeitsprofils 
wenden wir den Impulssatz auf einen koaxialen Zylinder an (Bild 3.88). Es herrscht 

GleichgewichtzwischendenDruckkraftenundderReibungskraft.EineresultierendeImpulskraft 
gehthiernichtein,dadieStromungausgebildetist.WirerhaltenfiirdeninBild3.88skizzierten 
Fall 

71 r ^ p j - n r ^P2~ h i Inri =0 . 

Hierin gilt analog zu (3.125) 

h|: 
dc 
dr 
dc 
dr 

dr 

dr 

Die Schubspannung ist damit eine lineare Funktion von r. Geht man in Bild 3.88 von einem 

Bild 3.88 
Anwendimg des Impulssatzes 
auf die laminare Stromung im 
Kreisrohr 
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anderen Geschwindigkeitsverlauf aus, so kommt derselbe Zusammenhang wie oben, namlich 

dc _ Ap 1 
d r ~ I Irx ' 

Integration liefert mit der Haftbedingung (r = R, c = 0) 

c(r) = — 
£ 4r| 

f 2\ 
1 - 1 = c„ 

V R % 
(3.137) 

Es kommt eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung mit der Maximalgeschwindigkeit 

Ap R^ 

auf der Rotationsachse (Bild 3.89). Durch Integration wird der Volumenstrom 

(3.138) 

V = c ^ A = JcdA=J 
r=0 

27Crdr = 7lR^^i2a^ = A^^2ax . (3.139) 

Fiir das volumetrische Mittel der Geschwindigkeit c wird also 

^m ^ ^max • 

Damit kommt fiir den Volumenstrom die Darstellung 

(3.140) 

Bild 3.89 
Geschwindigkeit und Schubspannung 
fiir die laminare Stromung im Kreisrohr 
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2 """̂  8 £r| 

Also ergeben sich die Proportionalitaten 

V ~ A p , V - R ^ (3.141) 

Diese Aussagen werden als Hagen-Poiseuille-Gesetz bezeichnet. Sie zeigen die charakteri-
stischen Abhangigkeiten des Volumenstromes. V ~ R^ ist insbesondere fur Anwendungen 
im Bereich der Medizin von Wichtigkeit. Verkleinerung von R kann zu einer drastischen 
Reduktionvon V fiihren! 

Bisher haben wir die Frage untersucht, welche Geschwindigkeit sich als Folge der 
Druckdifferenz A p einstellt. Fiir die Anwendungen ist die Umkehrung der Fragestellung von 
Interesse: Wie groB ist die Druckabnahme (= Druckverlust) A p in einer Rohrleitung bei 
vorgegebenem Yolumenstrom? In dieser Druckabnahme in S tromungsrichtung auBert sich der 
ReibungseinfluB. Das Geschwindigkeitsprofil bleibt dabei ungeandert. Fassen wir (3.138) 
und (3.140) zusammen, so wird 

A ^ _ 4 r | ^ c ^ , ^ _ 8 p v ^ c ^ 

"^P" R2 " R^ * 

Wir spalten diesen Ausdruck auf, indem wir charakteristische GroBen zusammenfassen: 

A P = f c ^ ^ X l a m > ^ l a m = - ^ - R e D = ^ - (3-142) 

Der erste Anteil auf der rechten Seite liefert die Dimension des Druckes, der zweite Anteil 
charakerisiert die Geometric, der dritte enthalt die Phy sik des Rohrreibungsvorganges. X wird 
als Verlustkoeffizient bezeichnet. Dieser Aufbau der Druckverlustformel ist typisch. Er wird 
uns noch wiederholt begegnen. (3.142) enthalt die weiteren interessanten Aussagen: 

Ap-i , A p - c ^ . (3.143) 

Der Druckabfall ist eine lineare Funktion der Rohrlange. Das ist plausibel, da bei ausgebil-
deter Stromung kein Rohrabschnitt ausgezeichnet ist. Daher kommt nur eine lineare Funktion 
in Frage. A p ~ c^ ist typisch fiir laminare Stromungen. 

In den Anwendungen sind z.B. vorgegeben: V, A, £, p, v. Aus V =c A folgt c =V/A 
unddamit RCĵ  = (cjv) ^4A/n.Hiermitpriifen wirnach,obRCj^ ^ 2300 ist.Liegtder 
laminare Fall vor, kann der Druckabfall mit (3.142) berechnet werden. In der Praxis handelt 
es sich jedoch weitgehend um turbulente Stromungen, weshalb wir uns jetzt ausfuhrlich mit 
diesem Fall beschaftigen. 
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2. TurbulenteRohrstromung 
Die turbulente Stromung ist ungleich schwieriger als die laminare zu behandeln. In technischen 
Anwendungen interessieren haufig gar nicht alle Einzelheiten des Stromungsfeldes. Oftreicht 
es, wenn man die zeitlichen Mittelwerte kennt. Wir setzen voraus, daB fiir diese im Rohr eine 
ausgebildete Stromung vorliegt. Den Kontrollraum erstrecken wir iiber den ganzen 
Rohrquerschnitt (Bild 3.90). Es besteht ein Gleichgewicht zwischen Druck- und 
Wandschubspannungskraften 

7C R^ Pl -71 R^ P2 - | T^ I 2 7C R ^ = 0 , 

i 2 ^ 
Ap = P i - P 2 = h w | -

R 
(3.144) 

Fiir die Wandschubspannung machen wir den Dimensionsansatz 

I - I P - 2 (3.145) 

Hierinbedeutet Cĵ  den zeitlichen und raumlichenMittelwertderGeschwindigkeit. Manerhalt 
ihn aus der Funktion c(r,t), indem man nacheinander die Mittelbildungen (3.133) und (3.139) 
ausfiihrt. Tagt man (3.145) in (3.144) ein, so wird mit der Abkiirzung 4 a = X^^^^ 

AP=^4 
D ^turb • 

(3.146) 

Der Aufbau der Druckverlustformel ist genauso wie im laminaren Fall (3.142). Allerdings 
muB diesmal X^^^ aus Experimenten ermittelt werden. Eine theoretische B erechnung ist bisher 
nicht moglich. Man erhalt 

1. durch Interpolation von MeBergebnissen (Blasius-Formel) 

0,3164 
^turb -

Reo^/^ 
giiltigbis RCp -10^ , (3.147a) 

implizite Darstellung von Prandtl 

Bild 3.90 
KontroUbereich fiir die turbulente Stro­
mung im Kreisrohr 
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/ . = 2 W^ (RCD V t̂urb ) - 0,8 , gultig bis Rej3 - 3 • 10^. (3.147b) 
V t̂urb 

In Bild 3.91 sind die laminare GesetzmaBigkeit sowie die obigen Beziehungen eingetragen. 
Dariiber hinaus findet man auch die Ergebnisse fiir rauhe Rohre, die im nachsten Abschnitt 
ausfiihrlich diskutiert werden. Man spricht in diesem Zusammenhang vom Nikuradse-
Diagramm. R/k^ heiBt Sandkomrauhigkeitsparameter. k ist ein typisches MaB fur die 
Sandkornrauhigkeit (Bild 3.92). Zunehmende Rauhigkeit, d.h. abnehmendes R/k^, bedeutet 
Anwachsen des Druckverlustes. Wir kommen hierauf ausfiihrlich zuriick. 

Aus dem Blasius-Gesetz folgt eine interessante Konsequenz flir die (zeidich gemittelte) 
Geschwindigkeit. Wir tragen (3.147 a) in (3.145) ein und sehen von Zahlenfaktoren ab: 

IT I - -£ r^ ^turb _ ^ ^7/4 1/4 p -1/4 _ _ -7/4 . ,1/4 p -1/4 /o i /. ox 
P w l - ^ ^ m ^ '^PCm ^ ^ ~PCmax^ ^ • (3.148) 

Wir benutzen fiir das Geschwindigkeitsprofil einen Potenzansatz mit freiem Exponenten m: 

100X 

glatt und rauh glatt rauh 

Bild 3.91 
Verlustkoeffizient X als Funktion der Reynolds-Zahl und Rauhigkeit beim Kreisrohr (Nikuradse-
Diagramm) 

H. Blasius, 1883 - 1970 J. Nikuradse, 1894-1979 
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Bild 3.92 
Definition der Sandkomrauhigkeit k 

c(y) = c„ (3.149) 

y ist hierin der wandnormale Abstand y = R - r. Wirlosen (3.149) nach c^^x ^^f und tragen 
dies in (3.148) ein: 

| ^ w h p c ' ' ' y " ' " ^ ' v ^ ^ ^ R ^ - / ^ - i / ^ (3.150) 

Prandd und v. Karman haben die Hypothese ausgesprochen, daB diese turbulente 
Wandschubspannung vom Rohrradius unabhangig sein soUte. Das heiBt, die turbulente 
Stromung ist mehr oder weniger durch die lokalen Daten des S tromfeldes bestimmt. Im obigen 
FaU wird damit 

1 - - (y 
7 ""^ VR 

1/7 

1 - -
R 

1/7 
(3.151) 

Dies ist das wichtige 1/7-Potenzgesetz, dessen Giiltigkeit mit der des Blasius-Gesetzes 
iibereinstimmt. 

In Bild 3.93 sind das laminare (3.137) und das turbulente Geschwindigkeitsprofil (3.151) fur 

Bild 3.93 
Laminares und turbulentes Geschwindigkeits-
profil im Kreisrohr 

Th.v. Karman, 1881-1963 
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denselben Volumenstrom gezeichnet. Das turbulente Profil ist rechteckformiger als das 
laminare. Wir besprechen einige Aussagen im Detail. 

1. Fiir m = 1/7 ist Cĵ  = 0,816 Cĵ ax • Das Geschwindigkeitsprofil (3.151) hat zwei kleine 
Schonheitsfehler. An der Rohrwandergibt sich ein unendlicher Anstieg. Das istunbedenklich, 
da in unmittelbarer Wandnahe die S tromung laminar ist (Reibungsunterschicht) und daher das 
obige Gesetz dort nicht benotigt wird. An der Rohrachse tritt ein Knick im 
Geschwindigkeitsprofil auf. 

2. Mit wachsender Reynolds-Zahl wird der Exponent in (3.151) kleiner, d.h. das Profil 
wird immer rechteckformiger. Die Ursache hierfiir liegt darin, daB der makroskopische 
Queraustausch das Bestreben hat, das Geschwindigkeitsprofil auszugleichen und moglichst 
gleichformig iiber den Querschnitt zu gestalten. 

3.3.6 Laminare und turbulente Stromung durch rauhe Rohre (Nikuradse-Diagramm) 

Wir diskutieren Bild 3.91 im einzelnen. Das Wesendiche laBt sich in zwei Pimkten zusammen-
fassen. 

1. Fiir laminare Stromung ist ?l=f (Re), d.h. der Druckverlustbeiwert hangt nicht von der 
Rauhigkeit ab. 

2. Fiir turbulente Stromungen gilt die Alternative 

a. X = g 
fiir 2 • 10^ < Re < 3 • 10^, Re ,— 

k. V 

b. ? l = h l — ^ fi ir3.10^<Re. 

Im Bereich mittlerer Reynolds-Zahlen (2 • 10-̂  < Re < 3 • 10^) treten also beide Argumente 
auf, wahrendfiir hohere Reynolds-Zahlen nur die Rauhigkeit eingeht. Diese charakteristLschen 
Abhangigkeiten lassen sich folgendermaBen anschaulich begriinden. 

1. Bei laminarer Stromung tritt kein nennenswerter EinfluB der Rauhigkeit auf, da der 
makroskopische Queraustausch fehlt. Die Schichtenstromung schafft sich sozusagen selbst 
eine glatte Wand und deckt die Rauhigkeiten zu. 

2a.b. Bei turbulenter Stromungkommt es entscheidend darauf an, ob die Rauhigkeiten noch 
von der wandnahen laminaren Unterschicht zugedeckt werden - dann nennt man das Rohr 
hydraulisch glatt - oder ob sie aus dieser Schicht herausragen und damit die voUturbulente 
Stromung wesentHch beeinflussen. 
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Diese wichtige Vorstellung wollen wir quantitativ bestatigen. Wir schatzen dazu die Dicke 
der laminaren Unterschicht A ab. In ihr soil die Geschwindigkeit linear von Null bis etwa 
1/2 Cn̂  ansteigen (Bild 3.94). DieWandschubspannung laBt sich auf zweierlei Art darstellen: 

I'-l 2^- 4 \ d y J ^^ A 

D ^turb R^D 
(3.152) 

Benutzen wir hierin die Blasius-Formel (3.147), so wird 

12,64 

D Reo'/^ 
(3.153) 

A/D nimmt also mit wachsender Reynolds-Zahl ab. Dies bestatigt die friihere Aussage, dal5 
das Geschwindigkeitsprofil mit zunehmender Reynolds-Zahl immer rechteckformiger wird. 

Ein Zahlenbeispiel zur GroBenordnung von A : 

Ren =10"^ , ,̂„.K = 0,03 , ~ - 1 0 " ^ , D = 10cm , A - 1 m m . -D- ^turb • 

Der wesentliche Geschwindigkeitsanstieg erfolgt in Wandnahe, also auf einer Strecke von 
etwa 1% des Durchmessers! 

Mit der Abschatzung (3.152) konnen wir die obigen Feststellungen 2a.b. leicht begriinden. Wir 
diskutieren zwei typische Zahlenbeispiele. 

/ 
turbulentes / 
Geschwindigkeitsprofil c (y) / 

/ 
/ 

-ic -2 m̂ 

A = laminare Unterschicht t 
Bild 3.94 
Definition der Dicke der lami­
naren Unterschicht A 
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1. ReD=10^ , Kmh=0fi4 , ^ - 3 0 . 

Hier zeigen wir, daB die Rauhigkeiten aus der Unterschicht herausragen. Mit (3.152) wird 
namlich 

A 8 8 kc 

ReD=10^ , ^turb=0,03 , - ^ - 6 0 . 
k̂  

Jetztkommt 

R 0,03-10^ o ^ . R . . , 
— = — = 37,5<— , d.h. k. <A. 
A 8 k ' 

Das heiBt, die Rauhigkeiten werden von der Unterschicht zugedeckt. Das Rohr ist hydraulisch 
glatt. 

Der Ubergang zu technisch rauhen Rohren wird durch den Begriff der aquivalenten 
Sandkornrauhigkeit ermoglicht. Darunterverstehtman diejenige Sandkomrauhigkeit k ,die 
bei gleicher Reynolds-Zahl den gleichen Verlustbeiwert X liefert. Bild 3.95 gibt einige 
Rauhigkeitswerte fiir technisch wichtige Falle. 

Liegt ein Rohr nichtkreisformigen Querschnittes vor, so verwendet man im turbulenten 

Fall alscharakteristischesLangenmaB den hydraulischenDurchmesser Dĵ  anstellevon D : 

^ G l a s 

Bild 3.95 
Aquivalente Sandkomrauhig-
keiten 

glatt 

sehr fast 

rauh 

mdnig normal sehr extrem 

EP Asbestzement 

i Stahl 
H GuBeisen 

1 
Erdmaterial § 

MauerwerkI 
n 4 w^m 

Steinmaterial y/y^yy/A 

0,001 0,01 0,1 

Felsausbruch ^ S 3 
4-10 100 1000 mm 
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4A 

U 
(3.154) 

mit A = Querschnittsflache und U = benetzter Umfang. Fiir den Druckverlust gilt 

AP = £ 4 77" t̂urb Re 
c„, Du 

Dh^ (3.155) 

Man beachte, daB diese Aussage auf turbulente Stromungen beschrankt ist. Daselbst ist die 
Geschwindigkeit nahezu konstant iiber den Querschnitt. Hieran diirfte es liegen, daB in diesen 
Fallen eine Umrechnung auf den hydraulischen Durchmesser moglich ist. Bei laminaren 
Stromungen trifft dies nicht zu, und eine entsprechende Darstellung ist nicht richtig. 

3.3.7 Stromung in der Einlaufstrecke 

BisherhabenwirunsmitderausgebildetenStromungimRohrbeschaftigt.Wirdiskutierenjetzt 
die Verhaltnisse am Rohreinlauf. 

1. Laminare Stromung 
Das Fluid wird aus dem Ruhezustand (0) angesaugt (Bild 3.96). Im Eintrittsquerschnitt (1) 
ist die Geschwindigkeit konstant = c^. Der ReibungseinfluB fiihrt stromab zur Bildung einer 
Grenzschicht.DieEinlaufstrecke^ endetdort,wodieseGrenzschicht (GS) aufdieRohrachse 
auftrifft (2). Vondaabherrschtausgebildete Stromung. Mitanderen Worten: dieGrenzschicht 
fiillt von da ab das ganze Rohr. Es ist plausibel, daB der Druckverlust in der Einlaufstrecke 
groBer ist als bei ausgebildeter Stromung. Dies deshalb, da 

1. die Wandschubspannung groBer ist und 

Ansaugen 

aus ruhendem 

Medium 

Po 

® (^ 

Bild 3.96 
Stromung in der Einlaufstrecke eines Kreisrohres 
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2. zur Abanderung des Geschwindigkeitsprofils (T) —> (5) eine zusatzliche Druck-
differenz erforderlich ist. 

Wir konnen den Druckabfall in der Einlaufstrecke leicht bestimmen. Wegen des nahezu 
reibungslosen Verhaltens der Kemstromung auBerhalb der Grenzschicht rechnen wir auf der 
Rohrachsevon (T) —> (5) mit der BemouUi-Gleichung 

P i P 2 A Q 2 

Ap = P i -P2 = 3 | c ^ . 

Es kommt also der betrachtliche Druckabfall von drei dynamischen Driicken. Eine Rechnung 
zur Bestimmung derLange der Einlaufstrecke muB natiirlich den Verlauf der Wandschubspannung 
beriicksichtigen. Mit dem Impulssatz kann man den ganzen Vorgang diskutieren. Eine 
Naherungsrechnung ergibt 

—-0,03ReD , R e D = - ^ ^ . (3.156) 

Ein Zahlenbeispiel veranschaulicht die GroBenordnung 

Re^ = 2 • 10^ (obere Grenze) , — ~ 60 . 
D 

Wir berechnen hiermit zum Vergleich den Reibungsdruckabfall fiir die ausgebildete Stromung 
auf derselben Strecke: 

A p = P c 2 ^ 1 - ^ = £ c ^ 0 , 0 3 . 6 4 = l , 9 2 P c L 
^ 2 " ' D R e D 2 " ' 2 "^ 

Der zusatzliche Druckverlust in der Einlaufstrecke betragt demnach 

Ap = l , 0 8 ^ c i . 

Wir geben an dieser Stelle eine Abschatzung der Lange der Einlaufstrecke. Wir benutzen 
hier bereits ein Ergebnis der Plattengrenzschicht (Bild 3.97). Fiir die Grenzschichtdicke 6 gilt 

' - ' ' ' - ''' (3.157) 
'Re/ IV_l 
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r^' 
y/////Xjr//// 

1 — • 

u 

: ^ \^ 
/ / / ^ / / / / / y / /\ 

Bild 3.97 
Bezeichnungen bei der Plattengrenz-
schicht 

Wir wenden diese Beziehung auf die Einlaufstrecke im Rohr an. Es ist klar, daB wir hier eine 
Starke Vereinfachung durchfiihren. Der raumliche EinfluB des Rohres bleibt unberiicksichtigt. 
Am Ende der Einlaufstrecke ist 5 = D/2 ; U entspricht in der Rohrstromung c^^^ = 2 • c^. 
(3.157) ergibt hiermit max m * 

5 D 3,5 
l i 2 c 

v D 
D 

^ = 0 , 0 4 R e ^ . 

Dies stimmt, zumindest was die Abhangigkeit von der Reynolds-Zahl angeht, mit (3.156) 
iiberein. Der vemachlassigte raumliche Effekt kommt in dem zu groBen Zahlenkoeffizienten 
zumAusdruck. 

2. TurbulenteStromung 
Die Einlaufstrecke ist kaum von der Reynolds-Zahl abhangig. Die Angaben schwanken: 

D 
' 20 bis 30 , 

je nachdem, wie genau das Endprofil erfaBt wird. Grundsatzlich gilt, daB diese Einlaufstrecke 
kurzer ist als im laminaren Fall Das ausgebildete turbulente Geschwindigkeitsprofil ist 
nahezurechteckformigundbesitztdamitschoneineengeVerwandtschaftmitdemEinlaufprofil. 
DerzusatzHcheDruckabfaUdurchUmformungdesGeschwindigkeitsprofilsistebenfallsnicht 
erheblich, da auf der Rohrachse nur eine geringftigige Beschleunigung auftritt. Im 
Gultigkeitsbereich des Blasius-Gesetzes gilt 

Pi + f c^ = P 2 + | c ^ a x = P 2 + U 0 ^ 4 

Ap = p i - p 2 = 0 , 5 ^ c ^ 

Der Zahlenkoeffizient ist hier erheblich kleiner als im laminaren Fall. Er nimmt mit groBer 
werdender Reynolds-Zahl noch weiter ab. 
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3.3.8 GeschwindigkeitsschwankungenundscheinbareSchubspannungen 

Wir beschaftigen uns jetzt mit den Details turbulenter Stromungen und gehen auf die 
Rey noldssche Zerlegung der Gesch windigkeiten in Abschnitt 3.3.4 zuriick. Wir bestimmen die 
Wirkung der Schwankungsgeschwindigkeiten bei einem einfachen Stromungsmodell. Die 
Hauptstromungsrichtung soil in x-Richtung liegen (Bild 3.98). Wir interessieren uns fiir die 
Impulskraft, die von den Schwankungsgeschwindigkeiten im zeitlichen Mittel auf eine 
bestimmte Kontrollflache iibertragen wird. 

1. Die Kontrollflache sei senkrecht zur x-Achse (Bild 3.99): 

d Fj = - p w (w n) d A, 

d R J,x 

dA 
= pu-

Wir bilden das zeitliche Mittel dieser Normalspannung: 

T 

p u ^ = l J p u ^ d t = p(u + u')^ = p(uH2uu'+u'^) = p(u^ + u'^). (3.158) 
0 

Durch diese Schwankungen kommt ein zusatzlicher Anteil. 

2. Die Kontrollflache liege in x-Richtung (Bild 3.100): 

>U 

Bild 3.98 
Stromung mit Schwankungsge­
schwindigkeiten 

V 

dA 

Bild 3.99 
Hauptstromungsrichtung normal zur Kontrollflache 

Bild 3.100 
Hauptstromungsrichtung 
tangential zur Kontrollflache 
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Bild 3.101 
ZurErmittlimgdes Vorzeichens der schein-
baren Schubspannung 

d R 

dA 
= p u V. 

Das zeitliche Mittel dieser Tangentialspannung wird: 

p u V = p (u + u') v' = p u' v' . 

Wirerkennen,da6eshiernuraufgrundderbeidenSchwankungsgeschwindigkeiten u' und v' 
zu einem Beitrag kommt. Wir diskutieren das Vorzeichen. Wir betrachten Teilchen, die, von 
oben kommend, die Kontrollflache durchlaufen (Bild 3.101). u' > 0 , v' < 0 fiihren zu x > 
0, d.h. zu einer positiven Tangentialspannung, die von der Stxomung an die Kontrollflache 
tibertragen wird. Wir definieren daher als 

Reynoldssche scheinbare Schubspannung = x = - p u' V . (3.159) 

Betrachten wir sowohl diesen makroskopischen Austausch als auch die molekularen Vorgan-
ge, so erhalten wir insgesamt bei turbulenter Stromung 

du 
dy" 

V = ^T-:-P^'v'. (3.160) 

Diese Darstellung gilt gemaB unserer Herleitung nur fiir eine eindimensionale Grundstromung. 
Im allgemeinen Fall tritt ein Spannungstensor auf. Wir kommen hierauf bei der Herleitung der 
Navier-Stokes-Gleichungenzuriick. 

Wir behandeln zwei Grenzfalle von (3.160). 

1. In unmittelbarer Wandnahe (v' -^ 0) kommt 

du 
'^ees ~ ^ dy 

(3.161a) 

L. Navier, 1785 - 1836 
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Diese Darstellung in der (laminaren) Reibungsunterschicht bestatigt die von uns friiher 
gemachten Ansatze. 

2. In groBem Wandabstand, sogenannte freie Turbulenz, ist u ~ konst und damit 

Xg,, = -p¥V. (3.161b) 

Wir schatzen beide Anteile bei der Rohrstromung ab: 

1, 

| ^ i | = n 
du 

pv^^—- , -4:y- = - - 7 ^ r - = - -A = ~ V ^ (3.162a) 
A ' p c ^ 2 A c ^ 2 A R e 

D ^ 
| d y 

Bei Reĵ  = 10^ gilt fur das glatteRohr X^^^^= 1,7 • 10'^, also 

iy-=2,Mo-^ 

DieSchwankungsgeschwindigkeitenbetrageneinigeProzentederniitderenGeschwindigkeit; 
mit u-Cm wird 

M= | t 2 | = | p U V | , ^ 
u V 

u u 
•5% = 2,5.10~^ (3.162b) 

Wir sehen, daB bei geniigend hoher Reynolds-Zahl der zweite Anteil iiberwiegt. 

3.3.9 Prandtlscher Mischungswegansatz fiir die Schwankungsgeschwindigkeiten 

Die Problematik bei der Anwendung von (3.160) liegt darin, daB wir bisher wenig Informa-
tionen iiber die Schwankungsgeschwindigkeiten besitzen. Wir gehen hier wieder von einer 
mittleren Bewegung in x-Richtung aus: 

u = u (y) + u' , V = v', 

und sucheneine Darstellung der GroBen u',v' durch u(y). Analog zurkinetischenGastheorie 
(Abschnitt 1.3) fiihren wir den Prandtlschen Mischungsweg ein. Wir verstehen darunter 
diejenige Lange, die ein Turbulenzelement im Mittel zuriicklegt, bevor es sich mit der 
Umgebung vermischt und damit seine Individualitat aufgibt (Bild 3.102). Dies ist ein 
makroskopisches Analogon zur mittleren freien Weglange der Gaskinetik. Im einzelnen geht 
die Uberlegung wie folgt: Ein Teilchen aus der Schicht y gelangtbei v '>0 in das Niveau 
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Bild 3.102 
ZumPrandtlschen Mischimgs-
wegansatz 

y + ̂  J. Dort hat es fiir den in Bild 3.102 skizziertenFall eine Untergeschwindigkeit gegeniiber 
der Umgebung von der GroBe 

u(y) -u (y + 4 ) = - ^ i 
du 
dy 

Diese Untergeschwindigkeit faBt Prandtl als Geschwindigkeitsschwankung im Niveau y + ^j 
auf, d.h. 

du 
dy 

(3.163a) 

Aus Kontinuitatsgriinden wird ganz entsprechend angesetzt 

, du 
dy 

(3.163b) 

Damit ist auch das richtige Vorzeichen gegeben, wie man an Bild 3.102 sofort bestatigt. Fiir 
die Reynoldssche scheinbare Schubspannungkommt jetzt 

i; = -pu 'v '=p£ l4 f -p | =p''^ ^ d u ^ ' 
dy 

(3.164a) 

Fiir ein beliebiges Geschwindigkeitsprofil (z.B. mit d u / d y < 0 ) gilt unter Beachtung des 
Vorzeichens 

T = p j 
du 

dy 
dn 
dy' 

(3.164b) 

i ist hierin ein charakteristischer LangenmaBstab fiir die Vermischung in turbulenten 
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Stromungen (= Prandtlscher Mischungsweg). Er muB als Funktion von y dem Experiment 
entnommen werden, weshalb diese Theorie als halbempirisch bezeichnet wird. Wichtig ist 
in (3.164a,b) die Abhangigkeit vom Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten. Dies weist auf 
typische Unterschiede zur laminaren Stromung hin. Aus (3.160) wird mit (3.164a) 

d u . .2 f d u^ 

^ dy UyJ 
(3.165) 

Wir diskutieren einige Eigenschaften der turbulenten Stromung in der Nahe einer Wand. 

1. In der (laminaren) Reibungsunterschicht ist ^ -> 0. 

- _ d u _ -

u(y) = ^ y . 

Mit der sogenannten Wandschubspannungsgeschwindigkeit 

u^= [ ^ (3.166) 
V P 

wird 

^(yl=y^=y\ (3.167) 

Die Geschwindigkeit ist eine lineare Funktion von y. y"̂  ist ein in geeigneter Weise di-
mensionslos gemachter Wandabstand. Die GroBenordnung der Wandschubspannungs-
geschwindigkeit laBt sich mit den Daten der Rohrstromung (Reĵ  = 10^, X^^^^ = 1,7 • 10" )̂ 
abschatzen: 

u V Pu ' l /pc^ V 8 

Wir kommen also in dieselbe GroBenordnung wie die Schwankungsgeschwindigkeiten und 
konnen damit û  als MaB fiir u' und v' auffassen. 

2. AuBerhalb der Reibungsunterschicht - aber immer noch in Wandnahe - gilt 

„2 ( du^ 

Wir sprechen hier von der Wandturbulenz (Bild 3.103). Prandd machte die Annahme, daB 
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Bild 3.103 
Die verschiedenen Ge-
schwindigkeitsprofile in tur-
bulenter Stromung 

auch hier X„Q^ = '̂ W =" konst ist sowie ^ = K y mit K = konst. Damit wird 

- 2 2 I d u 

Uy 

Wir konnen dies als eine Bestimmungsgleichung fur das Geschwindigkeitsprofil u(y) 
auffassen. Integration fiihrt mit den Bezeichnungen (3.166) und (3.167) zu 

U^ K 

Die beiden Konstanten K und C werden im Experiment bestimmt. Es kommt das 
logarithmischeGeschwindigkeitsprofil 

- ^ = 2,5-^ny^ + 5,5. (3.168) 

Diese universelle GesetzmaBigkeit gilt auBerhalb der (laminaren) Unterschicht, so daB die 
Singularitat an der Wand bei y = 0 nicht von Bedeutung ist. Bei groBerem Wandabstand 
schlieBt an (3.168) die freie Turbulenz an. Bild 3.104 enthalt die beiden GesetzmaBigkeiten 
(3.167) und (3.168) in halblogarithmischer Darstellung. Die in Abschnitt 3.3.6 durchgefuhrte 
AbschatzungderUnterschichtdicke A fiihrt zu der Aussage: 

V V u V D 

Nach einem Ubergangsgebiet (5 < y"*" < 30) beginnt der voUturbulente Bereich. 
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Bild 3.104 
DieGeschwin-
digkeitsprofile 
in halbloga-
rithmischer 
Auftragung 

3 
13 

25 

20 

10 

5 

1 ]';r̂  
1 / j r 

1 • 1 • 1 ' 1 • 'o ' ' ' 
1 2 5 10̂  2 30 5 10̂  2 5 10 
U- . - U >^ • 

3 ^r y 
• = y 

lam. Ubergangs- Wand -
Unterschicht gebiet turbulenz 

3.3.10 Allgemeine Form der Navier-Stokes-GIeichungen 

Wir gehen analog vor wie bei der Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen. Das 
Newtonsche Grundgesetz wird auf ein Massenelement angewandt (Bild 3.105). Als Folge der 
Reibung tritt eine auf jedes Oberflachenelement wirkende Kraft auf, die wir nach den drei 
Achsenrichtungen zerlegen. Beziehen wir die jeweilige Kraft auf die Flache, so ergeben sich 
zwei Schubspannungen in der Flache und eine Normalspannung senkrecht zur Flache. Den 
statischen Druck p denken wir uns hier bereits abgespalten. Die Indizierung der Spannungen 
erfolgt so, daB der erste Index die Stellung des Flachenelementes (durch die Flachennormale) 
charakterisiert. Der zweite gibt die Kraftrichtung an. Die Kraftebilanz in x-Richtung lautet 

dm = fx dm-—-^dxdy dz + 
d t dx 

+ ^ : ^ d x d y d z + - ^ d x d y d z + ^ : ^ d x d y d z , 
dx dy dz 

d u _ ^ ^ 1 dp ^ I p a x x , Q̂̂ yx ^ BGZX 

d t ^ p 9x p (̂  3x 3y dz 
(3.169) 

DierestlichenzweiGleichungenergebensichdurchzyklischeVertauschung.DerReibungseinfluB 
wird durch die folgende Spannungsmatrix erfaBt: 
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z4 
zx 92 

H^-(P*|edx).(., 

V*ra7-dy 

90y 
. x . ^ d x , 

Bild 3.105 
Kraftegleichgewicht am Massenelement mit Reibimg 

K) = 
O^xx 

^xy 

^*^xz 

C?yx 

o^ 
<^yz 

a. 
G. 

â  
zy (3.170) 

Das MomentengleichgewichtfiirjedesFlachenelementergibtdie Aussage der Symmetrie a ^ 

= a^. Damit treten in (3.170) nur noch sechs unabhangige GroBen auf. Die eigendiche 

Schwierigkeit liegt in der Darstellung der a.j^ durch die Geschwindigkeitskomponenten. Das 

heiBt, es geht um die dreidimensionale Verallgemeinerung des (eindimensionalen) Newtonschen 

Schubspannungsansatzes. In Fortsetzung der elementaren Betrachtungen von Kapitel 1.2 wird 

fiir Newtonsche Fluide ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungen und 

Deformationsgeschwindigkeiten postuliert. Der folgende Stokessche Ansatz erfiillt dariiber 

hinaus einige naheliegende, notwendige Symmetrieeigenschaften: 

_ du —fdu dw 3w I 

3x \dx dy dz y 

du 
'dxj' 

(du 3w 

l dz ax 

(3.171) 
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r\ ist hierin ein zweiter Viskositatskoeffizient. Diese GroBe tritt bei inkompressibler 
Stromung nicht auf. Man erkennt unmittelbar den friiher behandelten Spezialfall des 
eindimensionalen Newtonschen Schubspannungsansatzes. Beschranken wir uns auf 
inkompressible Stromungen mit r| = konst, so erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen 
in der Form 

du_^ 1 ap . fa^u . a^u . a^u 
dt p a x 

. . o . 0 I , . . . , . . . , (3 .172) 

ax^ ay^ a : ' " ' ' 

wobei wieder die beiden nicht angefiihrten Gleichungen durch zyklische Vertauschung 
entstehen. In Vektorformlautetdas System 

— = f - - g r a d p + v A w , (3.173) 
dt p 

Hinzu tritt wie friiher die Kontinuitatsaussage, womit vier Differentialgleichungen fiir w = 
(u,v,w) und p vorliegen. Man beachte, da6 hier p = konst vorausgesetzt wurde und daher 
keine weitere Gleichung erforderlich ist. Die Ordnung der Navier-Stokes-Gleichungen ist 
hoheralsdiederEulerschenDifferentialgleichungen.Diesermoglichtes,da6dieHaftbedingung 
an der Korperoberflache erfiillt werden kann. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind in 
gleicher Weise nichtlinear wie die Eulerschen Gleichungen. Das liegt an den konvektiven 
Gliedem. Exakte Losungen sind nur in wenigen Fallen bekannt. Wir besprechen im nachsten 
Abschnitt zwei Beispiele, umEigenschaften dieser Stromungen kennenzulernen. 

3.3.11 Spezielle Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen 

1. Ausgebildete laminare Spaltstromung 
Wir setzen eine ausgebildete Schichtenstromung eines inkompressiblen Mediums im ebenen 
Spalt ( - h < y < + h,-oo<x<oo) voraus(Bild3.106).Diesergibt v = w = 0 und u = u(y). 
Die Kontinuitatsgleichung ist erfiillt. Es kommt bei Vernachlassigung der Schwere 

1. Navier-Stokes-Gleichung: - • : T ^ = v ^ , ^ 2 ^ ^ , (3.174a) 
pax dy^ 

2. und 3. Navier-Stokes-Gleichung: - £ = - E = 0. (3.174b) 
ay az 

Die letzten beiden Aussagen ergeben p = p(x). Der Druck ist im Spalt quer zur Stromung 
konstant. Dies erinnert an das Grenzschichtkonzept. Hier ist sozusagen der ganze Spalt mit 
Grenzschicht ausgefiillt. (3.174a) fiihrt mit p = p(x) sofort zu 
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Bild 3.106 
Poiseuille- und Couette-Stromung im ebenen Spalt 

dp 
dx 

= konst , 
dy^ 

: konst. (3.175) 

DasheiBt, derDruckgradientistkonstant, undfiir u(y) kommteine sehreinfache, gewohnliche 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zweimalige Integration ergibt 

u(y) = 2.Z_ + Ay + B , A,B = konst. 
Tj dx 2 

(3.176) 

Fur die Poiseuille-Stromung (u(± h) = 0) kommt der parabolische Verlauf 

u(y) = -
h^ dp 
2ri dx 

V4̂  (3.177) 

dagegen erhalten wir fiir die Couette-Stromung (u (- h) = 0 , u (+ h) = U , d p/d x = 0) die 
lineare Funktion 

u(„4(ia (3.178) 

Die Losung fur die Poiseuille-Stromung im Spalt entspricht vollig der friiher diskutierten 
Rohrstromung. Wir bestimmen wie dort den Volumenstrom (b ist die Breitenerstreckung der 
Stromung) 
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V = u^2hb = b j u d y = bu^^ J 1 - ^ dy = - u „ , a x 2 h b , 

U t ^ = - u „ (3.179) 

FiirdenDruckabfallaufderSpaltlange i kommtdamit 

Ap = £ u ^ 
t 24 

2h Re 
Re = i i i ^ , (3.180) 

Dasselbe Ergebnis liefert der Impulssatz. Der Leser bestatige dies. Die beiden Losungen 
(3.177) und (3.178) lassen sich linear iiberlagem, weil in diesem Spezialfall die konvektiven 
Glieder fortfallen und damit die Navier-Stokes-Gleichungen linear sind: 

u(y) = -
h^ d p ^ 
2ri dx 

1 - ^ 
2 V h 

(3.181) 

Die obere Berandung des Spaltes wird mit der Geschwindigkeit U bewegt, die untere ruht. 
Dem ganzen StromfeldistderDmckgradient d p/d x = 0 aufgepragt. In Abhangigkeitvon 
derGroBevon d p/d x ergebensichinteressanteGeschwindigkeitsverteilungen.Eskannz.B. 
zu Riickstromungen in der Nahe der ruhenden Wand kommen. Hier reicht der Antrieb der 

Bild 3.107 
Uberlagerung von 
Poiseuille- und 
Couette-Stromung im 
ebenen Spalt mit 
Riickstromung 
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oberen Berandung offenbar nicht aus, den Dmckanstieg im ganzen Spalt zu iiberwinden (Bild 
3.107). Die Losung (3.181) beschreibt z.B. die Stxomung im Schmierspalt zwischen Welle 
und Lagerschale, wenn man die Kriimmung des Spaltes vemachlassigt (kleine Spaltweiten). 
Dort bildet sich die Druckverteilung aufgrund der Spaltgeometrie aus, d.h. sie wird durch den 
veranderlichen Abstand von Welle und Lager aufgebaut. 

2. Rayleigh-Stokessches Problem fiir die Platte 
Die soeben behandelte Spaltstromung schloB unmittelbar an die friiher berechnete Rohrstromung 
an. Jetzt diskutieren wir eine ganz andere Losung der Navier-Stokes-Gleichungen, die uns 
zwanglos zur Behandlung der Grenzschichttheorie fiihren wird. 

Eine unendlich ausgedehnte horizontale Platte wird in einer ruhenden Umgebung ruckartig auf 
die Geschwindigkeit U gebracht. Durch den ReibungseinfluB wird das iiber der Platte 
befindHche Fluid allmahlich mitgenommen (Bild 3.108). Der ReibungseinfluB breitet sich im 
Laufe der Zeit immer weiter in Querrichtung (y) aus, mit anderen Worten: die Grenzschicht 
wachst mit der Zeit an. Wir bestimmen nun ihre Dicke. Die Stromung ist ausgebildet, so daB 
jede Ableitungnach x verschwindetund v=0 ist.Esverbleibtdamit u=u(y,t).Die Anfangs-
Randbedingungen des Problems sind 

t < 0 : u = 0 , y > 0 , 
(3.182) 

t > 0 : u ( 0 , t ) = U , u (oo , t ) = 0 . 

Die Navier-Stokes-Gleichungen ergeben bei Vemachlassigung der Schwere 

3u d^ u /o 100 X 
—- = v - - 2 - , (3.183a) 
at dy^ 

- ^ = 0. (3.183b) 
dy 

Der Druckist also quer zur Stromungsrichtungkonstant. Diese charakteristischeEigenschaft 
der Grenzschichten ist hier exakt erfiillt. (3.183a) ist vom Typ der Warmeleitungsgleichung 
undkannunterdenBedingungen(3.182)leichtgelostwerden. Wirfassen y und t zuderneuen, 
dimensionslosen Variablen 

^ =s 
' v t 

zusammen. (3.183a) und (3.182) gehen dann fiir 

u 
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t = konst. 

<- Bild 3.108 
Rayleigh-Stokes-
Stromungfurdie 
ruckartigbeweg-
te Platte 

Bild 3.109 -^ 
Universelles Ge-
schwindî eit̂ ro-
fil bei der nick-
artig bewegten 
Platte u/U 

tiber in die gewohnliche Differentialgleichung mit den folgenden Randbedingungen: 

r ( s ) + - f ( s ) = 0 , f(0) = l , f(oo) = 0. 

Als Losung erhalten wir die Fehlerfunktion 

u(y.t). 
U 

y/Vvt 

- ^ | d r | = l -e r f 
V 4 V^Vvty 

(3.184) 

Es ergibt sich ein einziges Geschwindigkeitsprofil, das von der Variablen y / 2 . /vT abhangt 
(Bild 3.109). HierauskannflirjedenWandabstand y zujederZeit t die Geschwindigkeit 
bestimmt werden. Wir woUen mit (3.184) die Dicke 6 derjenigen Fluidschicht bestimmen, 
die bei der Bewegung der Platte mitgenommen wird. Fiir y = 6 sei u/U=0,01. (3.184) liefert 
hierfiir 

6=.4VVT. (3.185) 

Diese Schichtdicke nimmt also, wie zu erwarten, mit der Zeit zu. Fiir Reibungs- und 
Warmeleitungsvorgange ist die Wurzelabhangigkeit charakeristisch. Geht man von der Zeit 
zu der Lange ^ = t • U iiber, so wird 

4 

/Re7 
(3.186) 
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Damit ergibt sich zwangslaufig ein Zugang zur Grenzschichttheorie, denn 6 kann als Rei-
bungsschichtdicke und i als zugehorige Lauflange aufgefaBt werden. Es tritt die fiir laminare 
GrenzschichtentypischeAbhangigkeit ~ 1 / ^ Re^ auf,dieunsspaterimmerwiederbegegneii 
wird. Wichtig ist fiir das Folgende, daB die obigen Aussagen aus den Navier-Stokes-
Gleichungen ohne weitere Vemachlassigungen hergeleitet wurden. 

3.3.12 Einfiihrung in die Grenzschichttheorie 

Fiir hohe Re-Zahlen (Re=U ^/v » 1 ) spielt die Reibung nur in der wandnahen Grenzschicht 
(Dicke 5) eine RoUe (Bild 3.110). Dort erfolgt der Anstieg der Geschwindigkeit von Null 
auf den Wert der AuBenstromung. Wir bestimmen 5 fiir den Spezialf all der langsangestromten 
Platte bei laminarer Stromung. AuBerdem sei die Stromung stationar und inkompressibel. Wir 
werden dabei die Beziehung (3.186) bestatigen. Mit Hilfe der friiher diskutierten Kennzahlen 
erkennt man sofort, daB bei der Platte fiir die Grenzschichtdicke bei x = ̂  eine Abhangigkeit 
der Form 

- = f(Re,) (3.187) 

bestehen muB. Mit dem Impulssatz kann man die Funktion f leicht ermitteln. Wir wahlen hierzu 
alsKontrollflacheeinRechteckmitdenSeitenlangen x und 6(x) (Bild 3.111). Der Druck 
wird der Grenzschicht von der AuBenstromung auf gepragt (3 p/3 y = 0). Bei der Platte ist p 
im AuBenraumkonstant. Daher ist der Druck in diesemFall auch in der Grenzschichtkonstant. 
Wir beginnen mit einer Kontinuitatsaussage. Fiir die Massenstrome durch die KontroUflachen 
1,2,3 kommt (b = Breite der betrachteten Grenzschicht) rh^ = p U 6 b, 

Bild 3.110 
Stromungsgrenzschicht am Fliigel 

F 
^J,,x ^ 

( 2 ) - * ^ 

1 '"T"'®! 
X • 

^\ 

*^ V F 5(X) 
l 2>^ %•" 1 

Bild 3.111 
KontroUflachen fur 
die Plattengrenz-
schicht 
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o 

m3 = pb udy = (speziell beim linear en Profil) = 
0 

5 

= pbyJydy = -pU8b, 2' 
f 8 

m2 = rill - m3 = p b 

= - p U 6 b . 

\ 
U8-Judy 

0 J 

= (lineares Profil) = 

(3.188a) 

Durch die obere Berandung tritt Masse aus, da der Massenstrom in (3) kleiner ist als 
in (T) . Die Grenzschicht hat damit eine Verdrangungswirkung. Dieser Effekt ruft eine 
Impulskraft auf der Flache (2) hervor. Wir erhalten der Reihe nach 

Fj X = - p U I (wii)dA = -Urii2 = (linearesProfil) = 

5 

Pj3,x = - p b I u^dy = (linearesProfil) = — pU^ 5 b . 

(3.188b) 

Die Wandreibungskraft wird 

F^X = -1> I t^ dx = - b r; -— dx = (lineares Profil) 
3y 

TT1 f d x 

J 6(x) 

(3.188c) 

Dabei wurde das Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht durch eine lineare Funktion 
ersetzt. Dies dient lediglich zur Vereinfachung der Rechnungen. Der Impulssatz liefert den 
Zusammenhang 

U 5 ( x ) _ f dx 
6v ~J 5(x)* 



150 3 Hydro-und Aerodynamik 

Durch Differentiation nach x entsteht fiir 5 (x) die gewohnliche Differentialgleichung 

U d 5 ( x ) _ 1 
6v dx 6(x) ' 

die sich mit der Anfangsbedingung 6(0) = 0 sofort losen laBt. Ersetzen wir x durch die 
Lauflange i, so wird 

5 _ 3,46 _ 3.46 (3 189^ 

/ V 

Wir bestatigen damit die bereits friiher benutzten charakteristischen Aussagen iiber die 
Grenzschicht. Fiir Re^ » 1 ist 6/^ « 1, wobei die typische Abhangigkeit 5 / £ ~ 1 / ^Re^ 
auftritt. Ein Zahlenbeispiel erlautert die GroBenordnung 

Re^ = 5-10^ (obereGrenze) , 6/^ - 5 • 10"̂  , -̂  = 1 m , 5 - 5 m m . 

Fiirdie AnwendungensinddieWandschubspannung i^(x) sowiedieWandreibungskraft Wĵ  
vonWichtigkeit. 
Mit den obigen Ergebnissen kommt 

^W = T I | T ^ 1 =(linearesProfil) = T i - ^ = £ u ^ 4 P ^ - ^ -̂̂ ^O) 

Ciiarakteristisch ist die Abhangigkeit T^ - 1 / 6(x) - 1 / Vx . Fiir den dimensionslosen 
Beiwert ergibt sich 

C f = - ^ ^ = - ^ ^ . (3.191a) 
^ P u 2 V R ^ 

Die exakte Losung der Grenzschichtgleichungen, d.h. ohne Benutzung des linearen 
Geschwindigkeitsprofils, ergibt 

0,664 

Die Reynolds-Zahl-Abhangigkeit bleibt erhalten, ledigHch der Zahlenkoeffizient wird gean-
dert. Durch Integration erhalten wir die Wandreibungskraft (Bild 3.112): 
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Bild 3.112 
Zur Berechnung der Wandrei-
bimgskraft 

d W R = b T ^ d x , WR = b J x ^ d x . 

Der dimensionslose Beiwert ergibt sich zu 

r WR 1 f -C^ ^ I f ^ 

c = 
1,328 

(3.192) 

Wird die Platte beidseitig benetzt, so kommt der Faktor 2. Wieder tritt die Abhangigkeit 
^ ~ 1 / ^ Re^ auf. Variiert die Reynolds-Zahl von 10"̂  bis 10^ , so andert sich die 
GrdBenordnung ^ von 1% auf l%c. Dies sind typische GroBenordnungen des (laminaren) 
Reibungskoeffizienten. 

Wir kommen jetzt zu einigen grundsatzlichen Aussagen iiber laminare Grenzschichten an 
gekriimmten Wanden. Die AuBengeschwindigkeit und der Druck sind nun nicht mehr 
konstant. Sie miissen mit den (oben besprochenen) Methoden der Potentialtheorie ermittelt 
werden. Am Rand der Grenzschicht sehen wir sie jetzt als bekannte Funktion von x an. In 
AbhangigkeitdieseraufgepragtenauBerenDruckverteilungstellensichnuninderGrenzschicht 
unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile ein. Bild 3.113 zeigt einige dieser Moglichkeiten. 
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Bild 3.113 
Geschwindigkeitsprofile in der Grenzschicht an einer 
gekriimmten OberflSche 

Wir sehen, daB es dabei zu erheblichen Andemngen der wandnahen (inneren) Geschwindig-
keiten kommen kann. Die Steigung der Wandtangente an das Geschwindigkeitsprofil kann Null 
(Ablosung) Oder sogar negativ (Riickstromung) werden. Demgegeniiber andern sich die 
AuBengeschwindigkeiten nurrelativ wenig. Auf einer maBig gekriimmten Korperoberflache 
(u = V = 0) liefert die erste Navier-Stokes-Gleichung den Zusammenhang 

PUXJ 
^a^u^ (3.193a) 

Die zweite Navier-Stokes-Gleichung reduziert sich im Fall hoher Reynolds-Zahl - wie beim 
Rohr und Spalt - zu der Aussage 

dy 
(3.193b) 

Kombinieren wirbeideBeziehungen, sogiltmit p=p(x) als der der Grenzschicht aufgepragten 
Druckverteilung der Potentials tromung auf dem umstromten Korper 

1 dp(x) 
p dx 

f':,2.A 

ay^ 
(3.194) 

Die rechte Seite ist ein MaB fiir die Krummung des Geschwindigkeitsprofils am Korper. Die 
linke Seite konnen wir als eine vorgegebene Funktion betrachten. An dieser Stelle gehen die 
Kenntnisse der Theorie der Potentialstromungen ein. In Bild 3.114 ist ein typischer Fall der 
laminarenProfilumstromung (unterkritisch) diskutiert. Ausgangspunkt ist die Druckverteilung 
auf der Profilstromlinie. Auf der Korpervorderseite haben wir ein voUiges 
Geschwindigkeitsprofil. Dort ist dp/dx < 0, die Stromung wird beschleunigt. Im 
Dickenmaximum ist dp/dx = 0. Nach (3.194) tritt dort ein Wendepunkt im Ge­
schwindigkeitsprofil auf (P^). Auf der Rtickseite des Korpers wird die Stromung verzogert, 
d p/d X > 0. Die inneren Geschwindigkeiten nehmen stark ab, die Wandtangente steilt sich auf, 
der Wendepunkt wandert ins Innere der Grenzschicht. Ist die Wandtangente normal zur 
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Bild 3.114 
Druckverlauf imd Grenz-
schichtprofile bei laminarer 
Profilumstromimg 

dP,o iP.=o ^ > 0 dx dx dx 

Druckabfall Druckanstieg 

Oberflache (P^), so beginnt die Ablosung. Stromabwarts kommt es zu Ruckstromungen. Die-
se riicklaufigen Bewegungen konnen auf der Korperriickseite die Potentialdruckverteilung 
erheblich andem. 

Wir unterscheiden zwei typische Falle bei Profilumstromungen: 

1. Re^=U £ /v<5 ' 10^runterkritischeUmstromungmitlaminarerAblosung(Bild3.115). 
Hier liegtdurchwegeinelaminare Stromung vor, die aufgrunddes aufgepragtenDruckanstieges 
zur Ablosung kommt. 

2. Re^ = U ^ / v > 5 - 1 0 ^ : iiberkritische Umstromung mit turbulenter Ablosung (Bild 
3.116). Hier erfolgt der laminar-turbulente Umschlag (P ) nach der Lauflange £ . Die 
anschlieBende turbulente Grenzschicht lost in P ab. 

Fiir den umstromten Korper ist die kritische Reynolds-Zahl 

(3.195) 

also 

Re krit 

Re, 

5-10^ 

Re, 
(3.196) 
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^^Zz^ 

Bild 3.115 Bild 3.116 
Unterkritische Profilumstromung mit laminarer tJberkritische Profilumstromimg mit turbulen-
Ablosung terAblosimg 

MitwachsenderReynolds-Zahlnimmt^^/^ ab.ZuRe^=10^gehortz.B. iji^^ • 10"^.Hier 
kommt es also bereits nach kurzer Lauflange zum Umschlag. 

Zwischen den kritischen Reynolds-Zahlen beimRohr undFlugel, d.h. beimDurchstromen und 
Umstromen, gibt es einen einfachen Zusammenhang (Bild 3.117). Es besteht die Korrespon-
denz: 

Damit lassen sich die Reynolds-Zahlen wie folgt umrechnen: 

Ren=" 
2 V V ^ 

Der Reynolds-Zahl bei der Rohrstromung entspricht damit die mit der Grenzschichtdicke 6 
gebildete Reynolds-Zahl beim Fliigel. 

"V^max_y"*H 

Bild 3.117 
Zusammenhang der Reynolds-Zahlen beim Rohr und Fliigel 
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Bild 3.118 
Turbulentes und laminares Geschwin-
digkeitsprofil bei der Plattenstromimg 

turbulent 

Reg = = = (Plattengrenzschicht) = 3,46 ^ Re^ , 

Re^ =: 3,46 / R e 7 • (3.197) 

Dies ist der Zusammenhang der Reynolds-Zahlen bei den zwei typischen S tromungsproblemen. 
Der wesentlicheUnterschied liegt in den verschiedenen charakteristischenLangenmaBstaben. 

Das turbulente Geschwindigkeitsprofil ist stets volliger als das laminare (Bild 3.118). Diese 
von der Rohrstromung her bekannte Aussage gilt genauso auch bei Umstromungsproblemen. 
Fiir die Platte stellen wir das laminare und das turbulente Ergebnis zusammen: 

WR 

2 

1,328 
/R57 

0,074 

laminar, 

turbulent. 

(3.198) 

Die folgende Tabelle erlautert die GroBenordnungen. 

laminar 

turbulent 

Re, 

10^ 
(obere Grenze) 

10^ 
10^ 

5-10^ 

C 

1,3 • 10-̂  

7,4 • 10-3 
4,7 • 10-3 
2,1 • 10-3 
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Bei gleicher Reynolds-Zahl ist also ^̂ ^̂ ^ > Q ^ und damit ist der Reibungswiderstand der 
laminaren Stromung kleiner als der der turbulenten. Diese Tatsache hat im Flugzeugbau zur 
Entwicklung der sogenannten Laminarprofile gefukit. Hier wird durch geeignete Wahl der 
Profilform der Umschlagspunkt moglichst weit zum Korperheck verschoben, damit die 
laminare Grenzschicht lange erhalten bleibt. Man muB dabei allerdings beachten, daB neben 
dem Reibungswiderstand noch der Druckwiderstand auftritt. Erst beide Anteile zusammen 
ergeben den Gesamtwiderstand. Das Verhaltnis der beiden Komponenten kann dabei in 
weiten Grenzen variieren. Bei der langsangestromten Platte tritt z.B. nur Reibungswiderstand 
auf, bei der quergestellten Platte dagegen nur Druckwiderstand. Wir kommen darauf im 
nachsten Abschnitt zuriick. 

Fiir den Reibungswiderstand ^ der rauhen Platte gilt eine dem Nikuradse-Diagramm ahnliche 
Darstellung (Bild 3.119). Die Platte ist hydraulisch glatt, wenn die folgende Abschatzung gilt 
(£ = Erhebung der aquivalenten Sandkomrauhigkeit): 

U £ 
= R e . - < 1 0 0 . (3.199) 

Das zulassige Rauhigkeitsverhaltnis zll nimmt mit wachsenderReynolds-Zahl ab. Bei einem 
Hochgeschwindigkeitsflugzeug sei z.B. U = 500 m/s, f = 3 m, v = 15 • 10'̂  mVs, Re^ = 
10^, (8/̂ )̂ ĵ = 10•^ ê ĵ = 3 • 10-̂  mm. Bild 3.119 Hefert hierzu ^ = 0,002. Erhohen wir die 
Rauhigkeit um eine Zehnerpotenz auf e = 3 • 10'̂  mm, so wird ^ = 0,0033. ZumUnterschied 
gegeniiber der Rohrstromung kommt es bei der Plattenstromung nicht zu einer ausgebildeten 
Stromung. Die Grenzschichtdicke nimmt in Stromungsrichtung standig zu, und damit wachst 

mm 
—jt—J 

i 

O 
O 
o 

10 

N 
10̂  

10" 

10̂  ;? 

10" 

10̂  10' 10** 
Re = UJl/v 

Bild 3.119 
Widerstandsbei-
wert ^ der Platte 
alsFunktionvon 
Rauhigkeit und 
Reynolds-Zahl 
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die (laminare) Reibungsunterschichtebenfalls. Rauhigkeiten wirken sich vom also wesentlich 
gravierender aus als weiter stromabwarts, wo sie gegebenenfaUs bereits in der Unterschicht 
verschwinden. Eine besonders gute Bearbeitung der vorderen Partien des umstomten Korpers 
diirfte sich daher in vielen Fallen lohnen. 

3.3.13 Energiesatz 

Neben dem Kraftegleichgewicht, in Form der Navier-Stokes-Gleichungen, spielt die 
Energiebilanz im Stromfeld eine wichtige RoUe. Wir erweitem jetzt die friiher angestellte 
elementare Betrachtung (3.17) - (3.22) auf den Fall der mehrdimensionalen, instationaren 
Stromung mit Reibung, Warmeleitung, auBerer Warmezu- und -abfuhr etc. 
Fassenwirwiein(3.17)dieinnereEnergie (e) unddiekinetischeEnergie (1/2ĉ )̂ zusammen, 
so ist deren totale zeitHche Anderung im Volumen V durch die Leistung aller im folgenden 
aufgefiihrten Anteile gegeben: 

= Leistung der Massenkrafte f (Schwerkraft, elektrische-, magnetische Feldkrafte), der 
Oberflachenkrafte (Druck-, Reibungskrafte), derWarmestromedurchLeitung, Strahlungoder 
Reaktionen q^. Benutzen wir die Bilder 3.105 und 3.65 sowie (3.95), so wird aus (3.200) 

— = JJJ-^ pfe + -c^l dV +JJpf^^ 
V A 

= jjl 9{^'^)^^-jj V('^^)^^+ (3.201) 

+ 111 ^-^^fuo^^+vG^v +wa^^W-—(va^v +wa^+uav "JJJ l a x ^ ^ " " " • '̂ "^ • "^^^' dy 
V "̂  ^ 

XX ' '''^xy ' ""^xzj ' -N \ yy ^*'^yz ' " ^yxy 

+ ̂ ( w a ^ + u o ^ ^ + v a ^ ) idV 

JĴ (gradT.n)dA + JJJpq,dV. + 
A 

Hierin kann man wiederum mit dem GauBschen Satz alle auftretenden Oberflachenintegrale 
in Volumenintegrale umformen. Der Integrand muB insgesamt verschwinden, da das Volumen 
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V beliebig ist. Wir erhalten aus (3.201) die folgende umfangreiche Differentialgleichung 

P|e + ^c^ 
3x 

pul e + £- + - c ^ 

ay 
P 1 2 

pv e +—+-C 
' p 2 

P 1 2 
pw e + —+—c 

' p 2 

r "H 
= p ( u f , + v f . + w f J + u f ^ + ̂  + ̂ | + v| 

^ ^ ' \dy. dy dz ' ' 

I 3z 3x 3y J' 
I ^ IJ 

pGy^ ^ da^ ^ da^^\\ 

dy dz dx j \ 
I 

3u dv 3w 
dx -̂-̂  dy dz 

,Af,^l 3fx|lVAf,^V 
dxy dx) 3y\^ 3 y j 3zl^ dz) 

-pqs-

(3.202) 

Man benutzt hierin im gestrichelt eingerahmten Anteil die Navier-Stokes-Gleichungen (NS 
Gl.) (3.169) in der folgenden Form: u • (1. NS Gl.) + v • (2. NS Gl.) + w • (3. NS GL) und 
die Kontinuitatsgleichung (3.65). Differenziert man alles aus, faBt geeignet zusammen, so 
kommt mit der Abklirzung (j) flir den durchgehend eingerahmten Anteil (= Dissipation) 

de P dp di 1 dp ^ d s 1 ,. .» , ^. , 
^-^ = ^ = T — = -div(:igradT) + (b + q„. 

dt p^ dt dt p dt dt p ^ ^ ^ ^ ^' 

(3.203) 

Hier stehen auf der rechten Gleichungsseite die durch Warmeleitung, Reibung (Dissipation 
(j)), Strahlung sowie durch Reaktionen zugefiihrten Warmen, die zu einer Entropiezunahme 
beitragen. Diese Aussage entspricht voUig dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik 

T d s = 6 q , 

worin rechts alle dem Massenelement zu- oder abgefiihrten Warmen aufzunehmen sind. 

Wir behandeln einen Spezialfall. Wendet man (3.203) auf das ideale Gas konstanter 
spezifischer Warme an, so kommt mit e = c^T, i = c T und X = konst sofort die folgende 
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Warmetransportgleichung 

p C p — ^ - - ^ = ?ldiv(gradT) + p(t) + pq, 
a t a t 

(3.204) 

= ^AT + p(|) + pqs , 

die eine Verallgemeinerung der bekannten Fourierschen Warmeleitungsgleichung ist. 

3.3.14 WiderstandundDruckverlust 

DerGesamtwiderstand (1) istdieSummeausReibungswiderstand (2) undDruckwiderstand 
(3). Was die Messungen betrifft, so ergibt sich (1) aus einer einf achen Kraftmessung und (3) 
durch Integration der Druckverteilung iiber den Korper. Der in der Regel schwerer meBbare 
Anteil (2) stellt sich dann als Differenz der Terme (1) und (3) dar. Der Druckwiderstand 
(3) kann von erheblicher GroBenordnung sein, da durch eine Ablosung die potentialtheoretische 
Druckverteilung in der Nahe des Korperhecks wesentlich geandert werden kann. Das 
gegenseitigeGroBenverhaltnisvon (2) zu (3) kann ganzverschieden sein, wiewirimletzten 
Abschnitt bereits festgestellt haben. Daher muB eine Optimierung stets beide Einfliisse 
beriicksichtigen. Es gelten folgende Aussagen: 

1. Der Reibungswiderstand ist dadurch zu minimieren, daB man nach Moglichkeit fiir eine 
laminare Grenzschicht sorgt. 

2. Den Druckwiderstand kann man dadurch verringem, daB man die Ablosestelle 
moglichst weit ans Korperheck verschiebt. 

Beide Einfliisse iiberlagem sich und variieren teilweise gegenlaufig. Bei der Besprechung des 
Widerstandes der Kugel kommen wir hierauf zuriick. 

A Umstromungsprobleme 
Wir kommen jetzt auf die ganz am Anfang diskutierten Grundaufgaben der Stromungslehre 
zuriick. In diesem Abschnitt handelt es sich hauptsachlich um den Widerstand eines Korpers 
in einer Stromung: 

W = - ^ c ^ A c ^ . (3.205) 

c ist die Anstromgeschwindigkeit und A eine charakteristische Bezugsflache. Der 
dimensionslose Widerstandsbeiwert c^ hangt hierbei von aUen Kennzahlen des Problems: 
Re, M etc., ab. 
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0 
D 

Bild 3.120 
Stromung gegen eine Recht-
eckplatte 

Bild 3.121 
Stromung gegen eine Kreis-
scheibe 

Bild 3.122 
Stromung gegen eine Halb-
kugel 

1. KennzahlunabhangigeKorperformen 
Hierbei ist in der Regel eine Ablosung an einer scharfen Kante fixiert. Eine Reynolds-Zahl-
Unabhangigkeit liegt bei geniigend hoher Rey nolds-Zahl vor. Der Korper besitzt vomehmlich 
Druckwiderstand. 

Stromung normal gegen eine Rechteckplatte (Bild 3.120): 

a / b 

c 
w 

1 

1,10 

2 

1,15 

4 

1,19 

10 

1,29 

18 

1,40 

oo 

2,01 

Kreisscheibe (Bild 3.121) c =1,11 

Halbkugel (Bild 3.122) 
ohne Boden 
mit Boden 

ohne Deckflache 
mit Deckflache 

c ,= 0,42. 

c =1,33, 
c =1,17. 

2. KennzahlabhangigeKorperformen 
Jetzt ist die Lage des Ablosepunktes von der Reynolds-Zahl abhangig. Bei der Kugel 
giltfiir Re < 1 die Stokessche Formel (= schleichende Stromung) c^ = 24/Re. Hierin 
sind 1/3 Druckwiderstand und 2/3 Reibungswiderstand. Fiir groBere Reynolds-Zahlen ist 
(Bild 3.123): 
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Re 

c 
w 

unterkritisch 

2 • 10^ bis 3 • 10^ 

0,47 

iiberkritisch 

4 . 10^ 

0,09 

10^ 

0,13 

Beim Zylinder gilt entsprechend (Bild 3.123): 

Re 

c 
w 

unterkritisch 

~ 2 • 10^ 

1,2 

iiberkritisch 

5 . 10^ 

0,3 - 0,4 

Bemerkenswert ist in beiden Fallen der rapide Widerstandsabfall beim Umschlag der 
laminaren in die turbulente Grenzschichtstromung. Beim Uberschreiten von Re, . ~5 • 10^ 

^ Jmt 

nimmt der Druckwiderstand erheblich ab, da die turbulente Grenzschicht aufgrund des 

Bild 3.123 
Widerstands-
koeffizienten von 
Kugel, Zylinder 
und Scheibe als 
Funktion der 
Reynolds-Zahl 

lamina re 
Ablosung 

turbulente 
Ablosung 

Scheibe 

Zylinder 

-A 
Kugel 

0,1 1 10 10̂  10̂  10̂  10̂  10̂  10̂  
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groBeren Energieaustausches mit der AuBenstromung erst spater ablest als die laminare. 
PrandtlkoniitediesrniteinernDraht,deraufderStirnseitederKugelauflag(Stolperdraht)und 
dadurchdie Stromung turbulent machte, iiberzeugendnachweisen. ImvorliegendenFallistes 
so, daB die Abnahme des Druckwiderstandes die Zunahme des Reibungswiderstandes 
uberkompensiert derart, daB der Gesamtwiderstand betrachtlich sinkt. Hier spielt also der 
Druckwiderstand und dessen Variation die entscheidende RoUe. Dabei ist zu beachten, daB 
die spezielle Korperform ganz wesentlich eingeht. Liegt ein anderer Korper vor, so kann sich 
das Verhaltnis umkehren. Der Leser kann nach diesen Vorbereitungen leicht die verschiedenen 
Falle selbst diskutieren. 

B Durchstromungsprobleme 
Hier geht es vomehmlich um die Bestimmung des Druckverlustes A p^: 

A P v = | c i C v (3.206) 

Q bezeichnet den Verlustkoeffizienten und hangt wie c von den dimensionslosen 
KenngroBen des jeweiligen Problems ab. Wir sind friiher wiederholt auf eine solche 
Darstellung gestoBen. Im folgenden werden einige Ergebnisse fiir das gerade Rohr, den 
Diffusor und den Kriimmer zusammengestellt. Diese drei Beispiele stellen die wichtigsten 
Elemente einer Rohrleitung dar. 

1. Gerades Rohr. Hier verweisen wir auf die in Kapitel 3.3.5 und 3.3.6 gemachten 
Ausfiihrungen. Bei ausgebildeter Stromung ist 

Cv = ^ ^ . (3.207) 

wobei X = { (Re, R/k^) durch das Nikuradse-Diagramm (Bild 3.91) gegeben ist. Handelt es 
sich um die Stromung in der Einlaufstrecke, so muB man auf (3.206) zuriickgehen. 

2. Diffusor. In diesem Zusammenhang erinnem wir zunachst an den Grenzfall des Carnot-
Diffusors. Vergleichen wir (3.206) mit (3.106), so wird 

Fiir den Diffusor mit stetiger Querschnittserweiterung gilt 

C , = k ( a ) | l - | l ' 

(3.208) 

mit a als Offnungswinkel: 
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a 

k 

5° 

0,13 

7,5° 

0,14 

10° 

0,16 

15° 

0,27 

20° 

0,43 

3. Kriimmer. Dieses Element sei hier kurz dargestellt, da wir es friiher nicht behandelt 
haben. VerabredungsgemaB wird nur der Zusatzdruckverlust gegeniiber dem geraden Rohr 
gleicher Lange angegeben. Die GroBenordnung ist aus Bild 3.124 zu entnehmen (Re = 10^). 
Danach reduziert bereits erae unprofilierte Schaufel den Druckverlustkoeffizienten von 1,4 auf 
0,76. Ein Kreisbogengitter flihrt zu 0,20. Profilierung der Schaufeln reduziert den ^-Wert 
emeut bis auf etwa 0,10. 

Benutzt man C,^ in (3.207), so kann man eine dem Kriimmerverlust aquivalente Rohrlange 
definieren: 

1 = ^ 
D X 

(3.209) 

Einem Kriimmer mit ^j^=0,20 entspricht damit z.B. ein gerades Rohrstiick (Re = 10^, X = 
0,02) von 

- = 10. 
D 

Der additive Druckverlust des geraden Rohres gleicher Lange eines Kriimmers ist (Re = 10 ,̂ 

C = 0,06. 

Dies entspricht dem halben Wert eines sehr guten Kriimmers. 

Wir erlautem die Ergebnisse dieses Abschnittes an einem Beispiel. Ein inkompressibles 
Medium stromt stationar durchdie in Bild 3.125 angegebeneLeitung mit dem Volumenstrom 

Bild 3.124 
Widerstandsbeiwerte von 
Kriimmem 

t 

a 

1 
E 
E 
:3 

1.^ 

r 
0.76 

1 Schaufel 

0.20 

Gitter 
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® yM 
A" 

n 
n z 

A'" (5 

Bild 3.125 
Zum Dmckverlust in einer 
durchstromten Leitung. 
Kessel (l) , langes Rohr 
(ReibungXl) ->@, Camot-
Diffusor (3) -^ ® > kurzes 
Rohr (ohne Reibung) @ —> 

V. Gesucht ist der Druckverlust pj - P5. Wir benutzen abschnittsweise unterschiedliche 
Stromungsmodelle und die zugehoiigen Gleichungen: 

BemouUi-Gleichung © -^ (2) : Pi = P2 + " ^2 , 

Rohrstromung© -> @ : P2 = Ps + - ^m — ^ ' 
2 ^̂ ^D-

Carnot-Diffusor© -^ @ : D 2o A' Ti A' P4 = P 3 + - C 3 2 - | ^ 1 - -

BemouUi-Gleichung ® -^ ® : P4 +1- C4 = P5 + 1 c | , 

Kontinuitatsgleichung: V = C2 A' = c^ A' = C3 A' = C4 A" = C5 A" 

Durch Elimination von p^, P3 und p^ erhalt man 

P 2 p 2 L . Q 2 f. A' ^^ 

worin C5=V/A'" und c^=V/A' gegeben sind. GemaB (3.206), (3.207) und (3.208) laBt 
sich das Ergebnis in der folgenden Form schreiben: 

P 2 
Pi = P5 + - C5 + A Pv,Rohr + A Pv,Camot • 

Dies wkdhaufig als sogenannteBernoulli-Gleichung mit Verlustgliedern bezeichnet. Man 
hat also auf derrechten Seite lediglich die einzelnenDruckverluste der durchstr5mtenLeitung 
additiv zu beriicksichtigen. Das vereinfacht die Betrachtungen oft erheblich, setzt aber einige 
Erfahrungen im Umgang mit den verschiedenen Verlustgliedem voraus. 
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3.3.15 Ahnlichkeitsbetrachtungen 

Anhand von Beispielen haben wir oben eine ganze Reihe von Aussagen liber Widerstand und 
Druckverlust gemacht. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu einer allgemeinen 
Diskussion dieser GroBen, insbesondere was ihre Abhangigkeit von den friiher eingefiihrten 
Kennzahlen angeht (Kapitel 3.3.3). Dies fiihrt zwangslaufig zu Ahnlichkeitsiiberlegungen und 
Modellgesetzen, die ftir die Anwendungen sehr wichtig sind. Emeut tritt die schon in der 
Einleitung besprochene Alternative von Umstromungs- undDurchstromungsproblemen auf. 
Wir besprechen diese Fragestellungen der Reihe nach. 

1. Umstromungsaufgaben 
Wir untersuchen einen Korper, der von einem Fluid (rj , p) mit der Geschwindigkeit c 
umstromt wird (Bild 3.126). Modell und GroBausfiihrung sollen zueinander geometrisch 
ahnlich sein. Damit charakterisiert die Lange i eindeutig das jeweilige Korperexemplar. 
Interessieren wir uns fiir den Widerstand W, so besteht eine Abhangigkeit der Form 

W = f ( c , ^ , p , r i ) . (3.210) 

Hierin treten also vier unabhangige Variable (c, -̂ , p, r|) auf, und es bedarf dementsprechend 
vieler Messungen, um die Funktion f zu bestimmen. Diese charakterisiert die jeweilige 
Korperklasse. Geht man zu einer anderen Form des Korpers liber, so tritt an die S telle von f 
eine andere Funktion. Der Ubergang zu dimensionslosen GroBen fiihrt zu einer erheblichen 
Reduktion der Zahl der Variablen und damit natlirlich auch der erforderlichen Messungen. Wir 
flihren dies exemplarisch am obigen Beispiel vor. 

In der Mechanik treten drei BasisgroBen (Masse, Lange, Zeit oder Kraft, Lange, Zeit) auf. 
DemgemaB wahlen wir aus dem Satz der oben eingehenden physlkalischen GroBen (W, c, I, 
p, Tj) drei aus, z.B. (c, I, p), und stellen die librigen zwei dimensionsmaBig durch 
Potenzprodukte dieser drei dar. Die Dimension einer GroBe a bezeichnen wir hier mit [a]: 

[w]=[cr-w^.[pr, 

h]=[cf-m"-[pf. 

(3.210a) 

(3.210b) 

Bild 3.126 
Umstromung eines Kor­
pers 

©@(p) 
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Gehen wir hierin zu Kraft (F), Lange (L), Zeit (T) iiber, so wird 

F = L̂  T"^ L^ F'' IT^"" T^"" , (3.211a) 

F L~̂  T = L^ T"^ L^ F^ L~^^ T^^ . (3.211b) 

Bin Exponentenvergleich bei den BasisgroBen fiihrt zu 

a = 2 , b = 2 , c = l , 

A = l ,B = 1,C = 1. 

Damit reduzieren sich die fiinf eingehenden physikalischen GroBen auf die zwei Kennzahlen 

W c / 
= 711 , — = 7C2. (3.212) 

2 

Der funktionale Zusammenhang (3.210) zieht jetzt eine Abhangigkeit der Fomi 

^ ^ = h f — l = h(Re,) (3.213) 

2 

nach sich. Damit ist die Zahl der erforderlichen Messungen auBerordentlich reduziert. Der 
Widerstandsbeiwert hangt nur noch von der Reynolds-Zahl ab. In dieser komprimierten Form 
lassen sich alle friiheren WiderstandsdarsteUungen zusammenfassen. (3.213) giltfiir ModeU 
und GroBausfiihrung in gleicher Weise. Die Umrechnung vom einen zum anderen Fall kann 
sofort vorgenommen werden. 

2. Durchstromungsaufgaben 
Wir beginnen mit dem horizontalen Kreisrohr (Bild 3.127). Ein Fluid (v, p) durchstromt ein 
Rohrstiick (i,D,k^) mitdermittlerenGeschwindigkeit c^ .Dabeiergibt sich der Druckabfall 
A p = pi - p2. Es besteht eine Abhangigkeit der Form 

Ap = Pi -P2 = f (^ ,D,k , ;p ,v ,c^) . (3.214) 

Wir gehen auch hier zu den Dimensionen iiber und stellen beispielsweise A p , D, k , v durch 
£, p, Cj„ dar. Mit einer ahnlichen Rechnung wie oben kommen diesmal vier KenngroBen 

^ P c^ D £ k„ ,̂  ^. ŝ 
- =7Ci , - ^ S _ = ;̂ ^ ^ — = 7l3 , - ^ = 7C4. (3.215) £ ^ 2 ' ' V "- D ' D 
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Bild 3.127 
Durchstromung eines horizontalen, geraden 
Kreisrohres 

® 

-o-
y y y y y y y y y y / / y 7 T 

LM 
YTHZZZl 

© 
zzzz zzzz 

Die Abhangigkeit (3.214) fiihrt zu dem funktionalen Zusammenhang 

£7.2 VD' V ' D 
2 Cm 

(3.216) 

Diese Beziehung gilt allgemein, d.h. auch in der Einlaufstrecke. Liegt speziell eine ausgebil-
dete Stromung vor, so ist kein Rohrabschnitt gegeniiber einem anderen ausgezeichnet. In 
diesem Fall muB F eine lineare Funktion von ifD sein. Damit wird aus (3.216) 

Ap _ ^ 

! = ' 
= —?l Reo 

2 D ' (3.217) 

womit die friiheren Darstellungen fiir laminare und turbulente Stromungen erfaBt werden. 
Vergleichtman (3.214) mit (3.217), so erkenntman sofortden erzieltenFortschritt. Die Zahl 
der erforderlichen Messungen ist auBerordentlich reduziert. Das Nikuradse-Diagramm liefert 
die Funktion X, und als unabhangige Variablen gehen hier allein die Reynolds-Zahlen und der 
Rauhigkeitsparameter ein. Auch in diesem Fall gilt (3.217) fiir Modell und GroBausfiihrung 
in gleicher Weise. Geometrisch ahnliche Stromungen werden durch gleiche Werte von -̂ /D 
und k̂  /D beschrieben. Betrachtet man eine Diise oder einen Diffusor, so tritt als zusatzlicher 
Parameter z.B. das Durchmesserverhaltnis 

D. 
(3.218) 

auf. An dieser Stelle kann naturlich auch das Flachenverhaltnis A^ /A^ bzw. ein charakte-
ristischer Winkel a benutzt werden. Berlicksichtigt man dies in (3.216), so gilt allgemein 
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D 2 ' 

D k. 
D 

(3.219) 
ly 

Durch Spezialisierung kommt z.B. die Formel fiir den Carnot-Diffusor (3.208). Der Leser 
diskutiere ausfiihrlich die hierzu erforderlichen Voraussetzungen und vergleiche insbesonde-
re die friihere Herleitung mit dem Impulssatz. 
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T A B E L L E 

DIMENSIONEN und EESfHEITEN der wichtigsten auftretenden GroBen: 

GROSSE,Bezeichnung 

Lange ' 

Kraft 

Masse 

Zeit 

Temperatur 

Geschwindigkeit 

Beschleunigung 

Druck, Spannung 

Moment, Arbeit, Energie 

Leistung, Energiestrom 

Dichte p 

Massenstrom rii 

dyn. Viskositat rj 

kin. Viskositat v 

Ausdehnungskoeffizient a 

spez. Warme c , c 
\ ^ p V 

Warmeleitfahigkeit X 

Oberflachenspannung a 

Temperaturleitfahigkeit k = X /p c 

Warmeiibergangszahl a 

spezielle Gaskonstante fR 

Entropie s 

DIMENSIONEN 

F , L , T , i ^ 

L 

F 

FL-^T^ 

T 

1^ 

LT-i 

LT"^ 

FL-2 

EL 

FLT- i 

p L - 4 j 2 

FL-^T 

FL-^T 

L 2 T - I 

1^-1 

L 2 J - 2 ^ - 1 

F T -113̂  -1 

FL-i 

L2X-I 

P L - i ^ - i ^ - i 

L 2 J - 2 ^ - 1 

L 2 p - 2 ^ - l 

M , L , T , i ^ 

L 

MLT-^ 

M 

T 

d 

LT-^ 

L T - 2 

ML-^T-^ 

ML^T"^ 

ML^T-3 

ML"^ 

MT"^ 

ML-^T-^ 

L 2 T - I 

1^-^ 

L 2 T - 2 ^ - 1 

M L T - ^ i ^ - i 

MT'^ 

L^T-i 

MT-^T^-^ 

L 2 T - 2 ^ - 1 

L 2 T - 2 ^ - 1 

EINHEITEN 

Meter, m 

Newton, N 

Kjlogramm,kg 

Sekunde, s 

Kelvin, K 

m/s 

m/s^ 

Pascal, Pa = N/m^ 

Joule, J = Ws = Nm 

Watt,W = Nm/s 

kg/w? 

kg/s 

Pas = N s/m^ 

m^/s 

1/K 

J /kgK 

W / m K 

N / m 

m^/s 

W/m^K 

J/kgK 

J/kgK 
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