Jurgen Zierep, Karl Biihler

Grundziige der Stromungslehre



Jurgen Zierep, Karl Blihler

Grundzuge der
Stromungslehre

Grundlagen, Statik und
Dynamik der Fluide

7., verbesserte Auflage 2008 mit 179 Abbildungen

&

Teubner



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet Uber <http:/dnb.d-nb.de> abrufbar.

Das Buch erschien bis zur 6. Auflage unter dem gleichen Titel beim Springer Verlag.
7., verbesserte Auflage 2008

Alle Rechte vorbehalten
© B.G.Teubner Verlag / GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden 2008

Der B.G. Teubner Verlag ist ein Unternehmen von Springer Science+Business Media.
www.teubner.de

Das Werk einschlieBlich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschiitzt. Jede Ver-
wertung auBerhalb der engen Grenzen des Urheberrechtsgesetzes ist ohne
Zustimmung des Verlags unzuldssig und strafbar. Das gilt insbesondere fur Verviel-
faltigungen, Ubersetzungen, Mikroverfilmungen und die Einspeicherung und
Verarbeitung in elektronischen Systemen.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk
berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im
Sinne der Waren- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten waren und daher von
jedermann benutzt werden durften.

Umschlaggestaltung: Ulrike Weigel, www.CorporateDesignGroup.de
Druck und buchbinderische Verarbeitung: Strauss Offsetdruck, Mérlenbach
Gedruckt auf saurefreiem und chlorfrei gebleichtem Papier.

Printed in Germany

ISBN 978-3-8351-0231-6



Vorwort zur 7. Auflage

Die ,,Grundziige der Strémungslehre® haben seit dem Erscheinen der ersten Auflage vor etwa
30 Jahren eine sehr positive Aufnahme bei Lehrenden und Lernenden an vielen Hochschulen
und Universititen des In- und Auslandes erfahren.

Die 6. Auflage war wiederum schnell vergriffen. Eine iiberarbeitete, erginzte, aktualisierte 7.
Auflage liegt nun vor. An der grundsitzlichen Konzeption als Textbuch zu Vorlesungen hat
sich wenig geédndert, da sie sich offensichtlich bewéhrt hat. Das vielfiltige zustimmende Echo
der Leser, der Horer der Vorlesungen und der Anwender in der Praxis ist uns stets Freude und
Ansporn unserer Lehr- und Forschertitigkeit gewesen. Dafiir mdchten wir auch an dieser
Stelle danken, wie auch fiir Verbesserungsvorschlige, die stets beriicksichtigt wurden.

Dem Teubner-Verlag sagen wir Dank fiir das groBe Vertrauen bei der Herausgabe dieses
Buches und fiir die hocherfreuliche Zusammenarbeit.

Karlsruhe, Juli 2007 Jiirgen Zierep und Karl Biihler



Aus dem Vorwort der 1. Auflage

Das vorliegende Buch "Grundziige der Stromungslehre” ist aus einfiihrenden Vorlesungen
hervorgegangen, die ich seitetwa 20 Jahren an der Universtit Karlsruhe (TH) halte. Es stellte
sich mir hier die interessante Aufgabe, in einer vierstiindigen einsemestrigen Vorlesung
Studenten nachdem Vorexamen die Strtdmungslehre nahezubringen. Das Spektrum der Horer
war breit gestreut. Esreichte von Maschinenbauern und Chemieingenieuren bis zu Physikern,
Meteorologen und Mathematikern. Diese Tatsache sowie die zur Verfiigung stehende Zeit
bestimmten Inhalt und Umfang des vorgetragenen Stoffes. Es ging also nicht darum, alles
darzustellen (das kann man in Spezialvorlesungen tun), sondern eine moglichst interessante,
fiir die Studenten leicht falliche und anwendbare Darstellung zu wihlen.

Einige Worte zum Aufbau. Im Unterschied zu den meisten Darstellungen der Strémungslehre
wird der Impulssatz erst spit behandelt. Das hat gute Griinde. Trotz seiner einfachen
Formulierung ist und bleibterder schwerste Satzder Sttomungslehre. Die Schwierigkeitliegt
in der zweckmiBigen Wahl des Kontrollraumes und der benutzten Strémungsdaten auf dem
Rand. Hier gehen viele Kenntnisse ein, die man vorher bei der Beschéftigung mit Beispielen
der Stromungslehre sammeln mulB. Diese Erfahrung haben wir immer wieder gemacht.

Ich habe mich um einen systematischen Aufbau bemiiht. Dabei wird mit dem Einfachsten
begonnen und bis zuden Fragen vorgedrungen, dieinden zahlreichen Anwendungen auftreten
und heute von groBem Interesse sind. Es ist dabei z.B. wichtig, dafl man von Anfang an weil,
welche und wieviele Gleichungen fiir die Stromungsgréfien zur Verfiigung stehen. Beieinigen
behandelten Fragen wird man eine gewisse Liebe zum Detail spiiren. Dies scheint mir dort
gerechtfertigt, wo die Studenten aus anderen Vorlesungen wenig Information mitbringen.
Andrerseits ist es notwendig, dafl der Anfinger die wichtigsten Hilfsmittel griindlich und
ausfiihrlich vorgefiihrt bekommt. Daf§ sich dabei Kompromisse ergeben, istjedem Vortragen-
den klar.

Parallel zu den Vorlesungen werden zweistiindige Ubungen veranstaltet. Ohne dieses eigene
Engagementder Horerkann manden Stoff nicht bewiltigen. Einige der Aufgaben sind im Text
beriicksichtigt. Hier wie auch beim Vorlesungsgegenstand wird der Leser zu Papier und
Bleistift greifen miissen, um den Inhalt aufzunehmen, zu verarbeiten und anschlieBend
anwenden zu konnen. Diese Miihe lohnt sich! Ich wire mit dem Erfolg meiner langjihrigen
Titigkeit zufrieden, wenn der Leser dies bestdtigen konnte.

Jiirgen Zierep
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Einleitung, Uberblick und Grundlagen

In der Stromungslehre werden die Bewegungsvorginge in Fliissigkeiten und Gasen
(sogenannten Fluiden) behandelt. Anstelle der Bezeichnung Stromungslehre trifft man hiufig
auch die Begriffe Stromungsmechanik, Fluiddynamik, Aerodynamik u.a.

Die Stromungslehre spielt in Naturwissenschaft und Technik eine groBie Rolle. Die Anwen-
dungen lassen sich, grob gesprochen, in zwei verschiedene Gruppen einteilen.

1.  Umstromung vonKorpern, z.B. Kraftfahrzeugen, Flugzeugen, Gebiduden. Hierinteres-
siertdas Stromfeld im AufSenraum, d.h. Geschwindigkeit, Druck, Dichte und Temperatur
in Korpernihe und -ferne. Darausresultiert z.B. die Kraftwirkung auf den umstrémten Kérper.

2.  Durchstromen vonLeitungen, Kanélen, Maschinen und ganzen Anlagen. Jetztinteres-
siertdie Stromung im Innenraum, z.B. von Kriimmern, Diffusoren und Diisen. Von Wichtig-
keit sind hier Reibungseinfliisse, die sich durch Druckverluste bemerkbar machen.

Bei aktuellen technischen Problemen konnen die beiden soeben behandelten Teilaufgaben
natiirlich auch kombiniert auftreten. Zahlreiche Anwendungen trifft man in den Gebieten
Strémungsmaschinenbau, Chemieingenieurtechnik, Flugzeugbau, Kraftfahrzeugbau,
Gebiudeaerodynamik, Meteorologie, Geophysik etc.

Die quantitative Beschreibung einer Strémung erfolgt in jedem Punkt (x,y,z) des
betrachteten Feldes zu jeder Zeit (t) durch die GroBien:

Geschwindigkeit W =(u,v,w) , Druck p , Dichte p , Temperatur T.

Wir nehmen die Existenz dieser Zustandsgrofien als Funktion von (X,y,z; t) an. Wir bewegen
unsdamitimBereichder Kontinnumsmechanik. Insgesamthandeltes sich alsoum 6 abhéingige
und4 unabhingige Variablen. Zur Bestimmung der ersteren sind 6 Gleichungen, die physika-
lischen Grundgesetze der Stromungslehre, erforderlich. Sie werden in Form von
Erhaltungssétzen formuliert und sind in der folgenden Tabelle skizziert.

Physikalische Aussage Zahl der Art der
Gleichungen | Gleichungen
Kontinuitit (Massenerhaltung) 1 skalar
Erhaltungssiitze Kriftegleichgewicht (Impulssatz) 3 vektoriell
Energiesatz (z.B. 1.Hauptsatz, Fourier- 1 Kal
sche Wirmeleitungsgleichung etc.) skatat
. Zustandsgleichung (thermodynami-
F
uid sche Verkniipfung von p, p, T) 1 skalar




2 Einleitung, Uberblick und Grundlagen

Gegeniiber der Massenpunktmechanik, die mit 3 Gleichungen fiir 3 Geschwin-
digkeitskomponenten auskommt, sind hier also 6 Gleichungen erforderlich. Zu diesen
Differential- oder Integralbezichungen treten Anfangsbedingungen (t) und/oder Rand--
bedingungen (x,y,z) hinzu, um aus der Mannigfaltigkeit der moglichen Losungen die,
gegebenenfalls eindeutig bestimmte, Losung des gestellten Problems zu ermitteln. Fiir die
oben angefiihrten Um- und Durchstromungsaufgaben kann man diese Bedingungen leicht
diskutieren. Eine allgemeine Losung der Grundgleichungen der Strémungslehre stofit auf
groBte Schwierigkeiten, da die zugehdrigen Differentialgleichungen nichtlinear sind. Hiufig
beschrinkt man sich daher auf sogenannte Ahnlichkeitsaussagen, mit denen es moglich ist,
die Swomungsdaten von einem Stromfeld auf ein anderes zu iibertragen. Dies fiihrt zu den
wichtigen Modellgesetzen, die es z.B. gestatten, Windkanalversuche auf die GroBausfiihrung
umzurechnen.

ImRahmen dieser Darstellung werden wir mitdemEinfachsten (Hydrostatik) beginnen. Durch
Zunahme der Zahl der unabhiingigen und der abhingigen Veridnderlichen werden wir bis zu
den Fragestellungen vorstoflen, die in den Anwendungen von Interesse sind. Das folgende
Schema erldutert von links nach rechts unsere Vorgehensweise.

Hydrostatik Aerostatik Hydrodynamik | Aerodynamik

p

p

W=@,v,w

ruhende Fliissig- ruhende bewegte

Beiso en
eispiele | citimGefi | Atmosphire | Flissigkeit

bewegtes Gas

Die Temperatur T kann hier fortgelassen werden, da sie durch die Zustandsgleichung aus p
und p zuermitteln ist.

Die historische Entwicklung der Stromungslehre zeigt bis etwa 1900 zwei unterschiedliche
Arbeitsrichtungen.

1.  Theoretische, vorwiegend mathematische Stromungslehre.
Sieistmitden Namen Newton, Euler, Bernoulli, D'Alembert, Kirchhoff, Helmholtz, Rayleigh
verkniipft. Hierbei handeltes sich vornehmlich umdie theoretische Behandlung reibungsfreier

J.B.J. Fourier, 1768 - 1830 J. D'Alembert, 1717 - 1783
I. Newton, 1643 - 1727 G. Kirchhoff, 1824 - 1887
L. Euler, 1707 - 1783 H.v.Helmholtz, 1821 - 1894

D. Bernoulli, 1700 - 1782 J.W. Rayleigh, 1842 - 1919
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Stromungen (sogenannter Potentialstromungen). Damit wares z.B. nichtméglich, Verluste in
Stromungen bei Umstrémungs- und Durchstrémungsproblemen quantitativrichtig zu ermitteln.

2.  Technische Stromungslehre oder Hydraulik.

MalBgebende Forscher waren Hagen, Poiseuille, Reynolds. Hier ging es um Probleme der
Messung und deren Darstellung bei reibungsbehafteten Strdmungen, z.B. die Gesetze fiir
Rohrstrémungen.

Beide Richtungen wurden 1904 durch die Grenzschichttheorie von Prandtl zusammenge-
fithrt. Danach ist die Ursache fiir den Reibungswiderstand eines Korpers in der sogenannten
Grenzschicht zu suchen. Diese ist eine relativ diinne, wandnahe Schicht, in der der
Geschwindigkeitsanstieg von Null an der Wand auf den Wert der AuBenstrémung erfolgt.
Hierbeiistdie Haftbedingung an der Kérperoberfliche wesentlich. Wird der Korperbewegt,
somachtdas stromende Mediuman der Oberfliche diese Bewegung mit. Es haftetdort! In Bild
1.1 ist der besonders einfache Fall der lingsangestromten Platte - der Prototyp einer
Grenzschicht - dargestellt. Dieses Prandtlsche Grenzschichtkonzepthat sich als sehr fruchtbar
erwiesen. Es fiihrt zu wesentlichen Vereinfachungen in den nichtlinearen Differen-
tialgleichungen, so dalB} eine L&sung moglich ist.

Spielt neben den Reibungsverlusten auch der Warmeiibergang eine Rolle, so tritt auBer der
Stromungsgrenzschicht eine Temperaturgrenzschicht auf (Bild 1.2). Beide haben ihre
Ursache in vllig analogen physikalischen Vorgingen: Reibung und Warmeleitung.

<——Tm———>
u
) =
e
== |7~
=F =i 5
¢¢ - 8 T
Bild 1.2 l°° =" \ ) L
Stromungs- und Tempe- — P b
raturgrenzschicht an der ebe-
nen Platie ra——— T,y ———
G. Hagen, 1797 - 1884 O.Reynolds, 1842-1912

J.L. Poiseuille, 1799 - 1869 L. Prandtl, 1875 - 1953



1 Eigenschaften von Fluiden
1.1 Molekularer Aufbau - Mikrostruktur

Fiir das Verstindnis der spiter zu behandelnden Stromungsvorgénge in Fluidenistes wichtig,
die Grundtatsachen ihres molekularen Aufbaus zusammenzustellen. Wir sprechen dabei von
der Mikrostruktur.

Die Materie ist aus elementaren Bestandteilen (Molekiilen bzw. Atomen) aufgebaut, deren
Durchmesser die folgende GroBenordnung besitzt: d ~ 107 m. Beim Aufbau aus diesen
Elementen sind nun zwei Tatsachen von wesentlichem Einfluf}.

1.  Sind die einzelnen Teilchen relativ weit voneinander entfernt, d.h. ist die Dichte
geniigend klein, so sind sie voneinander unbeeinfluf3t und fithren eine regellose statistische
Bewegung infolge ihrer thermischen Energie aus (Brownsche Molekularbewegung bei
Gasen). Fiir Luft gilt unter Normalbedingungen, d.h. Atmosphérendruck und 20°C, fiir diese
Bewegung: mittlere freic Weglinge ¢ ~ 107 m, mittlere Molekiilgeschwindigkeit €~ 500
m/s.

Erginzung: Die Thermodynamik liefert die Abhéngigkeit der Molekiilgeschwindigkeit von
der Temperatur. Die innere Energie des Molekiils ist pro Freiheitsgrad = 1/2 kT mit k =
Boltzmann-Konstante. Mit f=13 als Zah! der Freiheitsgrade lautet der Energiesatz fiir das
Molekiil der Masse m:

2

m ¢~ =mittlere kinetische Energie der Translation.

N | =

innere Energie = 5 kT =

— 3k ==
Also ¢ = e~ T, oder groflienordnungsméBig \/c_2 ~T~AT.

Dies ist eine charakteristische Abhingigkeit von der Temperatur, die spiter bei vielen
typischen Geschwindigkeiten (Schallgeschwindigkeit, maximale Geschwindigkeit) wieder-
holtauftritt.

2. Sind die Teilchen relativ nah beieinander, d.h. ist die Dichte geniigend gro8, so
beeinflussen sie sich gegenseitig. Es wirken intermolekulare sogenannte van-der-Waals-
Kriifte. Thre Erstreckung reicht etwa iiber eine Distanzvon 10 d~ 10 m. Diese Anziehungs-
krifte, die ihrer Natur nach Gravitationskrifte sind, konnen die Teilchen gegenseitig fixieren,
z.B. in einem regelmiBigen Kristallgitter. In Bild 1.3 ist die Kraft, die ein im Nullpunkt
liegendes Teilchen auf ein anderes im Abstand r befindliches ausiibt, qualitativ dargestellt.

R. Brown, 1773 - 1858, Botaniker J.D.vander Waals, 1837-1923
L. Boltzmann, 1844 - 1906



1.2 Widerstand gegen Forménderungen (Elastizitit, Viskositar) 5

Bild 1.3 F i
Intermolekulare Kraft, die ein im Nullpunkt liegendes |
Teilchen auf ein anderes ausiibt ® |
|
|
A& r
|
= | <

Abstoflung Anziehung

Nihern sich die Teilchen aufierordentlich, so tritt anstelle von Anziehung AbstoBung auf.
Hierbei spielt die innere Struktur der Teilchen eine wesentliche Rolle. Fiir unsere Betrach-
tungen ist dies jedoch nicht wichtig.

Das Zusammenspiel der zwei Tatsachen 1. und 2. fiihrt zu den drei Aggregatzustinden. Das
nachfolgende Schema erldutert dies in grober, aber fiir uns ausreichender Weise. Die Dichte
nimmt dabei von links nach rechts zu.

Gas Filiissigkeit Fester Korper
1. iiberwiegt 2. 1. und 2. gleich. 2. liberwiegt 1.
Regellose Bewegung. Zufallsbewegung, die nicht | Intermolekulare Krifte bin-
unbeeinflufft von den Nach- | denTeilchenan feste Stellen,
barn erfolgt. z.B. im Kristallgitter.

1.2 Widerstand gegen Forminderungen (Elastizitit, Viskositit)

Esbesteht ein grundsitzlicher Unterschied zwischen festen, elastischen Korpern einerseits
und Fluiden andererseits. Wir erldutern dies am Fall der Beanspruchung auf Scherung
(Schub).

1.  Einfester, elastischer Kérper wird beansprucht durch eine Scherkraft F.InBild 1.4
ist dieser Fall skizziert. Der Winkel ¥ ist ein Mab fiir die Deformation und A die Fliche,
ander die Kraft F angreift. Bei geringer Deformation giltdas Hookesche Gesetz, nach dem
die Schubspannung der Deformation proportional ist:

R. Hooke, 1635 - 1703



6 1 Eigenschaften von Fluiden

Rheologisches Modell A I':’ Bild 14

Scherbeanspruchung eines festen,
elastischen Korpers sowierheologi-
f Y sches Modell
F
elastische Feder
[F| .
x =1=G-y G =Gleit- oder Schubmodul. a.n

Bild 1.4 zeigt auch das zugehdrige rheologische Modell. Es handelt sich um die elastische
Feder, die durch die Kraft F beansprucht wird. Solche Modelle sind zum Verstindnis dieser
Vorginge von groem Nutzen und werden uns oft begegnen.

2.  BeiFluiden muBdas Medium gefithrt werden. Bild 1.5 erlédutertden besonders einfachen
Fall der Scher- oder Couette-Stromung zwischen zwei ebenen Platten. Die obere Platte werde
mit der konstanten Geschwindigkeit U bewegt, die untere ruht. Wir verfolgen den
Strdmungsvorgang sowohl im Ortsplan (x,y) als auch im Geschwindigkeitsplan (u,y). Das
Experiment liefert eine lineare Geschwindigkeitsverteilung

u=Uu (1.2)
h

imPlattenspalt. DieHaftbedingung bei y=0 und y =h istoffenbar erfiillt. Der Zusammenhang
zwischen Orts- und Geschwindigkeitsplan fiihrt zu den Gleichungen

ds(t
=80 " gs0=nayo.
dt
y y
0 L dsit)
Q —>
AN o y
_ 50 t»0  Bild L5
h Couette-Stromun,
4 g
dv-§5 Orts-und Geschwin-
X u  digkeitsplan sowie
F theologisches Mo-
Dampfungs- Geschwindig- ~ dell fiir das New-
zylinder Ortsplan keitsplan tonsche Medium

M. Couette, 1858 - 1943
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d.h.
U=hy@®. (1.3)

Definieren wir ein Newtonsches Fluid durch

T=N—"), 1.4
ndy (1.4

so ergeben (1.2) und (1.3):

du U .
=N—=7-—= t). 1.5
T ndy n b ny® (L.5)

Bei Newtonschen Fluiden ist damit die Schubspannung der Deformationsgeschwindigkeit
proportional. Diesistein grundlegender Unterschied zumelastischen Korper. Dasrheologische

Modell ist hier ein Ddmpfungszylinder (Bild 1.5).

Der Proportionalititsfaktor 1 in (1.4) und (1.5) heiBt dynamische Viskositiit.

v= % = kinematische Viskositit , p =Dichte des Mediums. (1.6)

In den Anwendungen liegt hiiufig der allgemeinere Fall vor, daf

T=£(}) (17

ist. f wird als FlieBfunktion bezeichnet. Bild 1.6 enthilt einige charakteristische Fille. Ist f
eine lineare Funktion, so handelt es sich um Newtonsche Fluide (01, Wasser, Luftusw.). Die
Steigung der Geraden ist ein direktes Maf3 fiir die dynamische Viskositét. Durch nichtlineare
FlieRfunktionen werden Nicht-Newtonsche Fluide beschrieben. Beispiele sind Suspensionen,

Bingham-Medium

Bild 1.6

Verschiedene FlieBfunktionen. New-
tonsche, Nicht-Newtonsche Fluide,
Bingham-Medium
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E ]
2

Polymere, Olfarben usw. Ein interessanter Sonderfall ist das Bingham-Medinm. Es verhilt
sich fiir T <1, wie ein fester, elastischer Kérper, dagegen fiir T > 1, wie ein Newtonsches
Fluid.

7, heiBtdie FlieBspannung. Es ist dies ein Modell fiir das Viskosititsverhalten von Breien und
Pasten. Das rheologische Modell (Bild 1.7) enthilt einen Didmpfungszylinder und parallel
hierzu einen Klotz auf ravher Unterlage; vorgeschaltet ist eine elastische Feder, deren
Auslenkung begrenzt ist. Der Klotz besitzt Haft- sowie Gleitreibung. Letztere wird bei dem
betrachteten Modell vernachlissigt. Eine interessante Kombination ergibt sich, wenn ein
elastischer Korper viskoses Verhalten zeigt. Man spricht dann von einem viskoelastischen
Medium. Bei kurzzeitiger Belastung verhilt sich dieses Medium wie ein elastischer Korper,
bei langerer Belastung dagegen wie ein Newtonsches Fluid. Der "hiipfende Kitt" ist ein
Beispiel. Es handelt sich um ein knetbares, kautschukéhnliches Medium. Eine Kugel wird
clastisch an der festen Wand reflektiert. Sie zerflie3t unter ihrem Eigengewicht beimldngeren
Liegen. Dasrheologische Modellisteine elastische Federund ein Dampfungszylinderin Reihe
geschaltet (Bild 1.8).

Bild 1.7
L_; Rheologisches Modell des Bingham-
—— Mediums

!l

Zur quantitativen Angabe der eingefiihrten physikalischen Grofen sind Dimensionen und
MaBeinheiten erforderlich. Wir verwenden vorrangig das internationale System (SI), geben
vergleichsweise aber die Daten auch im alten technischen System an.

Die dynamische Viskositiitt 1 wird gemessen in

Vg

Bild 1.8
Rheologisches Modell fiir das viskoelastische Medium

™

E.C. Bingham, 1878 - 1945
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N—;:Pas.
m

Die kinematische Viskositidt v =1/p wird gemessen in m?/s.

Die folgende Tabelle enthilt typische Zahlenwerte bei Normalbedingungen.

n-10° v - 10°

Nm?s=Pas m? s

Luft 18,2 15,11

Wasser 1.002,0 1,004
Silikonol Bayer M 100 130.950,0 135,0

Man erkennt hieran sofort, dafl n fiir die durch die Viskositét tibertragene Kraft charakteri-
stisch ist und nicht etwa v =1/p. (1.4) liefert fiir n} die Aussage

SEE

d.h. m ist ein Maf fiir die Kraft pro Flicheneinheit (= 1), die erforderlich ist, um den
Geschwindigkeitsgradienten (=d v/d y) zu erzeugen. Die kinematische Viskositit entsteht
nach Division durch die Dichte, wobei die GroBenordnung wesentlich geéindert werden kann.

Die Viskositét istbei Fluiden temperaturabhiingig; mit wachsender Temperatur sinkt sie bei

Fliissigkeiten und steigt bei Gasen (Bild 1.9). Diese Tatsache wird verstindlich aus der oben
diskutierten Mikrostruktur. Die Viskositit ist ein makroskopischer Effekt, der durch den

Nssigkeit

. / Gas
Bild 1.9

Abhéngigkeit der Viskositit von der Temperatur bei
Fliissigkeiten und Gasen

7

~
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Bild 1.10
Dynamische Viskositit der
10 Schwefelschmelze

[

n[Pas]
[ ——

107 l
1072

1073

T [°c]

——

molekularen,d.h. mikroskopischen, Impulsaustausch dereinzelnen Fluidpartikel hervorgeru-
fen wird. Diese Auffassung fithrt im néchsten Abschnitt zu der gaskinetischen Erklérung der
inneren Reibung. Bei Gasen steigt mit wachsender Temperatur die Molekiilgeschwindigkeit
und damit der beim Stof} {ibertragene Impuls, was zu einer Zunahme der Viskositét beidiesem
Modell fiihrt. Bei Fliissigkeiten spielen die intermolekularen Kréfte eine entscheidende Rolle.
Steigende Temperatur lockert hier die gegenseitige Bindung, die Teilchen werden leichter
verschiebbar, die Viskositit sinkt. Eineninteressanten Sonderfall bildetdie Schwefelschmelze
(Bild 1.10). In einem gewissen Temperaturbereich verhélt sich dieser Stoff wie eine
Fliissigkeit, bei Steigerung der Temperatur wie ein Gas und bei weiterer Steigerung der
Temperatur wieder wie eine Fliissigkeit. Dies hiingt offenbar mit der Umwandlung des
kristallinen Gefiiges dieses Stoffes zusammen. Interessant ist die Analogie zwischen innerer
Reibung und Wirmeleitung. Es handelt sichummolekulare Transportvorginge, die dhnlich
verlaufen. Wir konnen der oben behandelten Couette-Stromung ein sehr einfaches
Wiirmeleitproblem zur Seite stellen (Bild 1.11). Der Wirmestrom QQ, als {ibertragene
Wirmemenge pro Zeit, kann mit dem Fourier-Ansatz wie folgt dargestellt werden:

O=-1A 3—; (1.8)
YA YA .
.
U 2
NN\
i a
y /| /!
Bild 1.11

- T1 —_—
Analogie von innerer Rei-
Couette - Stromung Wadrmeleitung bung und Wirmeleitung
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A ist das Wirmeleitvermtgen und A die iibertragende Fliche. Fiir den spezifischen
Wirmestrom q kommt also

Qog=-2rsL, (19
Damit gilt zwischen innerer Reibung und Wirmeleitung die Analogie

du dT
T=T— > q=—A—. 1.10
ndy q dy (1.10)

A und n sind molekulare Austauschgrofen fiir Wirme und Impuls. Fiir spiter ist wichtig,
daB man aus beiden Grofien eine charakteristische Kennzahl herleiten kann. Sie wird nach
Prandtl benannt:

ne,
Prandtl-Zahl = Pr= —-F. (1.11)

<, ist hierin wie tiblich die spezifische Wirme bei konstantem Druck.

1.3 Gaskinetische Erklirung der inneren Reibung

Esgehthierumzwei Aussagen. Einerseits wollen wirden Newtonschen Schubspannungsansatz
(1.4) fiir Gase herleiten und andrerseits 1 bzw. v auf bekannte mikroskopische Werte
zuriickfiihren. Bei der Ableitung benutzen wir gaskinetische Betrachtungen, bei denen
makroskopische und mikroskopische Uberlegungen gleichzeitig eingehen. Wir untersuchen
die Stromung lings einer ebenen Wand (Bild 1.12). u(y) ist das gemittelte Ge-
schwindigkeitsprofil, wie wir es makroskopisch, z.B. mit dem blofen Auge, registrieren.
Mikroskopisch dagegen fithren die Gasteilchen eine regellose Zufallsbewegung aus. Der
dabei erfolgende Impulsaustausch der verschiedenen Schichten fiihrt zu einer Verhef-

yd

_ ulyel) ./
I uly)

uly-1)

Scherung —;_—_' ——

Bild 1.12
Zur gaskinetischen Erkldrung der
inneren Reibung. Strémung langs

der ebenen Wand. / / / /
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tung, d.h. zur inneren Reibung. Bild 1.12 veranschaulicht, wie es zu der Scherung in der
Schicht y kommt. £ bezeichne die mittlere freie Wegldnge. Teilchen, die aus dem Niveau
y+ £ stammen, beschleunigendie bei y vorhandenen Partikel. Teilchen, die von unten kommen
(y - £ ) verzdgern sie entsprechend. Dies ruft eine Scherung bzw. Schubspannung im Niveau
y hervor. Diese Kraftwirkung wird jetzt berechnet.

Die Masse des stoflenden Teilchens sei m, dann ist der gemittelte Impuls eines von oben
kommenden Teilchens I io| = mu(y + ¢); analog gilt fiir ein Teilchen, das von unten
kommt, l iy | =mu(y- 4.

Zur Bestimmung desinsgesamt ibertragenen Impulses miissen wir abzihlen, wieviel Teilchen
pro Zeiteinheit durch die Flicheneinheit gehen. n sei die Teilchenzahl pro cm®. Aufgrund der
Gleichverteilung bewegen sich in 1 cm® n/3 Teilchen in x- oder y- oder z-Richtung, mithin
die Hélfte, also n/6 Teilchen, in (+x) oder (- x),...-Richtung. Alsotreten (n/6)<¢ Teilchen
pro Sekunde durch die Flicheneinheit (Bild 1.13). Hier geht entscheidend die mittlere
mikroskopische Molekiilgeschwindigkeit € der Teilchen ein. Bild 1.13 zeigt, dafl nur
diejenigen Molekiile, die sichin einem Quadermitder Hohe T - 1 s befinden,inder Zeiteinheit
durch die Fldcheneinheit treten konnen.

Damit kommt fiir den an die Schicht y iibertragenen Impuls pro Zeit- und Flidcheneinheit =
Kraft pro Fliache = Schubspannung.

T=%6mu(y+l)—%6mu(y—£)=

(1.12)
nm _ du du

= — +f—+...— +4—+... |.
5 C[u(y) dy u(y) dy ]

Berticksichtigen wir bei der Entwicklung nur die in £ linearen Terme, so wird

Bild 1.13
Ermittlung der Zahl der stolenden Teilchen
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c=0mcf du_ptiédu (1.13)
3 dy 3 dy

n_,-%4 (1.14)
p 3

Damitist der Newtonsche Schubspannungsansatz fiir Gase hergeleitetund gleichzeitig v auf
die friihereingefiibrten mikroskopischen Bestimmungsstiicke € und £ zuriickgefiihrt. Wegen
T~«T folgtweiterhin, daf bei Gasen die Viskositit v mit der Temperatur ansteigt. Aus
den Angaben fiir Luft: © ~ 500 /s, £~107m folgtmit (1.14) v ~ 15 - 10 m?/s, was mit
dem in der Tabelle Seite 9 angegebenen Wert gut {ibereinstimmt.

Miteiner Dimensionsbetrachtung kannman auch zurDarstellung der kinematischen Viskositit
v gelangen. Man geht davon aus, dafl v allein von den kinematischen mikroskopischen
Bestimmungsstiicken £ und ¢ abhingen kann, d.h.

v=£({,C).
Ein Potenzansatz
v=Ag™./~

mit A =konst liefert sofort

v=Atc/,
d.h. abgesehen von dem Zahlenfaktor kommt wiederum (1.14). Diese Zuriickfiihrung der
kinematischen Viskositit auf die mikroskopischen Groflen: mittlere Molekiilgeschwindigkeit
und mittlere freie Weglinge stelltein sehr einleuchtendes Ergebnis dar, das handgreiflich den
Mechanismusdes Zustandekommensderinneren Reibung vor Augen fithrt. Wirkommen spiter
auf ghnliche Betrachtungen (z.B. das Konzeptdes Prandtlschen Mischungsweges) wiederholt
zurtick.
1.4 Volumeninderung und Zustandsgleichung fiir Gase

Wir erinnern an zwei elementare Grundgesetze fiir sogenannte ideale Gase.

1.  Das Boyle-Mariotte-Gesetz fiir isotherme Prozesse besagt:

R. Boyle, 1627 - 1691 E. Mariotte, 1620 - 1684
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p~V=p0~VO=konst , t=konst , tin°C. (1.15)
2.  Das Gay-Lussac-Gesetz fiir isobare Vorgéinge lautet:

1
V=V, (1+Bt), p=konst, B=273°C' (1.16)

t bezeichnet hierin die Celsius-Temperatur. In Bild 1.14 sind verschiedene Prozesse (isochor
- p =konst, isobar - p = konst, isotherm - t = konst, isentrop - s = konst) in der (p,V)-Ebene
eingetragen.
Eine beliebige Zustandsinderung p,, V,,t,=0~>p, V,t kdnnen wir stets aus den beiden
oben betrachteten elementaren Prozessen zusammensetzen (Bild 1.15). Ein isothermer
Vorgang fiihrtvonp,, V,,t,=0 zu p, V,, 1,=0:
p; V,=pV,. (1.17)
Ein anschlieBender isobarer ProzeB fithrt p, V,,t,=0 in p, V, T tiber mit
V=V,(1+B1). (1.18)

Benutzen wir hier (1.17), so wird

pV=pV,(1+B9=p, V 1+By=Pp, Vl(é-+tj=[3p1V1T,

PA
A
Isochor P ﬂ
ty=konst
Isobar \
7 T
Isotherm
p ( —————
Isentrop
v v
Bild 1.14 Bild 1.15
Thermodynamische Zustandsinderungen in der Zusammensctzung eines isothermen und ei-
(p,V)-Ebene nes isobaren Prozesses

IL. Gay-Lussac, 1778 - 1850
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also in spezifischen Grofien

T=RT. (1.19)

8|~

p
pv=—=
P

Dies ist die ideale Gasgleichung. Hierin bedeuten:

2
J
R =allgemeine (molare) Gaskonstante = 8,314 - 10° —7%— =8,314 ——,
s“ mol K mol K
R ifische od 'Ilett'm2 !
= spezifische oder spezielle Gaskonstante in 5— = ——,
P P! SZK kg K
m = Molmasse in &
mol
Es gilt die Beziehung
R
'—=CP—CV=TR~ (1.20)
m
Die wichtigsten Reprisentanten sind
Gas 0, N, H, Luft
min 2~ 32 28,016 2,016 29
mol

Bei realen Gasen haben wir es im Unterschied zu den vorstehenden Betrachtungen mit
allgemeineren Zustandsgleichungen zu tun.Ein Beispiel istdie sogenannte van-der-Waalssche-
Gleichung.

1.5 Oberflichen- oder Grenzflichenspannung und Kapillaritat

Bisher haben wir nur ein homogenes Medium betrachtet. Jetzt beschiftigen wir uns mit der
unmittelbaren Umgebung der Trennfliche zweier Medien unterschiedlicher Dichte. Solche

J.P. Joule, 1818 - 1889
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Gas L 4 Bild 1.16
_I;lTjg_sigkeit R Intermolekulare Kriéfte im Innern und
/ 1\ an der Oberfliche einer Fliissigkeit
R

ANV
/N

Flichen spielen in der Stromungslehre eine grofle Rolle. Grenzen zwei nicht mischbare
Fliissigkeiten unterschiedlicher Dichte aneinander, so sprechen wir von einer internen
Grenzflache.Eine freie Oberfléche liegt vor, wenn eine Fliissigkeit und ein Gas aneinander
grenzen. Im Innern der Fliissigkeit heben sich die intermolekularen Anziehungskrifte aufein
Teilchen im Mittel auf (Bild 1.16). Esliegt hier ein kugelsymmetrisches Kraftfeld vor. Ander
Oberfliche tritt eine Resultierende auf, die ins Innere gerichtet ist, da die Gaspartikel iiber
der Oberfliche keine intermolekularen Krifte ausiiben. Die Dicke dieser Oberfldchenschicht
ist vergleichbar dem Wirkungsbereich der intermolekularen Krifte (~10d ~ 10° m). Diese
Resultierende der intermolekularen Krifte steht im Gleichgewicht mit den iibrigen Kriften
(Schwerkraft, Druckkraft). Im Vorgriff auf Spiteres besagt dies, daB es dadurch in der Néhe
der Oberfléiche zu einer abgetinderten hydrostatischen Druckverteilung kommt. Gegen diese
Resultierende mufl Arbeit geleistet werden, wenn ein Teilchen aus dem Fliissigkeitsinnern an
die Oberfliche verschoben werden soll, d.h. die Molekiile an der Oberfliche haben eine
hohere Energie als Teilchen im Innern. In jeder Fliissigkeitsoberfliche steckt also Energie.
Umdiese zusitzliche Energie gering zu halten, verwendet die Natur moglichst wenig Teilchen
zur Bildung der Oberfliche. Dies fithrt zur Entstehung von sogenannten Minimalfldchen. Das
folgende Beispiel illustriert dies handgreiflich (Bild 1.17). Ein rechteckiger Drahtrahmen
wird mit einer Seifenhaut ausgefiillt. Ein geschlossener Garnfaden wird darauf gelegt. Wird
die Seifenhaut in der Schlinge durchstochen, so springt die Schlinge zu einem Kreis auf. Der
Kreis hat bekanntlich bei gegebenem Umfang die grofite Fliche. Die Restflidche ist also unter
den gegebenen Randbedingungen die Minimalfldche.

Das Bestreben, die Oberfldche moglichst klein zumachen, fithrt zu einem Spannungszustand

v 7 Fleot
7

Bild 1.17 Bild 1.18
Zur Bildung von Minimalflichen Zur Definition der Oberflachenspannung
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inder Flache. Als Oberflichenspannung o definiertmandiejenige Kraft proLingeneinheit
der Berandung, die die Oberfliche im Gleichgewicht halt (Bild 1.18). Die Grofle ¢ hingt
wesentlich von den beiden Medien ab, die an der Oberflidche aneinander grenzen. Sie nimmt
im iibrigen mit wachsender Temperatur ab. Die Erkldrung ist dhnlich wie bei der Viskositit.
Mit zunehmender Temperatur werden die intermolekularen Bindungen geringer. Die
Resultierende in Bild 1.16 nimmt ab, und damit sinkt die Oberflichenenergie.

Medien 610> Nm'!
Wasser / Luft 7,1
(bei 20°C)
Ol/ Luft 2,5-3,0
Quecksilber / Luft 46

Die Messung von ¢ kann mit einem Drahtbiigel erfolgen, an dem ein Steg verschiebbar
angebracht ist (Bild 1.19). Da zwei Oberflichen gebildet werden, gilt

\F I =264.
Anstelle der

angreifende Kraft ! IE| an der Berandung

Oberflichenspannung ¢ = (1.21)
Linge der Berandung ¢
wird hiufig der Begriff der
Energi hme AE
spezifischen Oberflichenenergie €= Lo (1.22)

Oberflichenzunahme A A

-~ « Bild119 ‘
Messung von G mit einem
// Drahtbiigel T
s
7L——<.' —4)
As
Y |
] P Bild1.20 - -

Zur Gleichheit von Oberflichen-  J
spannung und spezifischer Ober- =
fldchenenergie F

i
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verwendet. Es ist
£E=0. (1.23)

Um diese Aussage zu beweisen, verschieben wir in Bild 1.20 den Steg um As. Die dabei
erzielte Oberflichenzunahme ist AA =2 As £. Mit (1.22) kommt damit fiir die hierzu
erforderliche Energie

AE=2¢eAs?. (1.24)

Gehen wir andrerseits von der angreifenden Kraft |f3| =2 0 { aus, so leistet sie bei der
Verschicbungum A s die Arbeit

AW=206As{. (1.25)
Da beide Energien (1.24) und (1.25) gleich gro8 sind (Energiebilanz!), folgt
AW=206Asl=2eAsl{=AE
d.h. es gilt (1.23).

Mit dieser Beziehung ist es leicht mdglich, die Energie abzuschitzen, die in
Fliissigkeitsoberflichen steckt. Das ist insbesondere dann wichtig, wenn Oberfldchen stindig
neu gebildet werden, was z.B. bei der Zerstdubung der Fall ist. Diese letzte Feststellung fiihrt
uns von den bisher behandelten ebenen Oberflichen zu gekriitmmten Flichen, die in den
Anwendungen von groflem Interesse sind. Beispiele hierfiir sind etwa ein Wassertropfen, eine
Fliissigkeitsblase oder ein Gastropfen (Bild 1.21). In allen drei Fillen ist die

< Bild 1.21
Flissigkeits-
tropfen, Fliis-
sigkeitsblase
und Gastrop-
fen

1. Flissigkeitstropfen:

2. Flussigkeitsblase :

3. Gastropfen:

Bild 1.22 —

Gleichgewichtsbetrachtung fiir den kugelformigen Fliissig-
keitstropfen
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Oberflichenspannung bestrebt, den Tropfen bzw. die Blase zu komprimieren. Dadurch kommt
es zueinem Druckanstieg im Innern. Dies fithrt bei Vernachldssigung der Schwerkraft zu einem
Gleichgewicht zwischen der Druckkraft und der aus der Oberflédchenspannung resultierenden
Kraft.

Besonders einfach ist die zugehorige Gleichgewichtsbetrachtung fiir den kugelformigen

Fliissigkeitstropfen (Bild 1.22). Schneiden wir den Tropfen am Aquator auf, so ergibt sich
eine resultierende Oberflichenspannungskraft

]F[:zmc. (1.26)

Die resultierende Druckkraft weist in vertikaler Richtung und hat dieselbe GroBe, als
ob die Aquatorebene mit der Druckdifferenz Ap beaufschlagt wiire (s.u.):

I?D[=Apnr2=(pi—pa)nr2. (1.27)
Aus dem Gleichgewicht der beiden Krifte folgt

20
Ap=pi—pa=7‘ (1.28)

Fiir die Blase ergibt sich rechts im Zghler ein zusitzlicher Faktor 2, da zwei Oberflichen
gebildet werden. Im Tropfen bzw. in der Blase kann damit ein erheblicher Uberdruck
entstehen. Im Falle von Nebeltropfchen, r= 10°m = 10 mm, erhalten wir z.B.

271102 N N

5
Ap —5=1,42-10" —-=1,42 bar .
10 m?> m?*

Wir wollen die ausfiihrliche Ableitung der Druckkraft (1.27) nachtragen, weil das Ergebnis
von allgemeinem Interesse ist. In Bild 1.23 ist das Oberflichenelement angegeben. Bei der
. Integration ist aus Symmetriegriinden nur die z-Komponente der Druckkraft zu beriicksichti-
gen:

Der AuBendruck p, ergibt fiir das Fldchenelement den Anteil =
=-p, dA cos ¥ = - par2 sin® cos © dO do.

Integration itber die Halbkugel liefert =

2n /2
=- J' J‘ p, P sin® cos ¥ dd do =-p, wrl.
¢=0 ©=0
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rsinddy Bild 1.23
- Zur Herleitung der Druckkraft

rd¥ dA
L

dA=r?sindddde

‘Z dFD,Z
I —-
| dF,
pu /
NI S T
- I | -
‘S.\\'\% I
By
—k —_
P AN ‘\\\\
(LRN // -y
X

Berticksichtigen wir den Beitrag von p; auf die Aquatorfliche = P 12, so wird insgesamt
Fpz=@-p)nr’ =Apmr®

Dieser Tatbestand gilt allgemein, d.h. bei gekriimmten Flichen spielt nur die Projektion in die
jeweilige Ebene eine Rolle. Dabei wird in diejenige Richtung projiziert, in der die Kompo-
nente der Druckkraft gesucht wird.

Wirkommen jetzt zur Gleichgewichtsbetrachtung bei einer beliebig gekriimmten Flidche. Wir
schneiden ein rechteckfrmiges Oberflichenelement heraus. Bild 1.24 enthilt alle Bezeich-
nungen, die die Geometrie und die Krifte betreffen. r; und r, sind die Kriimmungsradien der
Schnittkurven der Oberfliche mit zwei zueinander senkrechten Ebenen. Man beachte, da8 r,
und r, mit Vorzeichen behaftet sind. Sie haben entgegengesetztes Vorzeichen, falls die
Kriimmungsmittelpunkte auf verschiedenen SeitenderFliche liegen. Es geltendie Zusammen-
hinge

ds1 =1 dq)1 s d52 =1, d(p2 . (1.29)

Die Resultierende aus den angreifenden Oberflichenspannungen mull der Druckkraft das
Gleichgewicht halten (Bild 1.25):
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Bild 1.24
Gleichgewichtsbetrachtung fiir
eine beliebig gekriimmte Fla-

che

— - -

dFy+dFy,+dF, =0. (1.30)
Hier gilt fiir die Betriige

dFp =(p; —p,)ds; ds, =Apds, ds,,

o3
dF()l:GdSld(pz:r—dSldSz, (131)
2

dFy =cds,do, =—ds, ds, .
n

Die Gleichgewichtsbedingung liefert

1 1
AP=Pi'Pa=0(_+—)- (1.32)
n n

Bild 1.25
Kriftegleichgewicht fiir den Fall von Bild 1.24 ods; Y1
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Als Spezialfille heben wir hervor:

1. Kugeltropfen: n=n=r , Ap=—-.
. 40
2. Kugelformige Blase: Ap=—-.
T

3. Zylindrische Oberfliche: =1 , 1, —eo , Ap=%.

Von Interesse ist eine Vorzeichendiskussion. Wir beginnen mit r, >0 und 1, > 0. Beide
Kriimmungsmittelpunkte liegen avf derselben Seite der Fléiche. Wir halten 1, >0 fest und
lassen r, von positiven Werten tiber Unendlich zu negativen Werten variieren. Dann ist die
Kriimmung in den beiden Richtungen 1 und 2 entgegengesetzt. Es liegt das Verhalten einer
Sattelfléche (Bild 1.26) vor. In einem solchen Fall kann durchaus Ap =p,-p,=0 sein, nédmlich
dann, wenn die Oberflichenspannungskrifte untereinander im Gleichgewicht stehen. Mit
geeigneten Drahtbiigeln konnen solche Sattelflichen aus Seitenhaut leicht erzeugt werden.
Beide Seiten der Fliche stehen unter Atmosphirendrock, und es gilt damit fiir die
Kriimmungsradien

S +—=0. (1.33)

In der Mathematik werden hierdurch die sogenannten Minimalflichen definiert. Die Bedin-
gung hierfiir lautet, daB} die mittlere Flichenkriimmung

Bild 1.26
Gleichgewicht an einer Sattelfliche
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H=1[_1_+1)=0
2 I‘l I'2

ist, was mit unserer Bedingung (1.33) iibereinstimmt.

Zum AbschluBeinige elementare Konsequenzen. Sind zwei Blasen miteinanderin Berithrung,
soist die konvexe Seite in der groBeren Blase, da in der kleineren der hohere Druck herrscht
(Bild 1.27). Stehen die beiden Blasen durch eine Leitung miteinander in Verbindung, so blist
die kleine die grofie auf. Im Endzustand besitzen beide Fléchen gleiche Kriimmung. In Bild
1.28 ist der entsprechende Versuch skizziert. Im Anfangszustand liegen zwei Blasen unter-
schiedlicher Grofie vor. Die rechts befindliche kleinere enthilt Rauch. Wird die Verbindung
zwischen beiden hergestellt, so stromtder Rauch nach links. Dierechte Blase verkleinert sich.
Im Endzustand bleibt rechts ein Flachenstiick {ibrig, das dieselbe Kriimmung wie die Blase
links besitzt.

Wir kommen zur Besprechung der Kapillaritit. Die Bezeichnungriihrt vonder Hebung bzw.
Senkungdes Fliissigkeitsspiegels in einer Kapillaren her. Jetzt handelt es sich darum, daf3 drei
Medien, z.B. Gas- Fliissigkeit - fester Korper, zusammentreffen. Neben denintermolekularen
Kriften der Fliissigkeit spielen jetzt die Anziehungskrifte der Wand (= Adhésion) eine Rolle.
Vom Eigengewicht des Teilchens (Schwerkraft) kann in diesem Zusammenhang abgesehen
werden.

Von Wichtigkeit sind zwei Extremfille.

1. Die Adhidsion ist sehr viel grofler als die Anziehung durch die benachbarten
Fliissigkeitsteilchen. In diesem Fall kommt es zur Benetzung der Wand. Die Fliissigkeit wird
an die Wand herangezogen und steigt dort in die Hohe (Bild 1.29). Die Resultierende aus
Adhision und intermolekularen Kriften steht senkrecht zur Fliissigkeitsoberfliche (bei

Anfangszustand:

Rauch eingeblasen

Bild 1.27 ] —
Zwei Blasenin Berithrung Endzustand: / N

Bild1.28 —
Druckausgleich zwischen zwei Blasen ver-
schiedener Grofie

Rauch ist in die linke
Blase ibergegangen
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feste Wand

feste Wand | Gas
Adhdsion
Adhdsion Flu55|gke|t
~ \\
~~ \ Partner
Flussrgke(t/ \
o A
Bild 1.29 Bild 1.30
Benetzung der Wand (z.B. Glas, Wasser, Nichibenetzender Fall (z.B. Glas, Quecksilber,
Luft) Luft)

Vernachlidssigung der Schwere!). Dies muf3 so sein, da sonsteine Komponente in Richtung der
Oberfliche vorhanden wire, die zu einer Verschiebung der Teilchen an der Oberfliche und
damit zu einer Bewegung fithren wiirde. Der skizzierte Fall entspricht z.B. der Kombination:
Glas, Wasser und Luft.

2.  Istdie Anziehungder Fliissigkeitspartner sehr viel grofer als die Adhédsion, so liegt der
nichtbenetzende Fall vor. Die Fliissigkeit sinkt an der Wand herab (Bild 1.30). Dies entspricht
z.B. der Kombination: Glas, Quecksilber und Luft.

Von Wichtigkeitistdie Berechnung derkapillaren SteighGhe (oder Senkung). Wir wollen hier
verschiedene Methoden anwenden, die alle in den Anwendungen eine Rolle spielen.

1. Wir benutzen das Schnittprinzip der Mechanik und schneiden die in der Kapillaren
gehobene Fliissigkeitssiule (Bild 1.31) frei. Dann muf ein Gleichgewicht bestehen zwischen

der Oberflidchenspannungskraft 131 und der Gewichtskraft der gehobenen Fliissigkeitssdule
F, . Mit den Bezeichnungen von Bild 1.31 gilt im Gleichgewicht

(LY
} /

o ——w

Nt

Bild 1.31
Gleichgewicht bei der Kapillarhebung

A\

/V
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F,=2nrocosa=F,=nrhpg,
d.h.

_20cos0 _ 40 coso
rpg dgp

h

(1.34)

Die Adhision geht durch den Randwinkel o ein. Bei vollstindiger Benetzung ist a=0, und
eskommt

h=—— (1.35)

wodurch eine einfache Moglichkeit zur Messung von ¢ gegeben ist.

2.  Wirbetrachten den Spezialfall der vollstindigen Benetzung und erldutern eine weitere
Moglichkeit (Bild 1.32). InderFliissigkeitentstehtunter der freien Oberflidche ein Unterdruck

26 40
Ap:pl—p2:—:—=—.

Die zugehorige Sogkraft, die sich durch Projektion der Oberflédche in den Kapillarquerschnitt
ergibt, triigt die Fliissigkeitssiule. Fiir die Sogkraft kommt: A p n1r?=2 1 6 1, wihrend
das Gewicht nwr?h p g ist. Setzen wir beide Ausdriicke gleich, so kommt (1.35).

3.  Wirbenutzendie Stetigkeitsbedingung fiirden Druck im Punkt 2 (Bild 1.32). Wirnehmen
an der Stelle die Darstellung fiir den hydrostatischen Druck vorweg. Der Druck in 2 kann auf
zwel Wegen berechnet werden: als hydrostatischer Druck p,=p, - g ph und als Kapillardruck
p,= Py - 2 6/r. Durch Gleichsetzen kommt wieder (1.35). An der letzten Darstellung erkennt
man auch sofort, daf die Steighthe begrenzt ist. Fiir p,=0 wird h___=p, /p g bzw.
r, .. =20/p, . Strenggenommen wire hier zu fordern, daf3 an der Stelle 2 der Dampfdruck der
Fliissigkeit nicht unterschritten werden darf. Das erste stellt die wohlbekannte Steighthe der

>
/A A\

Bild 1.32 7
Berechnung der Driicke bei der /AV /
Kapillarhebung ! //
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Bild 1.33
Kapillarhebung zwischen zwei benachbaren Platten

Hydrostatik dar, das zweite gibt, im Rahmen des hier benutzten Modells, eine Abschitzung
fiir den minimalen Kapillarradius. Mit 6 =7,1- 107 N/m und p,=10° N/m® wird d_, =
3. 10° mm.

Fiir die Steighdhen im zylindrischen Rohr ergibt (1.35)

28,8 13,8
hH20=—(—1~—mm 5 [hHg]=—~d—mm.

Hierin ist d in mm einzotragen.

Betrachtet man die Hebung einer Fliissigkeit zwischen zwei benachbarten vertikalen Platten
(Bild 1.33), so erhélt man fiir die Vertikalkomponente der Oberflichenspannungskraft

F =2bocosa

und fiir das Gewicht der gehobenen Fliissigkeit

F,=hbdpg,
also
h___2(Scosoc'
dgp

Die Steighthe ist also halb so gro wie bei der zylindrischen Kapillaren. Dies leuchtet
unmittelbar ein, da der wirksame Druck auch nur halb so grof ist.



2  Hydro- und Aerostatik

2.1 Fliissigkeitsdruck p

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den Zustandsgréflen bei fehlender Bewegung.
Wirholen zunichstden Nachweis nach, daf der Druck eine richtungsunabhéngige GroSe,
also ein Skalar, ist. Wir betrachten ein Massenelement mit der Tiefe dz (Bild 2.1) eines
Newtonschen Fluidsimbewegungslosen Gleichgewichtszustand. Schubspannungen treten in
den Schnittflichen erstbei Bewegung auf. Beiuns sind dort nur Normalkrifte vorhanden. Den
Druck kennzeichnen wir mit einemIndex: p, , PysP,> jenachdem auf welche Flache er wirkt.
Das Gewicht geht als Volumenkraft ein. Es bestehen die Relationen

dx=dscos®, dy =dssina.

Das Kriftegleichgewicht lautet
Y E,=0
o
d.h. die Summe aller angreifenden Kriifte ist Null. In Komponenten besagt dies
Y F,=p, dydz—p, sina dsdz=(p ~p,)dydz=0,
Py=DPy- @.1)
Y F,=p, dxdz—p, cos o dsdz— - dxdydzpg=
=Py Py > ydzpg=

1
= (py—ps—gpgdy)dxdzﬂ,

1
P,=Pp,~ Epgdy. 2.2)

Bild 2.1
Kriftegleichgewicht am ruhenden Massenelement




28 2 Hydro- und Aerostatik

Ziehen wir das Massenelement auf einen Punkt zusammen, so gehen (2.1) und (2.2) tiber in

Ps=Px=DPy- (2.3)

Wirkonnen also die Indizes fortlassen. Dadurchistder Fliissigkeitsdruck p als skalare Grofie
erkannt.

2.2 Fliissigkeitsdruck in Kraftfeldern

Wir betrachten nach wie vor ein ruhendes Medium, schneiden einen infinitesimalen Quader
heraus (Bild 2.2) und formulieren die Gleichgewichtsbedingung. Wir unterteilen die auftre-
tenden Krifte in zwei Klassen: in Massenkrafte und Oberflichenkrifte. In die erste Gruppe
fallen definitionsgemas alle an der Masse des Elements angreifenden Krifte (Schwerkraft,
Zentrifugalkraft, elektrische und magnetische Krifte usw.). Die zweite Gruppe enthélt alle auf
die Oberfldache wirkenden Krifte (Druckkraft, Reibungskrifte usw.). Die letzteren Kriifte
werden durch Normal- und Tangentialspannungen an der Oberfliche hervorgerufen. In dem
hier betrachteten Spezialfall tritt nur der statische Druck auf.

Die Massenkraft pro Masseneinheit ist
f={t £ .5} 24

Die x-Komponente der Gleichgewichtsbedingung lautet
dp
pdy dz— p+a—dx dy dz+f, dm =0,
X

also

-@dxdydufxdm:o.
ox

Mit dem Massenelement dm = p dx dy dz folgt fiir alle drei Komponenten

z A
ap
p dy dz ( +§dx dy dz
-.t> dp——
dz e _
-~
re
e
y /dy"
dx =" Bild 2.2

- Gleichgewichtsbetrachtung
X fiir den Quader
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1,  ld_,  1d_

f (2.53)
pox * pody 7 poz
oder, zusammengefafltin Vektorform,
1 =
—F—, grad p="1. (2.5b)

Wirdiskutieren Spezialfille, diefiir die Strtémungslehre von Wichtigkeitsind. Als Massenkriifte
beriicksichtigen wir die Schwerkraft

£, ={0,0,-g}, (2.6)

sowie die Zentrifugalkraft, die bei Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & umdie
z-Achse auftritt (Bild 2.3):

f,={0?x0%y,0} @7

Strenggenommen f#llt dieses Beispiel nicht mehr in das Gebiet der Statik. Rotiert das Fluid
mitkonstanter Winkelgeschwindigkeit wie ein starrer Kérper, so kdnnen dennoch die obigen
Gleichungen verwendet werden. (2.6) und (2.7) ergeben mit (2.5b) das Differen-
tialgleichungssystem

1
1_ o, ld_ . 13

- , _ : =—g. 2.8
p ox p dy Y p oz £ 28

Die Integration fiihrt bei konstanter Dichte p schrittweise zu dem Ergebnis

p(x,v,2) =l p o x>+ f(y,z) > ___af(y, ?) =p o? Y,
2 dy
1 dh

fy,n)==po’y*+h(z) > —=-gp,
2 dz
h(z)=-gp z+konst,

1

p(x,y,2) =3 p 2 (x2 +y2)——g p z+konst. 2.9

Diese Druckverteilung kann man am einfachsten anhand der Isobarenflichen p = konst
diskutieren. Es handelt sich um Rotationsparaboloide, die alle durch Translation lings der
Rotationsachse auseinander hervorgehen (Bild 2.4):
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4) z < Bild 2.3 z
Zur Zentrifugal- A
kraft Q
w \ /
Bild 24 —
Isobaren bei Drehung des Fluids um die z- -
Achse 0 Ll
2 2
W" 2, 2y_®O 2
z—2zg=—|(X"+ =—1", (2.10)
=7 (x*+y?)=3 ;

Speziell gilt diese Darstellung fiir die Fliissigkeitsoberfléche, denn dort ist der Druck gleich
dem konstanten Atmosphirendruck. Man kann zu diesem Ergebnis sehr leicht auch auf dem
folgenden Wege kommen: An der Fliissigkeitsoberfliche muf3 die Resultierende aus Schwer-
kraft und Zentrifugalkraft senkrecht zur Fliche liegen (Bild 2.5). Dies fiihrt zum Anstieg

d_z__(ozr
dr g

?

d.h. es kommt (2.10):

0)2 2
z2—zyg=—1°.

2g
Wir beschiftigen uns nun mit dem Druckverlaufin Fliissigkeiten und Gasenim Schwerefeld.

In einer ruhenden Fliissigkeit (p =konst) erhalten wir aus (2.9) fiir die Druckdifferenz p, -

o
-

Bild 2.5
Gleichgewichtsbetrachtung fiir die Fliissigkeits-
oberfliche
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p, beim Hohenunterschied h (Bild 2.6)

Ap=p,-p,=gph. 2.11)

DerDrucknimmtinFliissigkeiten alsolinear mitder Tiefe zu. Die MaBeinheiten des Druckes
sind

N k
1 Pa (Pascal) = l—zzl——gz—,
m ms

N
1bar=10° Pa=10° —75.
m

Altere Einheiten sind

k
Technische Atmosphére: 1at=1 cm_% =10m WS =0,981 bar,
Physikalische Atmosphére: 1 atm=760Torr=76cmHg=1,033 at=1,013 bar=1013 mbar.

Es gelten damit die Zusammenhénge

1
1 Torr = 78-6 atm = 133,3 Pa,

1mmHg=13,6 mmWS.

Die dlteren Definitionen gehen entweder vom Druck einer 10 m hohen Wassersdule (WS)
(=1 at) oder einer 76 cm hohen Quecksilbersidule (=1 atm) aus.

DieDruckmessung (p, ) kannsomitauf eine Lingenmessung (h) zuriickgefiihrt werden (Bild
2.7). Das ist das Prinzip des Barometers. Die maximale Steighhe wird fiir p,=0 erreicht.
Wenn p, der Atmosphirendruck ist und der Dampfdruck vernachléssigt wird, wird h__ =
10mWS.

r4
2 ___|_

) |

|

I |

h |

|

Bild 2.6 :
Druckverlauf in ruhenden Fliis- 1 1 -
sigkeiten im Schwerefeld ) hoP

B. Pascal, 1623 - 1662 E. Torricelli, 1608 - 1647
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Von Interesse ist die Diskussion des Barometers unter Beriicksichtigung von
Kapillarititseffekten (Bild 2.8). Die Hydrostatik liefert

p,— P, =8ph. (2.12)

Die Oberflichenspannung fithrt bei vollstindiger Benetzung zur Druckdifferenz

4
PPy = 2.13)
d
Subtraktionergibt
40
pl—pz=gph—-a~,
d.h.
h:p_lz_])l+.iﬁ‘__ (2.14)
gp dgp

Danach sieht es so aus, als ob die maximale Steighthe durch Kapillarititseffekte vergroBert
werden konnte. Dies ist jedoch nicht der Fall. Man hat hierzu lediglich zu beachten, daf nach
(2.13) p,-p, 20 ist. Eine Verringerung von p, hat dort ihre Grenze, wo p,'=0 ist. Dann
folgtaus (2.13):p, . =4 6/d undaus(2.12):p, =gph__ . Dies stimmt vollstindig mit der
frither ermittelten Steighdhe {iberein.

Untersuchen wir nun die Druckverteilung in einem geschichteten Medium mit der Dichte p

P2

T ] "

I~

zT h z ? h 4.0 le P2
l ‘ — P

H,0
Bild 2.8

Bild 2.7 Das Barometer unter Beriicksichtigung

Prinzip des Barometers von Kapillarititseffekten
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= p(z). Es gibt viele Anwendungen, z.B. in Fliissigkeiten oder auch in der Atmosphire. Wir
beschiftigen uns im folgenden mit Gasschichten. Die hydrostatische Grundgleichung fiir den
Druck (2.8)

dp__
dz_ gp

liefert mit der idealen Gasgleichung (1.19)

=RT

o o

die Bestimmungsgleichung

dp__gdz 2.15)
p R T

Eine Integrationistnurméglich, wenn T=T(z) gegebenist. Diesisteine zusitzliche Aussage,
die aus thermodynamischen Betrachtungen folgt (Energiebilanz!). Besonders einfach wird die
Integration fiir eine isotherme Gasschicht. (2.15) ergibt bei den Anfangswerten p(zy) =p,,

p(ZO) =Py

P=Ppo €xXp [— I'R%I‘O (Z_ZO)J . P=pgexp (— (z——zo)]. (2.16)

g
RT,
Bei der Fliissigkeit konstanter Dichte liegt eine lineare Abhingigkeit des Druckes von der
Hohe vor. Hier handelt es sich dagegen um einen exponentiellen Verlauf (Bild 2.9).

In der Atmosphdére kann man in der Troposphire und in der Stratosphire die Temperatur gut
durch eine Gerade bzw. durch eine Konstante annihern (Bild 2.10). Eine entsprechende
Integration wie oben fiihrt in der Troposphire zu einer Potenzfunktion, withrend in der
Stratosphiireeine Exponentialfunktionvorliegt. Beide Druckfunktionen gehen inder Tropopause

z)

Bild 2.9
Druckverlauf in einer isothermen Gasschicht
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b Bild 2.10
Temperatur und

. Druck in der At-
Exp.- Funktion mosphire

Stratosphdre

~~10 km Tropopause ————+ f————————————

Troposphére Potenzfunktion

To T Po

©

stetigund stetig differenzierbarineinander tiber. Letzteres folgt sofort aus der hydrostatischen
Grundgleichung (2.5b) mit (2.6), weil die Dichte im Ubergang stetig ist. In der Meteorologie
werden diese Beziehungen (Barometrische Hohenformeln) sehr hiufig, z.B. bei der
Aufstiegsauswertung, verwendet.

2.3 Druckkraft auf ebene Behalterwiande

Das zu behandelnde Thema ist wichtig zur Dimensionierung von Gefdflen, Behiltern,
Staumauern usw. Wir betrachten hier zunéichst ebene, geneigte Winde (Bild 2.11). Fiir den
Druck gilt

p=p;, tgpz.

Wir bestimmen den Betrag der Kraft |F| =F, die von der Fliissigkeit auf die Fliche A

dibertragen wird. Fiir ein Flachenelement gilt d F =pd A, also insgesamt

F:IpdA:j‘ (p1+gpz)dA:p1A+gpcosocI LdA=
A A A

2.17)
=ppA+tgpcosal, A=p A+gpz; A=p, A.
Py
P x - Achse 1 Ebene
N plt) <2
_____ ) z=1 cos &
h <
A 4 N Bild 2.11

b, N @ Druckkraft auf ebene,

= geneigte Winde



2.3 Druckkraft auf ebene Behilterwande 35

Hierin ist £, die Schwerpunktskoordinate von A, definiert durch

j!dA=€sA. 2.18)
A

Die von der Fliissigkeit ausgetibte Kraft ist damit gleich dem Druck im Fiichenschwerpunkt
mal der Fliche. Falls aufien der konstante Druck p, herrscht, ist die resultierende Kraft

Fp. =8Pz A. (2.19)

Dies ist ein einleuchtendes Ergebnis. Bei der Ermittlung der Kraft heben sich offenbar die
Unterdriicke iiber dem Schwerpunkt mit den Uberdriicken unter dem Schwerpunkt auf. Das
liegt an der linearen Druckverteilung. Anders ist es bei den Momenten, die zur Bestimmung
des Angriffspunktes dieser Kraft ben6tigt werden. Die Uberdriicke unter dem Schwerpunkt
haben einen grofieren Hebelarm als die Unterdriicke. Demzufolge liegt der Angriffspunkt der
Kraft stets unter dem Schwerpunkt. Wir fithren die Rechnung nur fiir konstanten Auflendruck
p;» dh fiir die Resultierende (2.19), vor. Der Leser kann den allgemeinen Fall sofort
behandeln. Das Momentengleichgewicht beziiglich der x-Achse lautet:

FRes Zm=gpzsAZm=I(p—p1)ldA=jgpz€dA=
A A

=gpcosocJ- / dA=gpcosal,.
A

J_ bezeichnet das Flichentragheitsmoment von A beziiglich der x-Achse. Also kommt
fiir den Angriffspunkt der Kraft Fy

by =—2—. (2.20)
Wirverschiebendie Bezugsachse parallel durch den Schwerpunkt. Der Steinersche Satz lautet
= 2
J =T +A L

mit J_ als Fldchentrigheitsmoment beziiglich der Schwerachse parallel zur x-Achse. Also
wird aus (2.20)

>0, (2.21)

J. Steiner, 1796 - 1863
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P, Bild 2.12
Schwerpunkt (£ )und Angriffspunkt der resultierenden
— l ’ { Kraft (£ ) fiir die rechteckige, ebene, vertikale Wand
s l l z
h
[ N
z ¢ |
h=2z4
L Bild 2.13
Dashydrostatische Para-
doxon

womit gezeigt ist, da der Angriffspunkt der Kraft unter dem Schwerpunkt liegt. Diese
Abweichung kann betriichtlich sein. In dem Spezialfall einer rechtecki gen, ebenen, vertikalen
Wand (Bild 2.12) ergibt sich z.B.

Dievorstehenden Uberlegungen ergeben sofort die Erklirun gdessogenannten hydrostatischen
Paradoxons (Bild 2.13). Die resultierende Kraft auf die Bodenfliche der verschiedenen
Behilter hingt gemiB (2.19) nurvon A, z, und p ab, jedoch nicht von der GefiBform. Die
auf die Bodenfliche ausgeiibte Kraft ist in allen skizzierten Fillen dieselbe, obwohl das
Gewicht der in den Behiltern enthaltenen Fliissigkeit verschieden ist.

2.4 Hydrostatischer Auftrieb. Druckkraft auf gekriimmte Flichen

Wir betrachten einen vollstdndig in einer Fliissigkeit eingetauchten Kérper (Bild 2.14).
Aufgrund der hydrostatischen Druckverteilung istder Druck an der Korperunterseite grofer

Bild 2.14
Der hydrosta-
tische Auftrieb
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als an der Oberseite. Daraus resultiert eine vertikal gerichtete Kraft, der Auftrieb. Die
Betrachtung wird zundchst fiir ein Korperelement durchgefiihrt:

dF,=p,dA, cosf-p, dA coso = (p,-p)dA =
=gpy hdA =gp,dV.
Integration liefert
F,=g0m V. (2.22)
d.h. der Auftrieb ist gleich dem Gewicht der verdringten Fliissigkeit (Archimedisches

Prinzip). Diese Aussage kann unmittelbar zur Ermittlung von PKerper oder pp., benutzt
werden, Fiir das Korpergewicht G gilt

G= g pr‘rper v ’

also mit (2.22)
g - pKESxper . (223)
Fz Pravia

Ist eines der spezifischen Gewichte bekannt, so kann das andere ermittelt werden, wenn G
und F, gemessen wurden.

Das Archimedische Prinzip gilt auch fiir teilweise eingetauchte Korper (Bild 2.15). Zum
Beweis wird liangs der Fliissigkeitsoberfliche ein Schnitt durch den Korper gelegt mit
konstantem Druck p, lings der Schnittfliche. Das Druckintegral iber den nichteingetauch-
ten Korperteil (I) ergibt den Wert Null, da der Druck konstant ist. Was iibrig bleibt, ist das
Volumen des eingetauchten Teiles (= V), und damit gilt auch hier (2.22).

Das Archimedische Prinzip kann sehr einfach zur Bestimmung der Krifte auf gekriimmte
Flachen angewandt werden, da die Integration iiber die beliebige Korperform hier bereits ein

1
AN
Bild 2.15 =

Das Archimedische Prinzip fiir den teilweise ein- W
getauchten Korper

Archimedes von Syrakus, 287 - 212 v.Chr.
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Bild 2.16
Bestimmung der Kraft auf ge-
kriimmte Flichen

e

(7 .
“$ |

fiir allemal durchgefiihrt wurde. Wir erldutern dies an einem einfachen Beispiel (Bild 2.16).
Ein Rotationskegel weist horizontal in ein mit Fliissigkeit gefiilltes Gefal. Wir ermitteln die
Komponenten F, und F, der auf den Kegel wirkenden Kraft. Wir schneiden den Kegel frei
underhaltendie angegebene Kraftverteilung. Dielineare Druckverteilung aufdem Kegelgrundrify
nehmen wir auf - einmal positiv und einmal negativ. Dadurch haben wir einerseits einen vollig
eingetauchten Korper (= Kegel), auf den wir das Archimedische Prinzip anwenden kénnen,
und andrerseits eine ebene eingetauchte Fliche. Damit kommt

F,=p, nR*=(p; +gpp £)t R?,

1
Fz='3‘gPF17°R2H~

>y

o

eingetauchter
schwimmender Korper

Bild 2.17
Kriftegleichgewicht beim Schwimmen

QO <<z
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Bild 2.18
Stabiles Gleichgewicht
beim Schwimmen

Eine weitere Anwendung betrifft das Schwimmen eines Korpers in einer Fliissigkeit. In
diesem Fall handelt es sich um das Kriftegleichgewicht zwischen Auftrieb und Gewichtdes
Kérpers. Bild 2.17 veranschaulicht dies. Sy ist der Korperschwerpunkt, wihrend S, den
Schwerpunkt der verdriingten Fliissigkeit bezeichnet. Im allgemeinen ist S, = S, da die
Massen ungleich verteilt sein konnen oder der Korper nur teilweise eingetaucht ist. Daher
entstehtdie Frage nach der Stabilitét dieses Gleichgewichtszustandes. Wir bringen hierzuden
Korper geringfiigig aus der Gleichgewichtslage heraus und diskutieren das Riickstellmoment
der Auftriebskraft. In Bild 2.18 wird ein stabiler Fall betrachtet. Der Auftrieb liefert ein
riickdrehendes Moment. Stabilititliegt offenbarimmer dann vor, wenn das Metazentrum M
oberhalb des Korperschwerpunktes liegt. M ist der Schnittpunkt der Wirkungslinie des
Auftriebs mit der Hochachse des Korpers. Bild 2.19 illustriert einen instabilen Fall. M liegt
unterhalbvon Sy . Diese anschaulichen Betrachtungen sind einleuchtend und sehreinfach. Die
quantitative Ermittlung, z.B. der Schwingungen um die Gleichgewichtslage, ist jedoch mit
einigem Aufwand verbunden.

Bild 2.19
Instabiles Gleichgewicht beim
Schwimmen




3  Hydro- und Aerodynamik
3.1 Stromfadentheorie
3.1.1 Grundbegriffe
Fiir ein bewegtes Medium sind zu bestimmen

w=0v,w),p,p,T. 3.1
Hierzu stehen - wie bereits einleitend hervorgehoben - sechs Gleichungen zur Verfiigung. Im
folgenden werden Spezialfille dieser Gleichungen zum Studium der Bewegung untersucht. Die
Gesamtheit der Grofien (3.1) in dem betrachteten Raum- und Zeitbereich beschreibt ein
Stromungsfeld. Dieses Feld heif3t stationir, wenn alle Grofen (3.1) nur Funktionen der
Ortskoordinaten sind. Das Feld heifit dagegen instationér, wenn die Zeit als zusétzliche
Variable auftritt.
Es gibt zwei verschiedene Beschreibungsmoglichkeiten fiir Stromungsfelder.
1. Lagrangesche Methode (massen- oder teilchenfeste Betrachtung)
Hierbei wird das einzelne Teilchen bei seiner Bewegung im Raum verfolgt. Die jeweilige
Position des Teilchens ist eine Funktion der Anfangslage

L =(b,c)

und der Zeit t. Die Teilchenbahn (Bild 3.1) schreibt sich damit in der Form

F=1(%,1). 3.2)

t>0

t=0

Bild 3.1

—I'()) ={a ,b,C )
Bewegung lings der Teilchenbahn

J.L. Lagrange, 1736 - 1812
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Bild 3.2
Bildung der substanticllen Ableitung

T(t+at)

Tit)

Fiirdie Geschwindigkeit % unddie Beschleunigung b ergeben sichdie folgenden materiellen
oder substantiellen Ableitungen (Bild 3.2):

G = tim ALy IEHAD-TO) It =93, (3.3)
A0 At A0 At Jat abc dt
2 2=
p=|2F] -4F (3.4)
Jt dt
a,b,c

DerIndex a,b,c bedeutet, dafl die Ableitung bei fester Anfangslage, also fiir ein und dasselbe
Teilchen, durchgefiihrt wird. Die hierzu erforderlichen Messungen sind jedoch schwer zu
realisieren. Man miifite sozusagen das Mefgerdt mitfliegen lassen. Dagegen ist diese
Beschreibung gut geeignet fiir GroBlen, die fest mit dem jeweiligen Teilchen verbunden sind.
Zum Beispiel ist die unten eingefiithrte Wirbelstirke eine solche Grofle. Alle Erhaltungssitze
(Masse, Impuls und Energie) werden am besten so formuliert.

2.  Eulersche Methode (ortsfeste Betrachtung)

Hierbei betrachten wir die Anderung der Stromungsgrofien an einer festen Stelle des Raumes,
wihrenddie einzelnen Teilchen vorbeiziehen. Diesentspricht dem Vorgehen beider Messung
mit einem ortsfesten Mefgerit. Beide Darstellungen stehen in einem einfachen Zusammen-
hang. Fiir eine Teilcheneigenschaft f(x,y,z,t) liefert die Kettenregel

df dJf of dx 9df dy dJf dz

—m— b — L — =

dt dt oJx dt dy dt dzdt
_of  of of of

—a—t-+$u+a—yV+$W= (35)

of _
=—+Wwegradf.
Jt &

Hier steht auf der linken Seite die substantielle Anderung, wihrend rechts an erster Stelle die
lokale Anderung auftritt. Der Unterschied beider wird durch den konvektiven Ausdruck
w grad f gebildet. Er beschreibt in einfacher Weise den EinfluB des Geschwindigkeitsfeldes.
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Am Beispiel =T, d.h.

kann man sich dies sehr leicht veranschaulichen.

Teilchenbahnen sind Kurven, diedie TeilchenimLaufder Zeit durcheilen. Ihre Differentialglei-
chung ergibt sich aus (3.2) und (3.3) zu

dr .
4o
dt
d.h.
‘3—’:=u<x,y,z,t> , %=V(x,y,z,t) : %%=W(x,y,z,t). (3.6)

Ist die Geschwindigkeit W bekannt, so ergeben sich die Teilchenbahnen durch Integration.

Stromlinien sind Kurven, die zu jedemfesten Zeitpunkt auf das Geschwindigkeitsfeld passen.
Sie stellen ein momentanes Bild des Geschwindigkeitsfeldes dar (Bild 3.3). Zu einem spéteren
Zeitpunkt kann die Gestalt der Stromlinien ganz anders sein. Die Differentialgleichung in der
(x,y)-Ebene lautet (Bild 3.4)

dy _ v(x.y,z,0)
dx  ulx,y,zt)

t spielt hier die Rolle eines Parameters. Allgemein kann man die Differentialgleichungen in
derfolgenden Beziehung zusammenfassen

Yi
/
>
- to
/ g
— -
/ >
g
o —— Bild 3.3
//:./ Stromlinien als momentanes Bild des

xy

Geschwindigkeitsfeldes
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A
w
— y{x)
A v
u

dx:dy:dz = v (x,y,zt):vXYy,z):wXyzt). 3.7

Bild 3.4 y
Zur Differentialgleichung der Stromlinien

x ¥

Bei stationdren Stromungen fallen die Teilchenbahnen mit den Stromlinien zusammen. In
(3.7) trittdann keine Zeitabhiingigkeit mehrauf. Beiinstationiren Strtomungen unterscheiden
sich dagegen im allgemeinen die beiden Kurvensysteme. Wir erldutern diese Problematik an
einem einfachen Beispiel.

Wir betrachten die Umstromung eines ruhenden Zylinders mit der Anstrémung u_ (Bild 3.5).
Der Beobachter befinde sich auf dem Zylinder. Es handelt sich umeine stationire Strémung.
Die Teilchenbahnen stimmen mit den Stromlinien iiberein. Wir nehmen jetzt einen Wechsel
des Bezugssystems vor, und zwar bewegen wir den Beobachter mit der Anstrdmung mit. Der
Zylinder bewegt sich dann von rechts nach links mit der Geschwindigkeit - u_ . Jetzt handelt
essichumeineinstationdre Stromung. Der Zylinder schiebt bei seiner Bewegung das Medium
vor sich her, er driingt es dabei zur Seite und 146t es schlieBlich hinter sich. Bild 3.6 zeigt zu
zwel verschiedenen Zeiten die Momentanbilder der Stromlinien sowie eine Teilchenbahn, In
Bild 3.7 sind einige Teilchenbahnen fiir verschiedene Anfangslagen gezeichnet. Ist das
Teilchen weit vom Zylinder in Querrichtung entfernt, so fithrt es eine nahezu kreisformige
Ausweichbewegung durch. Nihert man das Teilchen dem Zylinder, so fiihrt es eine
schleifenformige Bewegung aus, derenhorizontale Erstreckung bei Annéherung an die Achse
immer grofer wird. Die Diskussion dieser Teilchenbewegungen ist sehr interessant und
vermittelt viele Einsichten in die Stromungslehre. Die quantitative Berechnung der
Teilchenbahnen benutztdie unten entwickelte Potentialtheorie. Esistein Charakteristikumdes
behandelten Beispiels, dafl die instationdre Stromung lediglich durch einen Wechsel des
Bezugssystems zu einer stationdren Stromung gemacht werden kann.,

Bild 3.5

Stationdre Umstromung des Kreiszylin- _'\\_/— .
ders
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44
Momentanbilder der | l
Stromlinien i :
l\
Teilchenbahn
Bild 3.6
Instationdre Strémung bei Bewegung des Zylinders. Momentanbilder der Stromlinien sowie Teilchen-
bahn
A
R
i 3
2
Q 1
Réo—————————»
-2 - 0 \ Voo X
R
Bild 3.7

Verschiedene Teilchenbahnen bei der Zylinderbewegung
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3.1.2 Grundgleichungen der Stromfadentheorie

Wir betrachten hier reibungsfreie Stromungen, die iiberdies bis auf wenige Ausnahmen
stationir sein sollen. Fiir das Folgende ist der Begriff des Stromfadens entscheidend. Wir
gehen aus von einer Stromlinie 1 — 2 (Bild 3.8). In 1 betrachten wir die Querschnittfliche
A, . Durch jeden Randpunkt von A, zeichnen wir uns eine weitere Stromlinie. Diese hiillen
eine Stromrohre ein. Der Stromfaden stellt eine Abstraktion dar. Hierbei beschrankt man
sich auf die unmittelbare Umgebung der Stromlinie derart, daB die Anderungen aller
Zustandsgrofien in der Querrichtung sehr viel kleiner als in der Langsrichtung ausfallen.
Dadurch gibtes in jedem Querschnitt des Stromfadens nur jeweils einen Wert fiir Geschwin-
digkeit c,Druck p, Dichte p und Temperatur T. Diese Grofen hingen dann nur von der
Bogenldnge s und gegebenenfalls von der Zeit t ab. Damit handelt es sich um einen
eindimensionalen Vorgang, dessen Behandlung sehr viel einfacher als der allgemeine Fall ist.
Diese Stromfadentheorie ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Sttomungslehre. Will man
Beispiele aus den Anwendungen hiermit behandeln, so mufl man jedoch genau kontrollieren,
ob die Voraussetzungen fiir die vorgenommene Idealisierung erfiillt sind. Insbesondere ist zu
priifen, ob die Anderungen der ZustandsgroBen in Querrichtung wirklich sehr viel kleiner als
in Langsrichtung sind.

1.  Kontinuititsgleichung (Konstanzdes Massenstromes)

DerMantel des Stromfadens besteht aus Stromlinien (Bild 3.8). Durch ihn trittnichts hindurch.
Dabher ist die pro Zeiteinheit durch den Querschnitt tretende Masse

m=p c A =p,c, A, =konst
oder allgemein

m =pc A =konst. (3.8)
2a. KriftegleichgewichtinRichtung des Stromfadens
Bei der folgenden Betrachtung am infinitesimalen Stromfadenelement kann die
Querschnittsinderung vernachldssigt werden. Sie liefert Glieder hoherer Ordnung in den

Differentialen. Wir wenden das Newtonsche Grundgesetz an (Bild 3.9):

Masse x Beschleunigung = Summe der angreifenden Krifte. (3.9)

Bild 3.8
Definition des Stromfadens
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Bild 3.9
Kriftegleichgewicht
in Richtung des
Stromfadens

Hierin ist

Masse =dm = p dA ds,

. dc dc dcds dc  dc
Beschleunigung = Et_=5? ﬁ?ft:—aT*cX’

angreifende Krifte = Druckkrifte + Gewicht =

=—§BdAds+pgdAdscosq>=— a—p+pg% dA ds.
as ds ds

(3.9) liefert die Eulersche Gleichung fiir den Stromfaden

dc dc dc 1dp dz
de_odc  dec__19dp 0z 3.10
dt ot Cas pas Bas G-10)

fiir stationare Stromungen sind alle Grofen nur Funktionen von s:

2
cde_dfe) _ldp_ dz (3.11)
ds dsi2 p ds ds

Eine Integration liings des Stromfadens von 1 — 2 ergibt
tra_ 2 J‘ dp
—{cy—ci )+ +g(zy —2z1)=0. 3.12a
2 ( 2 1) p g( 2 1) ( )

Betrachten wir den Endzustand (2) als variabel, so wird
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2 Pd
%—+J‘—p— + g z = konst. (3.12b)
Y

Die Konstante faBt hierin die drei links stehenden Terme im Ausgangszustand (1) zusammen.
Sie ist fiir alle Punkte des Stromfadens dieselbe, kann sich jedoch von Stromfaden zu
Stromfaden dndern. (3.12) heilit Bernoulli-Gleichung und liefert einen wichtigen Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeit und Druck.

Fiir instationére Stromungen tritt in der Bernoulli-Gleichung links das Zusatzglied

(3.13)

= ey 1
x|&
o
©»

auf. Die Integration isthier bei festem t langsder Stromlinie von 1 — 2 durchzufiihren. Dieser
AusdruckmuBoftabgeschitztund mitdenin (3.12a) auftretenden Termen verglichen werden,
um sicher zu sein, daf} man stationdr rechnen darf.

In der Bernoulli-Gleichung (3.12b) hat jedes Glied die Dimension einer Energie pro Masse.
Dennoch handelt es sich hier nicht um den Energiesatz, sondern um ein Integral der

Bewegungsgleichung. In der Kontinuumsmechanik ist dies wesentlich. Zur Auswertung des
Integrals

P

D

dp
p
1

(3.14)

=

in (3.12a) muB aus einer Energiebilanz bekannt sein, was fiir eine Zustandsénderung von
1 — 2 erfolgt. Wir kommen darauf zuriick.

2b. Kriftegleichgewicht senkrecht zum Stromfaden
Stromfiden konnen Krifte aufeinanderausiiben. Bild 3.10 skizziertden Fall eines gekriimmten
Stromfadens. Es ergeben sich der Reihe nach

Masse =dm=p dAdn,

dc, ¢?

Beschleunigung in normaler Richtung = at -

r istderlokale Kriimmungsradius der Bahn. Das Minuszeichen trittauf, da die Beschleunigung
zum Kriimmungsmittelpunkt weist.
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Kriimmungsmittelpunkt Bild 3.10

der Bahn Kriftegleichgewicht
senkrecht zum Strom-
faden

Damit kommt

¢t 19p dz

—. 3.15
r pon gan G139

Ohne Schwerkraft haben wir ein Gleichgewicht zwischen Fliehkraft und Druckkraft:

2
<. 19 (3.16)
T pon

d.h.inradialer Richtungsteigtder Druck an. Dieser Druckanstieg hiltder Zentrifugalkraft das
Gleichgewicht.

3.  Energiesatz fiir die stationiire Stromfadenstréomung
Wir fassen die innere Energie (e¢) und die kinetische Energie (1/2 cz) pro Masseneinheit
Zusammen:

15
+—c”. 3.17
e 2c 3.17)
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Der Energiestrom im Stromfaden wird damit

. 1 5).

E= e+Ec m. (3.18)
In den beiden Querschnitten 1 und 2 erhalten wir:

F, =(e1+ —;—cf) ppc A= (el+%cf)r'n, (3.192)

E, =(cz+%c%) Py cy Ay =(e2+%c%)m. (3.19b)

Die Ursache fiir die Anderung des Energiestromes von 1 — 2 ist gegeben durch die Leistung
der angreifenden Krifte sowie durch die Leistung des Wirmestromes. Sehen wirauch hiervon
der Reibung ab und bezeichnen mit q die der Masseneinheit zugefiihrte Wérme, so wird

EZ_Elzpl Al C1—P2 A2 Cz+g(zl"’Z2)m+qﬁl. (3.20)

Mit (3.19a,b) kommt

P12 p 12
ert-E+—ci+tgzy=e +—+—cl+gz+q (3.21a)
Pa 2 pr 2
oder mit der Enthalpie i =¢ + p/p
Y )
12+502+g22=11+—2—c1+gzl+q. (3.21b)

Nehmen wir den Endzustand (2) wieder als variabel, so wird
o1,
1+Ec +gz—-q=konst. (3.22)

Diese Gleichung hat eine bemerkenswerte Verwandtschaft mit der Bernoulli-Gleichung
(3.12b), mit der sie aber nur in Spezialfillen iibereinstimmt. Wir kommen darauf zuriick.

Wir fassen das Ergebnis zusammen. Lings des Stromfadens (s) haben wir die folgenden drei
nichtlinearen Gleichungen fiir die Variablen c¢,pund p :

m=pcA=konst, (3.8)
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1, td

—c2+J- e + g z = konst. (3.12b)
2 p

1, .

—2-c +i+gz—q=konst. (3.22)

A und q werden hierin als bekannt angesehen. Die Enthalpie 1 istdurch die Thermodynamik
auf p und p zuriickzufiihren. Das Kriftegleichgewicht normal zum Stromfaden liefert die
Druckéinderung dp/dn, wenn mit dem obigen System c(s) und p(s) ermitielt wurden.

Anstelle der drei Grundgleichungen (3.8), (3.12b) und (3.22) kann man natiirlich auch zu
Kombinationen von ihnen {ibergehen. Subtrahiert man z.B. (3.12b) von (3.22), kommt

i— jdp —q = konst.
p

Dem entspricht in Differentialform
di-4R_qq,
p

d.h. eskommtder erste Hauptsatzder Thermodynamik, derdann an die Stelledes Energiesatzes
tritt. Wird keine Wirme zu- oder abgefiihrt, so ist (3.12b) mit (3.22) identisch. Dies ist der
wichtige Spezialfall,indemdie Bernoulli-Gleichung mitdemEnergiesatz ibereinstimmt. Der
Unterschied beider Gleichungen wird erst dann wesentlich, wenn Energieanteile auftreten,
dieinder Bewegungsgleichung nichtenthalten sind. Als Beispiele seien angefiihrt: Wirmezu-
oder -abfuhr, Warmeleitungsvorgéinge, Strahlungsanteile.

Fiir einfache Zustandsinderungen konnen wir das in (3.12b) auftretende Integral leicht
ermitteln.

2
Isobar: p = konst _[ ey (3.23a)
p
1

Eskommtder Energiesatz der Massenpunktmechanik:

kinetische + potentielle Energie = konst.

_bap (3.23b)

T

-c>|1j

2
Isochor: p =konst , J'
1



3.1 Stromfadentheorie 51

Isotherm: T =konst.

Die ideale Gasgleichung fiihrt zu

2
PR J'—p =RTmP2. (3.23¢)
p 1 P P1

X
Isentrop: Die reversible Adiabate P (—E—) ,

P1 P
2 2 X1
_[—p_ _[ @ . kDb 1-(1’—2) . (3.23d)
. P P 7P k-1p, P

3.1.3 Stromfadentheoriein Einzelausfithrungen

In diesem Abschnitt werden wir ausfiihrlich unter anderem ein breites Spektrum von
Beispielen behandeln. Dadurch versteht man viele typische Einzelheiten der Strémungslehre,
auf die wir spdter immer wieder zuriickgreifen.

1.  Bewegung auf konzentrischen Kreisbahnen (Wirbel)
Die Bewegung erfolge in einer Horizontalebene. Dann konnen wir von der Schwerkraft
absechen. Wegen der Drehsymmetrie hingen alle Gréfen nur von r und nicht vom Po-
larkoordinatenwinkel ¢ ab. In radialer Richtung gilt (3.16):

¢ _1dp (3.24)
r pdr
und in Umfangsrichtung (3.12b):
P
lc2+j 9P _ ey, (3.25)
2 p

Hieristberticksichtigt, dafl die Gesamtenergie f(r) grundsétzlichim Stromfeld von r abhingen
kann. Setzen wir unten f(r) = konst voraus, so beschridnken wir uns auf isoenergetische
Strémungen. Mit dieser zusitzlichen Voraussetzung werden durch die Bernoulli-Gleichung
auch die Zustinde auf verschiedenen Stromlinien miteinander verkniipft. Die Kon-
tinuitdtsgleichung liefert hier keine Aussage, da A = A(r) durch die Aufgabenstellung nicht
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gegeben ist. (3.24) und (3.25) sind zwei Gleichungen fiir ¢, p und p. Die Thermodynamik
liefert mit einer Vorschrift tiber die Art der Zustandséinderung die fehlende Bedingung.

Fiir isoenergetische Stromungen gibt (3.25) mit (3.24)

2
0=C£+19£=C-(—1—c‘+£—,
dr pdr dr 1

d.h.

do__c

dr r

mit der Losung (r= r,e=¢, )

c=an (3.26)
r

Dies ist eine hyperbolische Geschwindigkeitsverteilung ¢ ~ 1/r. Man spricht von einem
sogenannten Potentialwirbel. Fiir die Berechnung des Druckes beschriinken wir uns auf
isochore Vorgiinge. (3.24) liefert

p_¢_4¢

— = 3

r T I

o

o |-

mitder Lésung (r=r1,,p=p,)

p2a2fl 1
=p+2d | S 327
P=p+o6 l(ﬁz r2] (327

Geschwindigkeit und Druck variieren im Potentialwirbel gegenlidufig. Dies ist eine typische
Aussage der Bernoulli-Gleichung (Bild 3.11). In der Néhe des Nullpunktes wachsen beide
Graéfien beliebig an, was eine Folge unserer Voraussetzungen, insbesondere der Reibungsfrei-
heit,ist. Wir gebrauchen (3.26)und (3.27) nur fiir r2 r, . Beieinemviskosen Stromungsmedium
spielt in der Nihe von r =0 die Reibung die entscheidende Rolle. Die Schubspannungen
wiirden dort bei einer dem Potentialwirbel entsprechenden Geschwindigkeitsverteilung
beliebig anwachsen. Die Natur hilft sich sozusagen selbst, und das Mediumrotiert statt dessen
wie ein starrer Korper (Winkelgeschwindigkeit = konst, Schubspannung 1(r) = 0):

c=u)r=—c—r. (3.28)
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+
|
|
p |
5 |
oot |
|

+ t

0 n r
Wirbelkern
starrer Potentialwirbel

Korperwirbel

Variation von
Druck und Ge- | gleichsinnig gegensinnig
schwindigkeit

Bild 3.11
Geschwindigkeit und Druck im Wirbel

Zur Berechnung des zugehtrigen Druckeskonnen wir die Kriftegleichung inradialer Richtung
(3.24) benutzen. Die Beziehung (3.24) kann dariiber hinaus immer dann benutzt werden, wenn
die Reibung nurdurch Schubspannungen in tangentialer und nichtin normaler Richtung eingeht.

1dp c12
~—Lf="ly
pdr g

2
p=pl+%i—§(r2~r12) , r<n. (3.29)
1

Die Druckverteilung (3.29) geht bei r= r, mit stetiger Tangente in (3.27) iiber. Fiir r < I,
variieren Geschwindigkeit und Druck gleichsinnig. Im sogenannten Wirbelkern kann ein
erheblicher Unterdruck auftreten. Wir kommen darauf zuriick. Eine Aussage iiber die GriBe
von r, ist ohne explizite Berlicksichtigung der Reibung nicht moglich.
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2.  Wirbelquell- oder Wirbelsenkenstromung
Fiir den Potentialwirbel gilt fiir die Umfangsgeschwindigkeit

=1 (3.30)
T

Genauso gilt fiir die Quelle oder Senke fiir die Radialgeschwindigkeit, wie wir spiéter
nachtragen,

C T
= _1r_1_ (3.31)
Uberlagern wir beide Einzelfelder, so wird
cz\/C%“‘“szx:\/Cﬁl“’?l Ll:m- (3.32)
T r

Auch in diesem Fall gilt ¢ ~ 1/r. Die Bestimmung der Stromlinien erldutert Bild 3.12. Es ist

c, ¢
tano = —L ==L = konst =

c, ¢y rd(p’

Die Integration fithrt auf logarithmische Spiralen (r=r,, ¢=9,)

c
r=n expgi((p—(pl). (3.33)

ul

Bild 3.13 erldutertdie verschiedenen Fallunterscheidungen, was den Drehsinn bzw. die Quell-
oder Senkeneigenschaft angeht. Solche Wirbelstrdmungen treten in Natur und Technik sehr
haufig auf, wobei die Groenordnungen ganz unterschiedlich sein kénnen. Wir erinnern an
Wirbelstiirme, Hoch- und Tiefdruckgebiete der Meteorologie sowie Spiralnebel der
Astrophysik. Als einfaches Anwendungsbeispiel fithren wir die Stémung in einem Zyklon
an. In Bild 3.14 ist ein solches Gerdt im Grund- und Seitenrif skizziert. Ein mit Partikeln

N> =
dr 39 cy

39

Bild 3.12
Bestimmung der
N Stl:omlinien der
Wirbelquelle
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cu‘>0, c,> 0 cu1<0, c,‘> 0

- —-— Tauchrohr

/

Wirbelquelle Wirbelquelle

(linksdrehend) {rechtsdrehend)

cu]<0,cr1<0 °u1>0’°r,<0

e -

L] [

Wirbelsenke Wirbelsenke
{rechtsdrehend) {linksdrehend)
Bild 3.13 Bild 3.14
Fallunterscheidungen bei Wirbelquelle und -senke Strémung im Zyklon

beladener Gasstrom (z.B. staubhaltige Luft) tritttangential bei A ineine Kreisbahn. Es kommt
zu einer Wirbelsenkenstromung, bei der das Gas im Tauchrohr B abgesaugt wird, wihrend
die Teilchen durch die Zentrifugalkraft nach auflen geschleudert und unten aufgefangen
werden. Die frither angefiihrte radiale Druckdifferenz spielt dabei eine erhebliche Rolle.

3.  Drehbewegung unter Beriicksichtigung der Schwere

Wirdenken hierbei etwa an den Ausfluwirbel in einem Behilter mit freier Oberfliche. Durch
den Ausflul kommt es bei gleichzeitiger Drehbewegung zu einer Absenkung des
Fliissigkeitsspiegels. Im Grundrif} liegt in guter Niherung eine Wirbelsenkenstromung der
obenbesprochenen Artvor. Bild 3.15 enthilt die auftretenden Bezeichnungen. Wir wenden
die Bernoulli-Gleichung fiir p =konst ldngs der Stromlinie von 1 — 2 an:

2 2
T | €, P2
il gy oh, =24+ L=+9oh,. 3.34
2 ghy == ) ghy (3.39)

An der freien Oberfliche ist p, =p, =p. Lassen wir den Punkt 1 — o gehen, so wird
¢, —0, h; — H.DerIndex 2 seivariabel, bei Vernachlissigung der Vertikalkomponente wird:
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z A Bild 3.15

HV

c,=c= konst/r = K/r, h, = z. (3.34) geht iiber in

2
c
H=—+gz,
4 3 g
also
e K
2g 2gr*’

Es kommt also zu einer Spiegelabsenkung im Trichter ~ 142,

4.  Die verschiedenen Druckbegriffe und die Messung

Wir gehen aus von der Bernoulli-Gleichung bei p = konst im Schwerefeld:

p+%cz+pgz=konst.

Wir bezeichnen hierin der Reihe nach

P =Dy, = statischer Druck,

% ¢ =p ayn = dynamischer Druck.

Wirbelsenkenstromung mit freier
Oberfldche im Schwerefeld

(3.35)

(3.36)

Es handelt sich um eine Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit in jedem Punktdes
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Bild 3.16 variabler Punkt
Umstromung eines Korpers.

Druckbegriff - _//—/_\>

Anstromung
— -
©
—‘P\/——b
Staupunkte/

Geschwindigkeitsfeldes. Die Konstante wird durch geeignete Bezugswerte auf der jeweiligen
Stromlinie festgelegt. Wir diskutieren dies im Spezialfall des Umstréomungsproblems ohne
Schwerefeld. Lings der Staustromlinie (Bild 3.16) gilt

pw+%ci=p+%cz=p0.

P, ist der Druck im Staupunkt und wird als Ruhedruck oder Gesamtdruck bezeichnet, also

pstal + pdyn = pges N (337)

Zu beachten ist, daf, falls die Strémung durch Ansaugen aus einem Kessel oder aus der
Atmosphire zustande kommt, der Ruhedruck durch den Druck im Kessel bzw. in der
Atmosphire gegeben ist.

Die Messung des statischen Druckes p geschieht am einfachsten mit einer
Wandanbohrung (Bild 3.17) oder miteiner statischen Sonde (Bild 3.18). Bei der letzteren
sind Locher zur Abnahme des Druckes auf dem Umfang verteilt. Diese miissen einen
hinreichenden Abstand vonder Sondenspitze und vom Sondenschaftbesitzen, damit diedurch
den Korper hervorgerufene Stérung bis dort abgeklungen ist. In beiden Fillen tritt eine
Stromungsgrenzschichtauf. Inihristder Druck quer zur Strtémungsrichtung praktisch konstant,
erwird der Grenzschicht von aullen aufgeprigt! Daher kann mitdiesen Methoden der statische
Druck der Aufienstrémung gemessen werden, denn auf diesen kommt es an.

Beidiesen Messungenistder Zusammenhang zwischen Druck und Steighthe imManometer

c

%

A
W
NN N SN
N A
\\\7\\\ \\[\

>

— o=
—
N

Bild 3.17
Wandanbohrung (statischer Druck)
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éb ( (o] \ Statische Sonde

(statischer Druck)

i

wichtig. Bild 3.19 zeigt die eingehenden Bezeichnungen. Es ist
p'=p+gp, h=p +gp,h,
p-p,=gp,h-gp .

Falls gp, h'<<gp, h, was in den meisten Fllen zutrifft, gilt
p-p;=Ap=gp,h=gph (3.38)

Der Gesamt- oder Ruhedruck p, kann durch Aufstau der Strdmung im Pitot-Rohr
(Hakenrohr) gemessen werden. I Eintrittsquerschnitt entsteht ein Staupunkt (Bild 3.20).

Der dynamische Druck p dyn 1Bt sich durch eine Kombination der beiden behandelten

Methoden mit dem Prandtlschen Staurohr ermitteln (Bild 3.21). Aus der Messung der
Differenz

P
S A v
P, = AuBlendruck
1
l h bz Py,
P —L hod
p2

Bild 3.19
Zusammenhang zwischen Druck und Bild 3.20
Steighohe im Manometer Pitot-Rohr (Gesamtdruck)

H. Pitot, 1695 - 1771
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Bild 3.21 c pu ~

Prandtlsches Staurohr (dyna- =D

mischer Druck) pgeS
Pstat

den=%c2 r * z

pges - ps[at = pdyn

erhilt man die Stromungsgeschwindigkeit ¢ zu

c= fépdyn, (3.39)

p isthierin die Dichte des strémenden Mediums. Mit dem Prandtlschen Staurohr kann man

die Stromungsgeschwindigkeit bestimmen. Zu beachten ist, da zwischen p, und ¢ der

nichtlineare Zusammenhang (3.39) besteht. Istdas stromende Medium Luft (p =1,226kg/
3 .

m’ ), so gilt

m . N
c=128 Payn ? » Pagn In r—n—2—=Pa,
(3.40)
dh 1 =10 bar entspricht c=128%,
m ]
N _3 . m
lem WS =100 —5 =107 bar sind dagegen c¢=128—.
m s
Ist das stromende Medium Wasser (p = 10> kg/m®), so st
m N
¢ =0,045 — ., in —5 =Pa,
pdyn S pdyn m2
(341
dh1N =107 bar emspricht c=45%
m? s

100 iz =103 bar entsprechen ¢ =45,
m S
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5. Ausstromen aus einem Behiilter
Wir behandeln zunichst den inkompressiblen Fall und verfolgen einen Stromfaden von der
Fliissigkeitsoberflache (1) bis zum Austritt (2) (Bild 3.22). Die Bernoulli-Gleichung lautet

2 2
C71+loi+gzl=—cl+l)—2—+gzz. (3.42)
P

Ist der Querschnitt 1 sehr viel grofier als der Querschnitt 2, so liefert die Kontinuitét

&:.‘A_2<<1
€ 1

und wir kdnnen c12/2 in (3.42) streichen. Wir sprechen in diesem Fall von einem grofien
Reservoir. Bei (1) ist ein kontinuierlicher ZufluB erforderlich, um die Spiegelhdhe konstant
zu halten. Fiir die Ausflugeschwindigkeit ¢, kommt

2
Cy = E(pl_p2)+2gh . (343)

Wir betrachten zwei Sonderfille. Falls p, = p, ist, wird ¢, = J2gh . Dies ist die
Torricellische Formel. Es kommt wegen der fehlenden Reibung dieselbe Geschwindigkeit
wie im freien Fall aus der Hohe h und bei der Anfangsgeschwindigkeit ¢, =0 (Bild 3.22).
Bemerkenswertist weiter, daf} ¢, vonder Ausflufrichtung unabhéingig ist. Bild 3.23 erlautert
dies, indem jeweils ein Stromfaden verfolgt wird.

Bild 3.22
Ausfluf} eines inkompressiblen Mediums aus
einem Behilter

- } =
Bild 3.23
Unabhéngigkeit
desBetragesder

Geschwindig-
keit von der
] ) Ausflurichtung
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Der zweite Sonderfall ist der AusfluB unter Wirkung eines Uberdruckes, also ohne Einflu8
der Schwerkraft (Bild 3.24). Die Druckenergie wird in kinetische Energie und damit in
Geschwindigkeit umgewandelt.

2 74
Cz=\/E(P1-P2)= =P

p

Wir wenden diese Beziehung auf atmosphirische Bewegungen an. Nehmen wir als
Druckstufe Ap = 10 mbar = 10° Pa, so kommt mit p = 1,226 kg/m®

¢y =400 <140 KD
S h

Dies ist eine beachtliche Geschwindigkeit bei der relativ kleinen Druckdifferenz. Bei
groBeren Druckunterschieden missen wir die Kompressibilitit beriicksichtigen. Man spricht
dann von der Gasdynamik. Die Bernoulli-Gleichung (3.12a) liefert bei horizontaler Bewe-
gung und mit ¢, =0 im Reservoir (Bild 3.24)

(3.44)

Die Bestimmung der Ausflullgeschwindigkeit ist damit auf die Berechnung des bereits friiher
aufgetretenen Integrals

o]

ldp

p

Il
N

zuriickgefiihrt. Setzen wir auch hier Isentropie voraus, so wird aus (3.44) mit (3.23d)

x-1

K D Pk ¥ R
Cp= | 2——==2|1-| == =J2—=1[.]=2¢c, [.]. 3.45
2 ©-1py [Pl) c—1m 1 [] Cp L] ( )

Bild 3.24 l ~
AusfluB unter Wirkung eines Uberdruckes
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Dies ist die Formel von Saint-Venant und Wantzell. Sie stellt die AusfluBgeschwindigkeit
¢, als Funktion der Kessel- oder Ruhewerte (p,,p;, T, ) sowie des Gegendruckes p,
dar. Fiir die Realisierung dieser Geschwindigkeit spielt die Form der Diise, die an den Kessel
angeschlossen ist, eine grofie Rolle. Diese geht iiber die Kontinuititsgleichung ein, die bisher
nichtberiicksichtigt wurde. Wir diskutieren zuniichst (3.45). Bei festgewithlten Ruhewerten
ergibt sich fiir p,/p, — 0 die Maximalgeschwindigkeit

K p ¥ R
szax=\/2aé=\[2——ﬂ- (3.46)

Unter Atmosphirenbedingungenkommt

k=140 , p=lbar , p=1226-%

m

Conax = 750 ? (3.47)

Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis, das handgreiflich den Einflufl der Kompressibilitit
zeigt. Der Wert (3.47) kann auf dem Umweg iiber die Ruhewerte ethdht werden. (3.46) bietet
imwesentlichen zwei Moglichkeiten an. Wennman den Kessel aufheizt, sosteigt e ~ JT] .
Hier tritt wiederum die typische Wurzelabhingigkeit von der Temperatur auf. Wirkungsvoller
istjedoch der Ubergang zu leichteren Gasen, denn Croax™ l/ﬁ .Der Ubergang von Luft
zu Wasserstoff liefert fiir die Geschwindigkeit den Faktor 4. Der Extremfall p,/p; — 0 1dBt
sich auf zweierlei Weise realisieren:

1. Wirhalten p, fest, z.B. =1 bar, und evakuieren einen Behilter, d.h. p,=0. Es kommt
dann zum Einstromen ins Vakuum (Bild 3.25).

2. Wirhalten p, fest, z.B. =1 bar, und laden einen Kessel auf, d.h. p, — ee. Dann kommt
es zu einem Ausstromen (Bild 3.26).

evakuieren aufloden

p2=0 ‘-CZ pl'pl 'T1 91,91 .T| - Cz,p2:1
Bild 3.25 Bild 3.26
Einstromen ins Vakuum Ausstromen aus einem Kessel unter hohem Druck

A. Barré de Saint-Venant, 1797 - 1886 P.L. Wantzell, 1814 - 1848
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Beide Fiille sind zur Erzeugung von hohen Geschwindigkeiten im Gebrauch.

6. Gasdynamische Betrachtungen. Die Stromung in der Laval-Diise. Der
senkrechte Verdichtungsstof§

Umdie imletzten Abschnitt aufgetretenen Strémungsvorginge zu verstehen, miissen wir uns

mitdemBegriff der Schallgeschwindigkeit beschiftigen. Diesistein weiteres Charakteristikum

kompressibler Strémungen.

Wir definieren die Schallgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit kleiner Storun-
gender ZustandsgroBen (= Schall) in einemrubenden, kompressiblen Medium: Es handeltsich
hierbei um eine Signalgeschwindigkeit, die wohl zu unterscheiden ist von der
Stromungsgeschwindigkeit. Wir untersuchen die Wellenfortpflanzung in einem Kanal kon-
stanten Querschnitts, einem sogenannten Stowellenrohr. Im Ausgangszustand istes durch
eine Membran in zwei Kammermn eingeteilt. Rechts befindet sich der Niederdruckteil und links
der hshere Druck (Bild 3.27). Wird die Membran entfernt, so liuft eine Verdichtung in den
Niederdruckteil und eine Verdiinnung in den Hochdruckteil. Handelt es sich um kleine
Storungen, so laufen die Signale mit Schallgeschwindigkeit (= a). Wir betrachten die
Umgebung der nach rechts laufenden Wellenfront (Bild 3.28). Dies ist ein instationéirer
Vorgang, der durch Uberlagerung von —a zu einemstationiiren gemacht werden kann. Wir
wenden hierauf die Grundgleichungen der Stromfadentheorie an und linearisieren.

Membran (entfernt)

|
Ruhe <—= Verdunnung | Verdichtung |— Ruhe

Bild 3.27
Schema eines StoBwellenrohres Hochdruckteil —re+——Niederdruckteil
7 /
p+dp P p+dp P
Verdichtung p+dp |—=a p Ruhe p+dp p
dc c=0 -a+dc -a
/ /
Instationdrer Vorgang Stationdrer Vorgang
Bild 3.28

Rechtsliufige Verdichtungswelle

C.G.P. de Laval, 1845 - 1913
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Kontinuitit beikonstantem Querschnitt:

—pa=(p+dp)(—a+dc)=—pa—adp+pdc+...,
dp_de

(3.48)
p a
Bernoulli-Gleichung:
2 P
< + J. fi_E = konst,
2 P
2 Rap (a+de® PP d
L. (a+de) | J‘ dp
2 p 2 p
2,2 p+dp 2
22 _ade+ J. dp +...=a——adc+—(lP~+...,
2 2 p 2 p
P
ade=3P (3.49)
p
Wir kombinieren die Aussagen (3.48) und (3.49) miteinander:
2=9p_ (a_p] . (3.50)
dp (dp),

Dieletzte Aussage ergibt sich daraus, da3 sich die kleinen Stérungen verlustlos, d.h. isentrop,
ausbreiten. Die Schallgeschwindigkeitistalsoandie Druck- und die Dichtednderungenindem
Medium gebunden. Gehort zu einer gewissen Druckstorung Ap eine geringe Dichtednderung
Ap, so ist das Medium praktisch inkompressibel und die Schallgeschwindigkeit (3.50) grof3.
Ist dagegen die Dichtednderung betrédchtlich, so herrscht Kompressibilitit, und die
Schallgeschwindigkeit ist gering.

Mit der isentropen Zustandsénderung

K
L(ﬁ)
P1 P1

und der idealen Gasgleichung wird aus (3.50)
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azz(iE) =P R (3.51)
s P m

Wieder ergeben sich die typischen Proportionalititen a~ 4/ T, a~ 1/4f m , wie wir sie soeben
bei der Maximalgeschwindigkeit hergeleitet haben . Die Abhingigkeit von der Molmasse m
ist gravierend. Fiir T=300K gilt:

Gas 0, N, H, Luft
m in g/mol 32 28,016 2,016 ~29
a in m/s 330 353 1316 347

a ist damit eine geeignete Bezugsgeschwindigkeit fiir alle kompressiblen Strémungen. Das
Verhdltnis Stromungsgeschwindigkeit/Schallgeschwindigkeit ist eine charakteristische
Kennzahl und wird zu Ehren von Ernst Mach

i— =M = Machsche Zahl (3.52)

genannt. Diese Bezeichnung wurde 1928 von Ackeret eingefiihrt. Man unterscheidet danach

Unterschallstromungen mit M<1 und
Uberschallstrémungen  mit M>1.

Bild 3.29 zeigt dies etwas detaillierter. Es treten folgende Sonderfille auf: M? << 1 beschreibt
dieinkompressiblen Stromungen, M?>> 1 dagegen den sogenannten Hyperschallund M 21
die schallnahen oder transsonischen Strémungen. Diese Unterscheidung hat sich als zweck-
miBig erwiesen.

0 L M
. 2 ‘ <] 2
Bild 3.29 M« M1 MM
Zuordnung der verschiedenen Strémungen
zur Mach-Zahl Inkompressibel Schallndhe Hyperschall

E. Mach, 1838 - 1916 J. Ackeret, 1898 - 1981
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Die Eulersche Gleichung ergibt

Jde_ 1dp_ 1dpdp_ a’dp
dx p dx p dpdx p dx’

(3.53)

Dierelative Dichteinderung istderrelativen Geschwindigkeitséinderung langs des Stromfadens
proportional. Der Proportionalititsfaktor ist M2,

Fiir M1 ist die relative Dichtednderung << als die relative Geschwindigkeitséinderung.
Fir M 21 ist die relative Dichtednderung 2 als die relative Geschwindigkeitsinderung.
Bei M =10 kommt z.B. der Proportionalitiitsfaktor 100.

Bei inkompressibler Stromung M?<< 1 iiberwiegt die Anderung der Geschwindigkeit die
der ZustandsgroBen p, p, T bei weitem. Im Hyperschall M2 >> 1 ist es umgekehrt. In
Schallndhe sind alle Anderungen von derselben GroBenordnung.

Die Kontinuititsgleichung gibt den Einflufl der Querschnittsinderung. Differenzieren wir sie
ldngs des Stromfadens, so wird

1dp 1dc 1dA
-t -—+———=0.
pdx cdx A dx

Beriicksichtigen wir (3.53), so kommt

lﬂz__zl Llda (3.54)
cdx M -1A dx

Hierin sehen wir A(x) als gegeben, aber c¢(x) und M(x) als unbekanntan. (3.54) ermoglicht
sofort eine qualitative Diskussion der Strémung in einer Diise. Ihr Zweck ist, die Strémung
zu beschleunigen, d.h. dc/dx > 0.

Fiir M<«1 verlangt dies dA/dx <0,
dagegen bei M>1 dA/dx>0.
Fiir M=1 istnotwendig ~ dA/dx=0 (Bild 3.30).

Schieben wir diese drei Teilergebnisse zusammen, sokommen wir zwangsléufig zur Strtémung
in der Laval-Dise (Bild 3.31). In einem konvergenten Einla wird die Unterschallstrémung
beschleunigt; amengsten Querschnittistder Schalldurchgang. Imanschlieendendivergenten
Teil wird die Uberschallstrémung weiter beschleunigt. Letzteres ist eine direkte Folge der
Gleichung (3.53). ImUberschall iiberwiegt die Dichteabnahme die Geschwindigkeitszunahme.
Da m =p ¢ A =konst ist, muf} hieralso A in Strémungsrichtung zunehmen.
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Verengung

——M< =Mzl —— =M > —

Erweiterung

=<
<
=
T

T Bild331

Laval-Diise
L

—  konst. Querschnitt
W < Bild3.30

Moglichkeiten fiir den Querschnittsverlauf

Zur quantitativen Bestimmung der Stromung schreiben wir die Differentialgleichung (3.54)
auf die beiden Funktionen M(x) und A(x) um. Wir differenzieren (3.52):

dc¢ da dM
.————+—
a M

und benutzen (3.50), (3.51) sowie (3.53):

pda_dp_dp_a% 40 de_ (9P _\p2x 1)—
a p p P P P

M:(l MZ) dc
M 2 c

Berticksichtigen wir dies in (3.54), so wird

(3.55)

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir M = M(x), die durch
Trennung der Variablen gelost werdenkann. Mitder Bedingung M* =1, AM*=1)=A* kommt

K+1
A 1 K—1 2 2(x~1)
L PPt YV . .
Ae =3 0= @39

Hierdurch ist implizit die Mach-Zahl als Funktion des Diisenquerschnitts gegeben, wenn an
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der engsten Stelle A* Schallgeschwindigkeit herrscht. Wir wollen einen Uberblick iiber alle
mdoglichen Strémungen in einer Laval-Diise in Abhingigkeit von den Randbedingungen
(Geometrie und wirksamer Gegendruck) erhalten. Dazu bestimmen wir das Richtungsfeld
von (3.55),d.h. wirermittelnin jedem Punktder (x,M)-Ebene den Anstieg der Losungskurve.
Ausgezeichnete Richtungselemente sind:

M=O , falls d;A—=O , solange M=1 ,
dx dx

am _

o , falls M=1 , solange ﬂ;tO.
dx dx

Singulire Punkte liegen dort, wo der Faktor von dM/dx Null oder Unendlich ist. Nur dort
konnen sich Integralkurven schneiden. M =0 entspricht A — oo, d.h. dem Kessel. Hier sind
unendlich viele Fortschreitungsrichtungen moglich. M =1 und dA/dx =0 fiihrenin (3.55)
zu einem unbestimmten Ausdruck. Die Anwendung der Bernoulli-L'Hospitalschen Regel
liefert

d’a
2

(EM) 4 XFLdXT (3.57)
dx ), 4 A*

Es ergeben sich zwei Fortschreitungsrichtungen, falls d?A/dx? > 0, das heifit am engsten
Querschnitt. Es handelt sich dort um einen Sattelpunkt. Ist dagegen d?A/dx®<0, was dem
Maximum der Funktion A(x) entspricht, so kommt keine reelle Fortschreitungsrichtung. Es
liegt ein Wirbelpunkt vor.

Nachdiesen Vorbereitungenkanndas Feld der Integralkurven sofort gezeichnet werden (Bild
3.32). Durch Variation des Druckes am Diisenende lassen sich die verschiedenen Stromungen
realisieren. Bei geringer Differenz zwischen Kessel- und Gegendruck (A) erhalten wir eine
Unterschalldiise. (B) entsprichtdemFall,dal amengsten Querschnittdie Schallgeschwindigkeit
zwar erreicht, aber nicht durchschritten wird. Bei weiterer Druckabsenkung (C) erkennt man
sofort, daB eine stetige Stromung nicht mehr méglich ist. Es kommt zu einem sogenannten
(senkrechten) Verdichtungsstof, in dem sich die Zustandsgrofen unstetig verindern. Die
Geschwindigkeit sinktauf Unterschall; Druck, Dichte und Temperatur steigen an. Bei weiterer
Druckabsenkung wandert der Stof3 zum Diisenende (D). Zwischen D und E trittein schiefer
StoB} am Austritt auf. E bezeichnet den Grenzfall der idealen Laval-Diise. Hier liegt ein
paralleler Strahl im Austritt vor. Bei weiterer Druckabsenkung (F) kommt es dort zu einer
Expansion (Bild 3.33). Diese heuristische Beschreibung zeigt die Vielfalt der moglichen

G. Fr. A. de L'Hospital, 1661 - 1704
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Bild 3.32
Mach-Zahl-Verlaufin der Laval-Diise
bei verschiedenen Gegendriicken

Stromungsvorginge in Abhingigkeitvonden Randbedingungen. Wirverfolgenim Augenblick
nurdie stetigen Strdmungen. Auf die Berechnungder Verdichtungsstdfe kommen wiramEnde
dieses Abschnittes zuriick.

Wir verfiigen damit in der Diise an jeder Stelle {iber die Mach-Zahl M(x). Die Berechnung
von p(x), p(x) und T(x) geschieht mit der Bernoulli-Gleichung. Fiir isentrope
Zustandsdnderungen wird

™~

2 2

2
c—+—K———p—=£~+a—:-c—+cpT=konst. (3.58)

2 x-1p 2 x-1 2

Die Konstante kdnnen wir auf zwei Wegen festlegen.

— |

Bild 3.33 E F I

Einfluf des Gegen- /——____

druckes auf die Stro-

mungsform in der \

Laval-Diise —
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aik
c=a
2 M<1 J
M «1 M=1
9
M>1
M2»l
45° -
c
_ 1.2
Cmax= | %=1 %o
Bild 3.34

Energieellipse in der (c,a)-Ebene

1.  Wirbenutzendie Kessel- oder Ruhewerte”: c=0,a,,p,,p,, T, (3.58) schreibt sich
damit

2
e, _ % (3.59)
2 k-1 x-1

oder als sogenannte Energieellipse

2
— S +|E =1 (3.60)
2 a ao
Vk—10

Diese Kurve (Bild 3.34) erfafit alle moglichen Stromungszustdnde mit den frither besproche-
nen Anderungen von Strémungs-und Schallgeschwindigkeit. Aus (3.59) folgt fiir T(x) sodann
mit der Isentropie flir p(x) und p(x):

—_—— (3.61a)

D Wirkennzeichnen im folgenden die Ruhewerte durch den Index 0, wie esin der Gasdynamik
allgemein iiblich ist.
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Bild 3.35 | ==z
T,p,p als Funk- \\:'\,.\
tionen der Mach- S ~.
~.
Zahl \\\ ~ 7
0,5 ™ ~ i‘\/ To
\\\
-~ P
Q.§-—.‘/ p0
0 - —Php
0 05 1 15 2 25 0
M
I (3.61b)
Po (1+ -1 Mz]x——T
2
p__ 1 (3.61¢)

Bild 3.35 erldutert die unterschiedliche Variation der Zustandsgrofien. Charakteristisch sind
die kritischen Werte bei M = 1.

1
* * .1
TE_ 2 _os33 P—:(—%—)“"l=o,634,
Ty x+1 Po K+1

(3.62)

K

. 5
P _ (L)"‘l =0,528.
po \x+1

Die Zahlenangaben beziehen sich auf x = 1,40.

2. AlsBezugsgroBenkdnnen wirdie kritischen Werte verwenden: c=a=a*, p*, p*, T*,
Neben M=c/a trittdie kritische Mach-Zahl M*=c/a* auf. Fiirunverinderliche Ruhewerte
ist a* konstant. Die Normierung mit der kritischen Schallgeschwindigkeit hat also den
praktischen Vorteil, daB im Nenner der Mach-Zahl keine lokale, d.h. variable,
Schallgeschwindigkeit mehr steht.

Wir haben folgenden Variabilitdtsbereich:
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M 0 1 oo
K+1

M* 0 1 —
K—-1

Zur letzteren Aussage betrachten wir das Einstromen in das Vakuum mit der
Maximalgeschwindigkeit (3.46)

M: = Cmax V-1 ,f ,H‘; K+l =T (=245 fir Lufo).

Damit ergibt sich folgender Rechengang: Aufgrund der bekannten Diisengeometrie A(x)
bestimmen wir M(x). AnschlieBend liefern (3.61a-c) T(x), p(x) und p(x).

Wirkommen nun zur Behandlung des senkrechten VerdichtungsstoBes. Wirbetrachten eine
eindimensionale, stationdre Stromung im Stromfaden konstanten Querschnittes (Bild 3.36).
Wir wenden die Erhaltungssitze fiir Masse, Impuls" und Energie iiber die StoB3front hinweg
an.

Kontinuitit: pc=pc,

Impulssatz: p+pct=p+pé?,
. . 1 2 o l A2

Energiesatz: i+—c“ =1 +5 c

K
mit der Enthalpie i=c T =——2L wird hieraus
14 Kk—-1p

c ¢
— -\ A
p.p,T p,p.T

Bild 3.36
Senkrechter Verdichtungssto

1 Dies erfolgt im Vorgriff auf Kapitel 3.3.1



3.1 Stromfadentheorie 73

Die erste Losung ist die Identitdt, die zweite liefert die Zustandsdnderungen iiber den Stofi.
Mit der Schallgeschwindigkeit a (3.51), der Machzahl M (3.52) und der Entropie s der
Masseneinheitkommt

§—C’V-§= zn{%(%)K} = Zn{[l+2£;(M2 -1)][1-;—1—1(1—#)}](}

Die Anderung der ZustandsgroBen beim senkrechten Stof} zeigen Bild 3.37 und 3.38. Da
§—s>0 sein muB, kann (Bild 3.38) ein StoB nur im Uberschall M > 1 auftreten. Daselbst
handeltes sichumeine Verdichtung (Bild 3.37) mit Ubergang von Uberschall auf Unterschall.
Dies folgt aus der Prandtl-Relation fiir die kritischen Machzahlen:

M*. M*=1.
Sie ist eine elementare Konsequenz der hergeleiteten StoBgleichungen. Charakteristisch ist

das Verhalten der Ruhewerte. Denken wir uns das Medium vor und nach dem Stof in den
Ruhezustand tiberfiihrt, so lautet der Energiesatz iiber den Sto3 hinweg
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A

/ plp=cl/c T

A
N

102 - Bild 3.37
8 i Die StoBgrofen beim senk-
? 8 P rechten Stof als Funktion
4 A /’ von M (x = 1,40)
- p/p
<P 2 A
- T/IT 7
210
< 2 (c+1)7 (1) 7
<, ) ]
Q
"
o
%)

—_

—
)]
S
»
o}
—
o

1 2 A 1,\2 ~
cpT0=cpT+Ec =cpT+?2-c =c, Ty,

d.h. T0=T0 » a0=§0 N a¥=a%,

Bei Druck und Dichte wird jeweils eine isentrope Abbremsung vor und nach dem Sto
vorgenommen. Verwendet man einen isothermen Vergleichsprozef, so kommt wegen

So=% =§‘S=’(°p‘°v)”§_§=‘(°p*Cv)z“g—g,

\

|
\

-1,0 J Bild 3.38
0 05 10 15 20 25 3,0 Die Entropie beim senkrech-
ten Verdichtungsstof als Funk-
M — tion von M (x = 1,40)
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Bild 3.39 1,0
Ruhedruck- und t
Ruhedichteabnah-
me beim senkrech- a®
ten Verdichtungs- o
sto3 als Funktion <= 0,5
von M (x=1,40) o°

<a®

0> 4 6 8 10

Die Ruhedruckabnahmeistin Schallnihe gering, fiir starke St663e, d.h. fiirhohe Mach-Zahlen,
ist sie dagegen betrdchtlich (Bild 3.39).

Wir halten fest: Uber den senkrechten VerdichtungstoB

nehmen zu: p.p,T,s
nehmen ab: ¢, M, py, Py, P*, P¥
bleiben konstant: T, 2y, T#,a% !

Zur Erlduterung der eingefiihrten Begriffe geben wir einige Beispiele zur Gasdynamik.

1.  TemperaturerhéhungimStaupunkteine Flugkérpers.

Aufder zentralen Stromlinie (Bild 3.40) kommtes zu einem Aufstau, der zu einer erheblichen
Temperaturerhthung fithren kann. Wir kénnen (3.61a) anwenden, um die Temperatur im
Staupunkt (=T,) zuermitteln. Fiir M> 1 liegt eine Kopfwelle zwischen Anstrémung und
Korper. (3.61a) gilt iiber diesen Stol hinweg, da diese Gleichung mit dem Energiesatz
identisch ist, der fiir Verdichtungsstofie gilt:

To Xty (3.63)
T 2
Fiir Luft wird damit

Bild 3.40
Umstrémung eines stumpfen Kérpers Kopfwelle
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T,

M=2 , —TO‘=1,8 , d.h.bei T=300K: TO=54OK=267°C,
Ty

M=5 , '?=6 s T0=1800K=1527°C.

Bei den letzten Temperaturen ist man bereits an der Grenze des Giiltigkeitsbereiches der
idealen Gase konstanter spezifischer Wirmen. Bei weiterer Steigerung treten Dissoziation,
Tonisation etc. hinzu. Diese Effekte benttigen Energie und fithren dazu, da3 die sich aus (3.63)
ergebende Staupunkttemperatur tatsdchlich erheblich unterschritten wird.

2.  BiszuwelcherMach-Zahl (Geschwindigkeit) kanneine Strémung alsinkompressibel
angesehen werden? Wir verlangen, daf in einem solchen Fall die relative Dichtednderung
kleiner als 1% sein soll. (3.61b) ergibt

M2

\_._P’PO == +..<001 , Ms014.

Diese Mach-Zahl fithrt bei Luft von Zimmertemperatur zu ¢ < 50 m/s.

3.  Bestimmungder Leckmenge eines Kessels bei iiberkritischem Zustand (Bild 3.41).
Die Leckstelle bildet einen kritischen Querschnitt A*. Den Massenstrom fithren wir auf die
Kesselwerte zuriick (x = 1,40):

1

. 2 Y1 , 2
m=p*c* Ar=p*g*k A%k=| —— ——ay A¥*=0,58 A*;
p P (K+l) Po wt1 2o Po 2p

mit ay= 347 m/s wird

3 .
m =
=0,58-347 2 =2.102 =20 L1ter2 .
Po A § scm scm

*

p0 —l
l_]\ Bild 3.41
Ausfluf} aus einem Kessel im {iberkritischen Fall
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D.h. esstromen pro Sekunde durch den Quadratzentimeter 20 Liter Luft des Kesselzustandes.
In 10s sind dies bei 100 cm?®also 20 m?, falls das kritische Druckgefille aufrechterhalten
bleibt. Diese Zahlen veranschaulichen den grofien Massendurchsatz im engsten Querschnitt
einer Laval-Diise. Sie ermitteln eine Vorstellung von dem Fassungsvermogen eines Reser-
voirs, das an eine solche Diise angeschlossen ist.

4.  Auffiillen eines Kessels - Prinzip eines Uberschallwindkanals. Wir schlieBen an einen
evakuierten Kessel vom Volumen V eine Laval-Diise an (Bild 3.42). Im Kessel herrsche der
Anfangszustand: p_, p, , T, , auerhalb z.B. der der Atmosphire py, p,, T, . Entfernen wir
die trennende Membran, in Bild 3.42 z.B. am Diisenende vorzustellen, so kommt es dhnlich
wie im StoBwellenrohr zu einem instationéren Startvorgang. Ist p, /p, geniigendklein, soliegt
eine Laval-Diisenstrdmung vor. Nach einer kurzen Anlaufphase stellt sich dann fiir wenige
Sekunden die zum Druckverhiéltnis p, /p, gehorige stationdre Strémung ein. Dies ist die
MeBzeit des Kanals. Wihrend dieser Phase konnen in der Mefistrecke Modelle z.B. von
Tragfliigeln in Uberschallanstrdmung untersucht werden. Die Stromung wird mit geeigneten
Verfahren sichtbar gemacht und durch die Kanalfenster beobachtet. Allerdings wird hierbei
der Kessel allméhlich aufgefiillt. Die Zustandswerte p(t), p(t), T(t) lassen sich aus dem
Volumen V undderDiisengeometrie berechnen, Mit fortschreitender Zeit,d.h. mitzunehmen-
dem p(t), werdendie frither diskutierten Strémungszustinde durchlaufen: Expansion, schiefer
Stof3, senkrechter StoB3. Dieser senkrechte Stofl wandertunter Abschwiichung zur Diisenkehle.
Damit bricht dort der kritische Zustand zusammen, und wir haben eine Unterschallstrdmung,
bis vollstindiger Druckausgleich hergestellt ist.

M

MefBstrecke
(Kanalfenster)

Bild 3.42
Auffiillen eines Kessels
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Bild 343
Pitotrohr in der Uberschallstrémung
A
M>1 M
pv p A A
0 PP

o>

0

5. Beim Pitotrohr in ﬁberschallstri’)mung (Bild 3.43) wird P, gemessen. Kennt man
M, so kann man mit der Ruhedruckverlustformel p, berechnen. Falls jedoch p oder p und
Po gemessen werden, kann M ermittelt werden. Hierzu wird der isentrope Zusammenhang
(3.61c¢) benutzt. Wir geben die zugehorigen Formeln an, da sie fiir die UberschallmeBtechnik
von Bedeutung sind:

X
. (K+1M2)K~1
Bo 2 -
p —_—
[1 + Z—K(MZ - 1)}“‘1
K+1
X
. (K+1M2)K_1
Bo _ 2
f) K

3.2 Reibungsfreie, ebene und raumliche Stromungen

Wirerweiternim Folgenden die eindimensionale Stromfadentheorie auf mehrere unabhingige
Verinderliche und benutzen hierzu die Eulersche Methode.

3.2.1 Kontinuitit (= Massenerhaltung)

Wir betrachten einen raumfesten Kontrollbereich, einen Quader mit den Kantenlingen dx, dy,
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Bild 3.44

Zur Herleitung der
Kontinuitét Y ( pu+
pu dydz

zZA

dz PR l_

xy

dz (Bild 3.44). Eine Anderung des Massenstromes durch die Berandung fiihrt zu einer
Masseninderung im Innern. Der Massenstrom durch die Oberflidche in x-Richtung ist

dm, =pudydz- pu+mdx dydzz—mdx dydz.
ox ox
Fiir alle drei Achsenrichtungen wird insgesamt
drn=—f 20w 90V IO W)y 4 p= 9P gy gy dz. (3.64)
ox dy 0z Jat

Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, daf sich der resultierende Massenstrom durch die
Oberfliche ineinerlokalen zeitlichen Massenzu- oder -abnahme im Innern wiederfinden musf3.
Mitanderen Worten: die Masse kann im Innern nur dadurch z.B. zunehmen, dafl mehr ein- als
ausstromt. (3.64) kann in verschiedener Form geschrieben werden:

dp  dpu) dpv) dpw) _ap . . _dp .
0=— =—L+di =-r . (3.
3t + Ix + 3y + 3 5 +div(p w) it +pdivw. (3.65)

Hieraus folgt die physikalische Bedeutung der Divergenz

als relative Ergiebigkeit des Stromfeldes.

3.2.2 Eulersche Bewegungsgleichungen

Wir wenden das Newtonsche Grundgesetz auf das raumfeste Massenelement an (Bild 3.45)
und erhalten der Reihe nach
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24 Bild 3.45
ap Raumfestes Massenelement
o dy dz (poadx) dydz
_|— ={> : da—
dz [ SR I
l ’// .
y dy
dx——+"
x

Masse =dm = p dx dy dz,
. dw
Beschleunigung = T

angreifende Krifte = Massen- und Oberfldchenkrifte = fdm- grad p dx dy dz,

mit f = (fx , fy , fz) als der auf die Masse bezogenen Kraft. Also

%‘%:—%gradp+f. (3.66)

Insgesamt erhalten wir die Aussage: Kontinuitit und Eulersche Gleichungen liefern vier
Bedingungen fiirdie fiinf Unbekannten =(u,v,w),p und p. Auchhieristalsoeine zuséitzliche
Gleichung (Energiesatz!) erforderlich, um alle Unbekannten zu bestimmen.

3.2.3 Ebene, stationire, inkompressible Potentialstromung

Dies ist ein fiir die Stromungslehre wichtiger Spezialfall, der uns ausfiihrlich beschiiftigen
wird. Die Voraussetzung p =konst ersetzt die fehlende Gleichung. Streichen wir noch die
Schwerkraft, so wird:

Kontinuitit: §5+a—‘i =0, 3.67)
Jdx dy
ua_u.f.vﬁ:—ligy (3.683.)
ox dy p 0x
Eulersche Gleichungen:
dv  dv 1dp
—FvVo—=—— ot .
u 5TV 3y 53y (3.68b)
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Diese Gleichungen fiir u, v und p lassen sich auf zwei Bezichungen fiir u und v reduzieren.
Wir differenzieren (3.68) nach y und (3.68b) nach x und subtrahieren. Benutzen wir (3.67)
zur Vereinfachung, so wird

d (dv Jdu d (d0v du)_ d(dv du
=g 2 |ov_gu B [ A PR (i A 3.69
0 uax(ax 8y)+vay(ax ay) dt(ax ay)’ .69

wobei dieletzte Gleichung beriicksichtigt, da wir stationére Stromungen untersuchen. (3.69)
zeigt,dal}

v _du_ o (3.70)
dy

ox

ist1angs jeder Stromlinie. Grundsitzlich kann der Wert dieser Konstanten von Stromlinie zu
Stromlinie variieren. Beiden von uns vorwiegend betrachteten Umstrémungsaufgaben liegt
einekonstante AnstrémungimUnendlichenvor,d.h. u—u_,v—v_.ImLimes x——oo wird
daher auf jeder Stromlinie aus (3.70)

9v_du_(dv_du -0
ox dy \dx 9dy) ., . '

Die Konstante ist also in unserem Fall gleich Null. Damit kommen die Grundgleichungen

Kontinuitit: du, v _o, (3.71a)
dx Jdy

Drehungsfreiheit: ov_du_, (3.71b)
ox dy

Wir erldutern den Begriff der Drehung an zwei einfachen Beispielen.

1.  Beim starren Korperwirbel (Bild 3.46) gilt

C=®r , u=—-@Ersin@=-Oy , v=0rcosQ=mx.
Also ist

)

v _du_,4

ox dy

unddamitkann dv/dx —du/dy als Ma fiirdie lokale Drehungdes Teilchens aufgefaBt werden.

2.  Beim Potentialwirbel (Bild 3.47) ist
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¢« Bild 3.46 !
Starrer Korper- @
wirbel |
l
) I fan
Ay i vy
\ | /
1]
Bild 347 —
Potentialwirbel @
c=E ; =k 2ok 2y 5 v=k 8ok 2X 2
T r X“+y T x“+y
und damit gilt
0
v _ou_y.
ox Jdy

d.h. hier liegt eine drehungsfreie Bewegung vor. Durch Integration der zwei
Differentialgleichungen (3.71a,b) fiir u und v bestimmen wir das Geschwindigkeitsfeld.
Anschlieffiend wird der Druck mitder Bernoulli-Gleichung ermittelt. Esergeben sich hier zwei
mdgliche Losungswege.

1.  Wirerfiillen die Drehungsfreiheit (3.71b) durch eine Potentialfunktion ¢ (x,y),d.h.
L —l (3.72)

Dann ergibt die Kontinuitét (3.71a) die Bedingung

du ov_9%¢ o . .
ax+ay_ax2+ay2”A¢"0' (3.73)

Fiir ¢ ist damit die Laplace-Gleichung (= Potentialgleichung) unter den gegebenen
Randbedingungen des Strémungsproblems zu Iosen.

2.  Wirerfiillen die Kontinuitit (3.71a) durch eine Stromfunktion ¥ (x,y), d.h.

P.S. Laplace, 1749 - 1827
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_o¥ _9d¢ __o¥ d¢

= = = =1 (3.74)
" dy ox Ve T dy

Die Drehungsfreiheit (3.71b) verlangt

P’y v

+5— =AVP=0.
dy*  9x*

D.h. auch fiir ¥ gilt die Laplace-Gleichung.
¢ und W haben eine wichtige physikalische Bedeutung:

1.  Fir die Hohenlinien der W-Fliche, d.h. die Kurven W = konst, gilt

d‘I’:a—\gdx+a—\I—l-dy=—vdx+udy=0,
ax dy

[ﬂ] Y
dx W=konst u

Mithin sind die Kurven W = konst Stromlinien.

2.  Firdie Kurven ¢ =konst kommt entsprechend

d¢=—a—¢dx+§9dy= udx+vdy=0,
ax ay

(ﬂ) __n
dx ¢$=konst v

Die Kurven ¢ =konst, die Potentiallinien, sind orthogonal zu den Stromlinien. ¢ =konst
und ¥ =konst bilden ein orthogonales Netz (Bild 3.48). Fiirden Volumenstrom, bezogen auf
die Breiten- oder Tiefeneinheit, zwischen zwei Stromlinien gilt (Bild 3.49)

2 2 2 2
Via =_[dV=J'(udy—vdx)=_" (%%dwaa—\: de=Id‘I’=‘I’2—‘P1‘ (3.75)
1 1 1 1

D.h. die Differenz der '¥-Werte zweier Stromlinien liefert im ebenen Fall den Volumenstrom
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yi Bild 3.48
Orthogonales Netz der Potential-
und Stromlinien

WY = konst.
Stromlinie

AN NN

Potentiallinie

—
!

X

Bild 3.49
Berechnung des Volumenstroms zwischen
zwei Stromlinien

pro Tiefeneinheit senkrecht zur Bildebene zwischen ihnen.
Wir besprechen nun allgemeine Losungsmethoden der Gleichungen A¢ =0 und AY =0.
1.  Jede differenzierbare komplexe Funktion

Fz)=Fx+iy)=H(xy) , i=,-1

ist Losung der Potentialgleichung AH =0, denn

’H *H__, .
AHZ-B—XZ—-F"a—}—,Z—:F (Z)—F (Z)=0.

2. Zerlegen wir das komplexe Potential F(z) in Real- und Imaginirteil, so gilt
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F(z) =Re F +iImF = ¢(x,y) +i F(x,y) .

Zum Beweis differenzieren wir hier nach x und y.

0 cb 8‘{’
—: F
Jx @)= ax
0 Bq) oY
— iF@)==—"+i—.
3y iF'(z) ay+1 oy
pn  9%,;9%__;90 0¥
ox Bx dy 9y’
also

0 _9¥  3o_ ¥

9x 9dy ~ 9y ox

Dies sind die fiir Potential- und Stromfunktion geltenden Relationen (3.72) und (3.74), womit
die Behauptung bewiesen ist. Sie heiflen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
und spielen in der Funktionentheorie eine grofle Rolle.

Die vorstehenden Aussagen 1 und 2 sind fiir die Stromungslehre von grundsitzlichem
Interesse. Zerlegt man also eine komplexe Funktion in Real- und Imaginérteil, so erhilt man
Potential- und Stromfunktion einer Potentialstromung. Die Schwierigkeitliegt offenbar darin,
diejenigen Funktionen zu bestimmen, die die vorgegebenen Randbedingungen des
Stromungsproblems erfiillen.

Eine weitere Eigenschaft der Differentialgleichungen A9 =0 und AW =0 istihre Linearitit.
Mit ¢, und ¢, istauch c, ¢, +¢, 9, (c,, c,=konst) eine Losung, denn

Ac; 9, +c,0,) = Alc, ¢1)+A(02¢2)=01A¢1+C2A o,=

Diese Uberlagerung kann auch graphisch erfolgen. Wir erldutern dies am Beispiel der
Superpositionvon Parallelstrémung (¥, ) und Quelle (¥, ). Bild 3.50 zeigt das Zustandekommen
des neuen Feldes mit der Stromfunktion ¥ =¥, + ¥, . Jede Stromlinie kann als materielles
Hindernis aufgefat und als umstromter Korper betrachtet werden. Nehmen wir die
Staustromlinie, so haben wir ein Modell fiir die Umstrdmung eines stumpfen Halbkorpers.
Diese Strémung wird uns bei der analytischen Behandlung erneut begegnen.

A.L. Cauchy, 1789 - 1857 B. Riemann, 1826 - 1866
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VRITAATIA Bild 3.50
Lincare Super-
position von

1 \Uz W=0 Parallelstromung

und Quelle
-4 -5 -6 -7 -8
. f \ @ L~ A«L«vg

Die Bernoulli-Gleichung gilt auch hier, wie man mit den Euler-Gleichungen (3.68a.b) und der
Drehungsfreiheit (3.71b) leicht verifiziert:

Pra, 2 p 2
+ = + =p.,+=C. =Dp- 3.76
P+ (W +v)=p+2 el =po (3.76)

Fiir die dimensionslose Darstellung benutzen wir den Druckkoeffizienten

=]

2
¢p =2 wzégzl_(LJ , 37
q C

o0

Ausgezeichnete Werte sind Cpoo ™ 0 inder Anstrémung sowie Cho= 1 inden Staupunkten.

3.2.4 Beispiele fiir elementare und zusammengesetzte Potentialstromungen

Wir diskutieren die in der Tabelle Seite 88-89 aufgefiihrten Beispiele. Zu Beginn werden wir
uns kurz fassen, spiiter ausfiihrlicher sein. Wir sammeln dadurch Erfahrungen tiber einfache
Stromfelder, die wir spéter bendtigen.

1. Parallelstromung

F(z)=(uw-ivw)z=(uw-ivm)(x+iy)=uwx+va+i(uwy-vwx),

d=u _x+v y , ¥=u y-v_x ; b =u=u_ , ¢ =v=v_.
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o0

. v
Stromlinien ¥ =konst:y = —= x +konst.

oo

2.  Quell-Senkenstrémung

Q

—Z—E(anﬁ-iq)) , z=x+iy=re®,

F(z)=5%€nz=

Q Q 3, .2 Q Q y
== /nr=—</nqx*+ , ¥=—(@p=—arctan =;
0 27 nr 27 nvxeTy 27t(p Znarc anx

¢X=———————X R ¢y__Q___y , c=w/u2+v2= Q

2n )(2+y2 _21tx2+y2 2nr’

Volumenstrom: V =c¢-27r- 1 =Q = Quell- oder Senkenstirke

3.  Wirbelstromung

F(z):——r—iZn z=—1:—(—-(p+ilnr),
27 2n

r T y r X
e, W=l g = L by = :
¢ 2n<P 2 o 271 x2+y? o 27 x%+y?
T
c= ,
27r

vollig analog der Quell-Senkenstromung. T' heifit Zirkulation oder Wirbelstirke und ist ein
MaS fiir die Intensitdt der Drehbewegung.

4.  Dipolstromung

m m xX-i m(x —i
=21 X-1y _mk-iy)
zZ X+1y X—1y X" +y

m X m m
== , ¥Y=-7 y2 » C=—3.
X" +y X" +y T
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QuelleQ >0, Senke Q<0

komplexes Potential Potential Stromfunktion
F@ o,y Y,y
(v -iv )z
UNX+V°°y llwy~VwX
Parallelstromung
TRk Q, _Q, a7z | Q._Q 3
e 2,2
—/lnr=——/n + — @=—"arc tan=
L DY R L REY R

T
—ifnz
27 —Larctanl Llnm
Wirbel T > o Techtsdrehend 2n X o
** <7 linksdrehend
n
z mXx o y
Dipol x*+y? NE
U Z+ —Q— Inz 0 .
2n U. X+——/{nr wyr 2o
27 2n

Parallelstréom. + Quelle/Senke

U | Z4+— 2 2
oo R
z u,,,x(1+ 5 2) U (1— 2R 2]
Parallelstromung + Dipol = Ry Xty
Zylinderumstrémung
2
uw(z+R—]+2—r—iénz R2 T R?
z 14 Uy X} 1+ ———= |——— U, ¥} 1-———= |+ —nr
X“+y 2n X +y 2x

Zylinderumstrdmung + Wirbel

Parallelstromung + Wirbel

u +Lénr
i 2r
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Geschwindigkeit Stromlinien
u v c ¥ = konst
2 2
u A% C =4U.+V,
” B ) //H//Ai
X
VA
Q _x Q _ v Q
21 x> +y? 2n x2+y? 27 -
y
Iy L x r
27 x2+y° 21 X2 +y? 2nr X
y
y2 —-x? 2xy m
22 2, 2\2 2 %
(x*+y?) (x*+y%)
Y )
LLQ x  Q 8
21 <2 +y? 27 x2+y? Li‘im
-Q/(2nug) x
auf dem Zylinder: " Y T
— —»
2u,sin?@ | —2u.,singcose 2u,, |sin @| \_/X_V
auf dem Zylinder: y
ZuMsinztp —Zum,sin(pcos(pC=
. r A \ X
i -~ =12u,sin ¢+
+2nRsm(p ancos(p ? ﬁ’ //>\\
y
U, +—— J - —r— X X
o 2m xP 4yt 2n x2+y? b
//'/'_.\\
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d.h. es kommen Kreise mit Mittelpunkt auf der y-Achse, die alle durch den Ursprung gehen.
Der Dipol kann realisiert werden durch Uberlagerung von Quelle und Senke, deren Abstand
verschwindet und deren Intensitit gleichzeitig iiber alle Grenzen wichst.

5. Uberlagerung von Parallelstromung mit Quell-Senkenstromung
Wir behandeln den frither graphisch diskutierten Fall (Bild 3.50). Bei horizontaler
Parallelstrtémung wird

F(z):umz+&€nz , ¢=umx+22nr R ‘J:’=umy+&(p.

2n 2r 27w
Fiir die Stromlinien kommt eine implizite transzendente Gleichung. Daher haben wir ihre
Gestalt oben graphisch ermittelt:

R S S N
2/ x“+y 21 x“+y

Fiir Staupunkte gilt ¢ =0 und damit u=0 und v=0. Letzteres filhrt auf y =0 (Symmetrie
zur x-Achse), ersteres dann auf x =—Q/2 7 u_ . Es gibt also genau einen Staupunkt, der bei
einer Quelle (Q > 0) links vom Nullpunkt und bei einer Senke (Q <0) rechts davon liegt:

C

2
2_.2,Qu. x Q 1
=V + 7.2 7 2.2
n xX“+y" 4n° x“+y

e  mrved (v

P q T Uy x2+y2 4Tmu,

Hiermitkannmanden Verlauf der Druck- und Geschwindigkeitsverteilung auf der Staustromlinie
diskutieren. In Bild 3.51 ist der Fall der Quelle skizziert. Vor dem Korper steigt der Druck,
die Strémung wird abgebremst. Am Koérper wird sie durch die Verdringungswirkung
beschleunigt, der Druck filltab. Hierbei wird die Anstrdmungsgeschwindigkeit iiberschritten.
ImUnendlichen haben wir Parallelstrémung. Es kommt also die Kontur eines vorn stumpfen
Halbkoérpers. Sein Durchmesser d_ ergibt sich aus einer Bilanz. Die aus der Quelle pro
Zeiteinheit austretende Menge pro Tiefeneinheit V = Q stromtrechts mitder Geschwindigkeit
u_ab,also V=Q=u_d_,dh.

a =2 (3.78)
U,

In Bild 3.52 istder Fall der Senke skizziert. Hier kommt es zur Umstromung eines stumpfen
Koérperhecks. Der Druck steigt bei Annsherung an den hinteren Staupunkt an, wihrend die
Stromung verzogert wird. Dieskann beirealen, d.h. reibungsbehafteten, Strémungen zu einer

Ablosung der Grenzschicht fiithren. Die von uns ermittelte potentialtheoretische Druckverteilung
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Bild 3.51 y
Quelle in Parallelstrémung
d
. -
I\ ! X
\
|
U AN
2m um\} |}/ LTtug,
I T
Cpp |
11!
|_Druckabfall
|
0

x¥

=Y

(o
x ¥

Bild 3.52
Senke in Parallelstrémung
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ist der Grenzschicht aufgeprigt. Uberlagern wir die in Bild 3.51 und Bild 3.52 diskutierten
Einzelfille bei gleicher Quell- und Senkenstirke, so kommt ein geschlossener Korper. Ein
wichtiger Sonderfall wird jetzt behandelt.

6.  Uberlagerung von Parallelstromung mit Dipolstromung

2 2
F(z)=u,, (z+R—J s ‘~I‘=uwy(l— ZR 2).
z X“+y

Die Staustromlinie ¥ =0 istdurch y =0 bzw. x*>+y?=R? gegeben. Es handelt sich um die
Zylinderumstromung. Auf dem Zylinder erhalten wir: c=2 u_ [sin ¢ | ) €= 1-4sin?¢.In
Bild 3.53 sind Geschwindigkeitund Druck auf der Staustromlinie skizziert. AmDickenmaximum
ergibt sich die Geschwindigkeit ¢ /u_= 2. Auf der Riickseite des Korpers tritt ein
betrichtlicher Druckanstieg auf. Aufgrund der Symmetrie der Druckverteilung in x- und y-
Richtung wird auf den Zylinder keine resultierende Kraft ausgeliibt.

7. Uberlagerung von Zylinderumstromung und Wirbel

Wir gehen noch einen Schritt weiter, indem wir dem in 6. behandelten Beispiel einen Wirbel
iiberlagern. Das Schemain Bild 3.54 zeigt bereits die typischen Eigenschaften des Stromfeldes.
Es kommt eine beziiglich der x-Achse unsymmetrische Strtomung. Der Zylinder bleibt
offenbar auch hier Stromlinie, da er in den beiden Teilfeldern Stromlinie ist. Allerdings gilt

yi
A

N

& X
:\.
|
u—wl
X

Bild 3.53
Geschwindigkeit und Druck bei der
Zylinderumstromung
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Schema der —

Uberlagerung

von Zylinder- ’ = O
umstromung —-

und Wirbel

aufihmjetzt nicht ¥ =0, sondern W =I7/(2 w) ¢n R. Fiir Geschwindigkeit und Druck kommt
auf dem Zylinder

2 2
. T . r
c=|2u, sm(p+2nR‘ , CP:l_(I) =1—(25H1(P+m] . (3.79)

Die Staupunkte liegen bei

sin @ =— _r .
4wu,. R

Fiir einen rechts drehenden Wirbel (I > 0) liegen die beiden Staupunkte im 3. und 4.
Quadranten. In Bild 3.55 sind mogliche Stromfelder skizziert. Fiir ' =4 wu_R fallen die
beiden Staupunkte auf der Kontur (x=0,y =~R) zusammen. Ist I'>4 w u_ R, so wandert
dieser Staupunktauf der y-Achseindas Stromfeld. Die Strémung istin jedemFall zury-Achse
symmetrisch. Es entsteht hier eine Kraft senkrecht zur x-Achse, ein Auftrieb, die sogenannte
Magnus-Kraft. Bild 3.56 erldutert die Berechnung dieser Kraft Fy :

dFy:—Apsin(de(pb‘

r=0 >0 =41 ugR M>4nu R

{

Bild 3.55
Zylinderumstrémung mit Zirkulation

H.G. Magnus, 1802 - 1870
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y Bild 3.56

|
[

Berechnung der Auftriebskraft

b istdie Breite des Zylinders senkrecht zur Zeichenebene. Das Vorzeichenist so gew#hlt, dal

ein Uberdruck Ap>0 einen Abtrieb d F <0 hervorruft.

2%
F,=-bR J‘Apsimpd(p:
¢=0

2xn
=—bRg j sin(p[l—éisinz(p—
¢=0

27n
_bq2l J‘sin2<pd<p=puwbl“.
T U,

=0

F=pu,bl

sin Q - —5——-
Tu, R 47t2R2u°2°

(3.80)

heiflt Kutta-Joukowski-Formel fiirden Auftrieb. Danach istder Auftrieb direkt proportio-
nal der Zirkulation (Wirbelstirke). Eine ganz entsprechende Rechnung zeigt, dafy der
Widerstand verschwindet. Aufgrund der Symmetrie des Stromfeldes war dies zu erwarten.
Das Ergebnis gilt fiir Potentialstromungen ganz allgemein und wird als D'Alembertsches

Paradoxon bezeichnet. Wirkommen unten darauf zuriick.

Wir gehen zu dimensionslosen Groflen iiber, um den obigen Auftrieb besser beurteilen zu

konnen. Der Ansatz

Fy:cha

W. Kutta, 1867 - 1944 N.J. Joukowski, 1847 - 1921
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Bild 3.57
Bezeichnungen bei der Zylinderumstromung

ergibt mit den Bezeichnungen von Bild 3.57 A=2 b R und der Kutta-Joukowski-Formel fiir
den Auftriebskoeffizienten

(3.81)

Nehmen wir den Grenzfall, daB beide Staupunkte zusammenfallen, I'=4 tu_R, so wird aus
(3.81)

c,=4m=125. (3.82)

Dies ist ein extrem hoher Wert im Vergleich mit Ergebnissen bei einem Tragfliigel. Sie liegen
dort etwa umeine Zehnerpotenz niedriger. Zum Beispiel gilt fiirdie wenig angestellte (Winkel
o) ebene Platte

c=27na0.
a

Bei a=10°+0,175 wird ¢,~1,1. Aufgrund des hohen Aufiriebs beim rotierenden Zylinder
hatesnichtan Versuchen gefehlt, diesen Effekt technisch zu nutzen. Beim Flettner-Rotor z.B.
sollte die Querkraft zum Schiffsantrieb benutzt werden. Zwei vertikal stehende schnell
rotierende Zylinder sorgten fiirden Antrieb. Technische Schwierigkeiten sowie das Auftreten
cines betréichtlichen Widerstandes fithrten seinerzeit zum Abbruch der Versuche, obwohl ¢, -
Werte von etwa 9 realisiert werden konnten.

3.2.5 Potentialstréomungen um vorgegebene Korper

Die bisher behandelten Beispiele dienen vorwiegend dem Sammeln von Erfahrungen auf

A. Flettner, 1885 - 1961
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diesem Gebiet. In der vorliegenden Form sind sienoch nichtin der Lage, das Randwertproblem
fiir einen vorgegebenen Koérper zu 16sen. Dazu dient z.B. die Singularititenmethode, die
fiir schlanke Korper in den Grundziigen dargestellt werden soll. Hierbei werden auf der
Profilsehne kontinuierliche Verteilungen von Singularititen (Quellen/Senken, Wirbel)
angebracht. Die Stirke derselben ist so zu bemessen, daB bei Uberlagerung mit der
Parallelstromung die vorgegebene Korperkontur als Stromlinie erscheint. Hierbei ist es so,
daB fiir den symmetrischen Koérper in nichtangestellter Stromung (Dickeneffekt) Quell- und
Senkenverteilungen gebraucht werden, wihrend fiir Anstellungund Wolbung Wirbelbelegungen
verwendet werden. Im ersten Fall ist die Strémung symmetrisch zur x-Achse, wihrend sie im
zweiten Fall unsymmetrisch ist. Wir geben die Herleitung nur fiir den Dickeneffekt und
verweisen beziiglich Anstellung und Wolbung auf die Spezialliteratur. Der Beitrag eines
differentiellen Quell-Senkenelementes (Quellpunkt P, (€, M) im Aufpunkt P (x,y) ist
(Bild 3.58)

d00ey;&m=22E g o g o).

Belegen wir nur die Profilsehne (= &-Achse), so ergeben sich die Geschwindigkeiten

L)-d0® _x-E 1 x-t dQ
d(u uoo)_ 27 (X—&)Z'{"y 27I(X F:) +y dé &

dv=dQ(&) YZ L y k.
21 (x=E&)% +y? 2n(x £)? +y d§

Hierin ist d Q/d & die Quell-Senkendichte. Belegen wir die Linge £, so kommen die
Integraldarstellungen

. -& 4Q,
u(x,.y) uw—“!(x T (3.832)
R (xy)

Aufpunkt

Py (M)
Quellpunkt

Bild 3.58
Quell- und Aufpunkt
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£
L _____y 3.83b
vy = ) (x— &’ +y? d& a8 G830

Die Quell-Senkendichte d Q/d & isthierinso zu bestimmen, daf3 die Korperkontur Stromlinie
wird. Die Voraussetzung des schlanken Korpers fiihrt in der Bedingung fiir die Stromlinie
(3.7) zu der wesentlichen Vereinfachung

dh - v(x, h(x)) - v(x 0) (3.84)
dx ulx,h(x)) u,

Die Randbedingung wird damit auf der Profilsehne erfijlit. Benutzen wir (3.84) in (3.83b), so
kommt mit der Substitution §—x=ys,d&=yds inder Grenze y — 0

£-x
Wy=ok [ 4Qeys ds 14QF ds _
Vrm d TTaE T 1w T 090 T 2nax J 149
Ty
_1dQ_ dh
2dx  “dx’
4Q_,, 48 (3.85)
dx dx

Dies ist ein sehr anschauliches Ergebnis. Quellen (d Q/d x >0) hat man dort anzubringen,
wo sich der Korper erweitert, Senken dort, wo er zusammengezogen wird (Bild 3.59). (3.85)
folgt im tibrigen auch sofort aus der Formel fiir die Dicke des Halbkérpers (3.78), wenn man
d =2 h setzt und links und rechts eine Abhingigkeit von x zulidBt. Dies beriicksichtigt dann
die Wirkung der Quellbelegung anstelle der dort zugelassenen einzelnen Singularitit. (3.85)
ergibtmit (3.83a,b) die Lésung unseres Problems. Was bleibt, isteine reine Integrationsaufgabe:

(x— &)
—I (x—&)? +y

e, (3.862)

Bild 3.59 s
Quell-Senkenverteilungund Kor-

perkontur Quellen Senken
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v 1 3.86b
u., I(x &2 +y? a%. (860

Besonders wichtig ist die Geschwindigkeit auf dem Profil (y — 0). Es wird aus (3.86a)

dh

‘
ux0)-u, 1 d&
u.. x— E_, e—->0 T J- .'- (3.87)

X+€

Das singulire Integral ist hierinim Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu bilden. Dabei wird
die singuldre Stelle £ =x symmetrisch ausgeschlossen und zur Grenze & — 0 iibergegangen
(Bild 3.60). Wir berechnen die Geschwindigkeit fiir das Parabelzweieck:

hx)=4h x(1A-x)=21x(1-%x , 0<x<1(20). (3.88)
Der Dickenparameter des Profils ist
T= 2hmax 3
{
(3.87) fijhrt zu (Bild 3.61)
u(x,0)—u., 41 (1 ) 1-x
—_— =] == ? , —oo<X<+oo,
o - { > X j4n " X (3.89)
ImDickenmaximum gilt
y ﬂl
%
X-€ F X Y x+€ ]
0 X Bild 3.60
Zur Berechnung des Cauchyschen
\l Hauptwertes
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(“"““’j =217k,
U, T
max

Die Geschwindigkeitsverteilung zeigt die frither gefundenen Charakteristika: vordemKorper
ein Aufstau, am Kérper zunichst Beschleunigung, hinter dem Dickenmaximum wiederum
Verzégerung bis zum hinteren Staupunkt. In den Staupunkten ergibt sich eine (schwache)
logarithmische Singularitit als Folge unserer vereinfachten Randbedingung. Dieser Fehler
beeinfluBt das Stromfeld nur geringfiigig.

Der Druckkoeffizient (3.77) kann fiir die Umstrémung schlanker Korper vereinfacht werden:

c? =u2+v2=(uw+u—uw)2+v2=ui+2uw(u—uw)+...,

S48y
uz, u,,
2
cp=Ret-Grap it (3.90)
P 2
q U, U,
1 X
u-u, 1 & Sp
Up T | T U-Ugp 1
T (1R
/ ‘. Voo T 1R
/ I\
114 \
// | ,' \
4 A S
0
\ /
\ /
N\ /
\ /
\ /I
\
"2 1 \ /
Bild 3.61 \\-,/
Geschwindigkeit beim &
Parabelzweieck -3+ -
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Bild 3.62
Zur Berechnung des Wi-
derstandesbeim schlan-
ken Korper
u

X

— s

—_— X

Fiir den Widerstand des symmetrischen, schlanken Korpers erhalten wir (Bild 3.62)

I3 £
w:cw%ui, bZ:ZI(p—pw)smabds=2bI (p-pm)%%dx, (3.91)
0 0

4
4 fu—u, dh d&
U8Ry J' - d —d
o= e." de f,(‘: o dx o 5 -

Dasindieser Darstellung auftretende Doppelintegral J ist Null. Dies erkennt man sofort durch

VertauschungderIntegrationsvariablen und anschlieBende Anderung der Integrationsreihenfolge
(Bild 3.63)

{42
I= J‘ d& dg 2—}1 dx = (Vertauschung der Variablen) =
oo *”
dh
ele —
dx dh < . _
= J. J‘ — d& = (Anderung der Reihenfolge) =
¢ 19 &= X ag
€4
l
%

Bild 3.63
Zur Vertauschung der Integrationsreihenfolge
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Bild 3.64

Umstromun-
gen der ange-
stellten Platte

und cines Trag-
fliigels
Kutta - Joukowski Fall
=0, A=0 +0, A0 tragender Flugel
dh
2| EE dh
= J' _[ g [ Lax=-17,
E—x dx
0{o0
J=0.

Der Widerstand ist Null. Damit ist im Rahmen unserer Theorie das D'Alembertsche
Paradoxon fiir Potentialstrémungen bewiesen.

Liegteine zur x-Achse unsymmetrische Stromung vor, diedurch eine Anstellung und/oder
eine Wolbung erzeugt wird, so ist eine zusitzliche Wirbelbelegung der Profilsehne
erforderlich. Die Rechnung verlduft dhnlich wie oben, allerdings mit dem Unterschied, daf
sich keine eindeutige Losung ergibt. Die Gesamtzirkulation des Profils I" bleibt hierbei frei
wihlbar. Sie wird erst durch eine zusitzliche Bedingung, die in gewisser Weise die Reibung
beriicksichtigt, festgelegt. Wir diskutieren dies qualitativ fiir den Fall der angestellten Platte
und des Tragfliigels (Bild 3.64). Zu Beginn der Bewegung (Anfahrvorgang) liegt eine
antisymmetrische Wirbelverteilung vor (Bild 3.64 links). Die Plattenvorder- und -hinterkante
wird umstrémt. Die Gesamitzirkulation I" verschwindet und nach (3.80) damit auch der
Auftrieb. Eskommt sehrrasch zu einer Ablosung an der Hinterkante, die dazu fiihrt, daf diese
nichtmehrumstrémt wird. Dannistdie sogenannte Kutta-Joukowski-Bedingung des glatten
Abflusses erfiilit. Die Gesamtzirkulation ist hierdurch eindeutig festgelegt und von Null
verschieden, genauso der Auftrieb. Dies ist der stationére Endzustand des tragenden Fliigels
(Bild 3.64 rechts).

3.3 Stromung mit Reibung

Diebisherigen Betrachtungen dienen als Vorbereitung fiirdie Behandlung der Strésmungen mit
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Verlusten.

3.3.1 Impulssatzmit Anwendungen
Dieser allgemeine Satz ist eine Bilanzaussage. Bei seiner Anwendung gehen zahlreiche
Erfahrungen aus der Stromungslehre ein. Hierbei werden uns die an speziellen Stromfeldern

gesammelten Einsichten zugute kommen.

Der Impuls eines Massenelements ist

dI=%dm=pwdV. (3.92)

Fiir ein Fluid vom Volumen V(t) gilt damit

= _f pwdV. (3.93)
N0

Der Impulssatz lautet: Die zeitliche Anderung des Impulsesist gleich der Resultierenden
der duBeren Krifte. Als duBere Krifte E, treten wie gewohntMassen- und Oberflichenkrifte
des im Volumen V eingeschlossenen Fluids auf:

dJ dJ' . -
LA dv=VY'E . i
R dtV(t)pW 2 A (3.94)

Es handelt sich jetzt um die Umformung der Zeitableitung
d j _
-— wdV.
dt P
v(r)

Die Herleitung kann anschaulich analog zur Kontinuitit (3.64) erfolgen. Ersetzen wir den
Integranden durch die skalare Funktion f(x,y,z,t), so gilt (Bild 3.65)

Bild 3.65
Zur Ableitung des Volu-
menintegrals
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ad—tjfdvzjﬁvarJ'f(v*vﬁ)dA (3.95)
A\

v

Das erste Integral auf der rechten Seite beschreibt die lokale Anderung von f im Innern. Das
zweite Integral gibt den resultierenden Stromdurch die Oberfliche. i istdie dulere Normale,
und (Wi)d A =dV istder Volumenstromdurch das Oberflichenelement d A. Ersetzen wir
f durch p, so kommt fiir diec Erhaltung der Masse

_dM _d ap -

= J' dv= j dV+Ip(wn)dA—(GauBscherSatz)—
J.{?)p+d1v(pw)}dV

\'

d.h. es gilt (3.65). Ersetzen wir f der Reihe nach durch die Komponenten von pWw und fassen
alles zusammen, so geht (3.94) iiber in

it f dVI dV*fPMWn)dA 2h- (3.96)

Der erste Anteil beschreibt die lokale Impulsinderung. Hierzu ist eine Kenntnis der
StrémungsgréBen im Volumen erforderlich. Der zweite Anteil gibtden Impulsstrom durch die
Oberflache. Hier treten die Variablen nur am Rande auf.

Fiir stationdre Strtémungen fillt das Volumenintegral fort. Die Strdmungsdaten werden nur
auf der Oberfliche des Kontrollbereiches benétigt.

J' pR(wR) dA=F,. (3.97)
A

Definieren wir als Impulskraft I:"J

F = —j PR dA, (3.98)
A

so schreibt sich (3.97) in der sehr einfachen Form

E+ Zia =0. (3.99)
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Bild 3.66
Kontrollbereich mit Bezeichnungen

Fiir die Impulskraft (3.98) gilt, daB sie lokal parallel zu w liegt und stets ins Innere des
Kontrollbereiches gerichtet ist (Bild 3.66), denn

dE =—pw(Wwi)dA. (3.100)

Sind also die Stromungsdaten auf der Berandung bekannt, so sind Riickschliisse auf die
angreifenden Kriifte mdglich. Bei der Anwendung dieses Satzes kommt es sehr auf eine
geeignete Wahl des Kontrollbereiches an. Dabei gehen viele Erfahrungen ein, die wir frither
gesammelt haben. Es ist wichtig, daf, abgesehen von der Stationaritit, keine weiteren
Voraussetzungen erforderlich sind. Insbesondere sind verlustbehaftete Stromungen mit
eingeschlossen. Die Verluste gehen hier iiber die Randvorgaben ein.

Wir behandeln jetzt einige Beispiele.

1.  Durchstrémen eines Kriimmers

Erfragt ist die vom stromenden Mediuvm auf die Innenwand ausgetibte Kraft. Wir nehmen
Geschwindigkeit W und Druck p am Eintritt (1) und am Austritt (2) als bekanntan (Bild 3.67).
Sehen wir von der Schwerkraft ab, so lautet (3.99) hier

0= z?a +FJ =FD1+FD2+F3,4 +FJ] +FJ2.
Mitder Druckkraft

FD=—J' pAdA (3.101)
A

und 133, 4+ als Kraft, die die Innenwand des Kriimmers auf das strdmende Medium iibertrigt.
R=- 133, 4 istdie gesuchte Resultierende, die von der Strémung auf die Kriimmerinnenwand
ausgeiibt wird. Impulskrifte treten auf den Réndern (3, 4) nicht auf, da sie nicht durchstrémt
werden. Das Krafteck (Bild 3.68) liefert das Ergebnis nach GréBe und Richtung. Bei der
quantitativen Behandlung muf} man beachten, da die Vorgaben in den Querschnitten (1) und
(2) inder Regel nichtkonstant sind. Fiir Impuls und Druckkraft sind dann die Integrale (3.98)
sowie (3.101) auszuwerten. Fiirdie Geschwindigkeit am Ein- und Austritt zeigt Bild 3.69 eine
Mbglichkeit. Durch diese Vorgaben werden die Verluste im Stromfeld beriicksichtigt.
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Wi Py
N Fi
R /, 1
Fau

FD1

= w2 > -

. P2 o, B,

Bild 3.68

Krafteck beim Kriimmer

F )
-——
|
F
D2 « Bild 3.67
Kriimmerstromung

Wirbehandeln dasselbe Problem noch einmal bei gesindertem Kontrollraum. Der Kriimmer
sei frei ausblasend, und die Kontrollfliche werde an der KriimmerauBlenwand entlang
gefiihrt. Dadurch erhalten wir diesmal die insgesamt auf den Kriimmer iibertragene Kraft. Wir
schneiden am Eintritt durch die Bolzen, die die Flanschverbindung halten. FB istdie zundchst
willkiirlich angenommene gesuchte Haltekraft, die den Kriimmer im Gleichgewicht hilt.

®

Zl L

/

RUckstrb’mung/@

nach Abldosung

Bild 3.69 -/
. - B . -
Geschwindigkeitam Ein-

und Austritt / Z e
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Gegeben sind: w, und p, sowie w, und p,=p, . Den Kontrollraum zeigt Bild 3.70. Tragen
wir alle Krifte ein, so kommt Bild 3.71. FD3,4 ist die durch den AuBendruck p, auf den
Kriimmermantel ausgeiibte Druckkraft. Der Impulssatz lautet

Fyy +Fyy + By + Fpp + By g +F = 0.

Die Druckkrifte lassen sich hierin einfach zusammenfassen

By + Fpp + Fygg == I(pl—p_a)ﬁdA+J-p_aﬁdA+J.paﬁdA+ jpaﬁdA =
Aq Al Ay A3zg

=-[m-pomda.
Al

Die letzten drei Integrale ergeben in der Summe Null, da ein konstanter Druck auf eine
geschlossene Fliche keine resultierende Kraft ausiibt. Sind Geschwindigkeit und Druck
iiberdies im jeweiligen Querschnitt konstant, so gilt Bild 3.72.

W, P, < Bild3.70

N
F F
Kontrollraum D‘l 1 I /
umschlieBt den Y FB
Kriimmer
F 2
- l——=
-y W)
[——
> Pz' Pq / FD2
FD3,L
T Bild 3.71
Krifte am Kontrollraum
N
B mew A
-
FB

R 5 « Bild 3.72
SN PW, A, Krafteck beim Kriimmer
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2.  Diiseund Diffusor frei ausblasend

Wir suchen die Haltekraft Fg,dieinderFlanschverbindung an der Diise angreift. Vorgegeben
sind Geschwindigkeit w und Druck p jeweilskonstantiiber A, und A,, p=konst,aulerdem
p, =P, - Bild 3.73 zeigt eine zweckmfiﬁige Wahl des Kontrollraumes und Bild 3.74 die
angreifenden Krifte. Die Richtungvon Fy ist wieder willkiirlich angenommen; sie wird durch
den Impulssatz bestimmt. In der x-Richtung wird

pwi A +p  Aj—pwi Ay—p, A +Fz =0.
Also mit der Kontinuitiit w, A1 =w, A2

2

A
Fz =p w3 (Az—f}r(?a—pl)/\l- (3.102)
1

Setzen wir hier zusitzlich reibungsfreie Stromung voraus, so fithrt die Bernoulli-Gleichung
Al

2
_Pr2 2\_P.2 A
Pl—Pa*‘z‘(Wz—Wl)~EW2[1—A_§)-

Damit wird aus (3.102)

2 2
Fp=—2wla [1-22 p82 , A2
2 A2 TR T TA2

2 2
P2 A, P 2 Ay
——F=2wia[1-22) SRy (L] ,
K 5 W2 1( A1) 5 Wi 1(A2 (3.103)
Pa
W W,
— — - > N
i—h\- FJZ
2 -—
- R
_QIE 2 F
® ® K "

Bild 3.73 Bild 3.74
Kontrollraum bei der Diisenstrémung Krifte am Kontrollraum
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Duse Diffusor Bild 3.75
Druckverteilung bei Diise und
Diffusor
—)|
—
R R
=LD >

Dies ist die insgesamt auf die Diise iibertragene Kraft. Sie wirkt in Stromungsrichtung, und
zwar gleichgiiltig ob A, < A, (Diise) oder A,> A, (Diffusor) ist. Die Bolzen werden also
in jedem Fall auf Zug beansprucht. Dieses Ergebnis kann man sich sofort auch anschaulich
aufgrund der Druckverteilung klarmachen (Bild 3.75). Es sei ausdriicklich hervorgehoben,
daf dieses Resultat nur unter den gemachten Voraussetzungen richtig ist. Fiir kompressible
Stromungen ergibt sich z.B. bei der Laval-Diise ein ganz anderes Ergebnis. Hier kommt ein
Schub, der zum Antrieb dient. Der Leser diskutiere diesen Fall!

3.  Carnotscher Stofidiffusor

Wir betrachten einen Diffusor mit unstetiger Querschnittserweiterung (Bild 3.76). Fragen der
Platzersparnis fithren u.a. zu einer solchen Bauweise. Im einzelnen liegt ein komplizierter
Strdmungsvorgang vor. Es kommt zu einer Ablosung an der scharfen Kante mit anschlieen-
dem Vermischungsvorgang. Die Drucksteigerung von 1 —»2 kann ermittelt werden, ohnedall
alle Einzelheiten der Stromung bekannt sind. Als Voraussetzungen benutzen wir:

a) w, und w, sind konstant tiber den jeweiligen Querschnitt.

b)  p, istkonstant iiber den ganzen Querschnitt (Fliche A,!)infolge Ablosung.
¢) Die Wandreibung an der Diffusorinnenwand kann vernachléissigt werden.

d)  Stationdre Strémung.

Die Annahme a) erfordert, daf} der Diffusor eine Linge von etwa 8§ Durchmessern hat. Mit
den spiter hergeleiteten Ergebnissen kann man abschiitzen, da8 auf einer solchen Linge der
Druckabfall durch Wandreibung sehr gering ist.

| O //
-
Pl
e v

—
A, A,
t = -
/~\\ .
~ -
Ablbsung/“ : ) \\\ T
Bild 3.76
@ @ Stromung im Carnot-Diffusor

S. Carnot, 1796 - 1832
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Der Impulssatz lautet unter diesen Annahmen fiir ein inkompressibles Stromungsmedium

PWI Aj+p Ay—pws Ay—py Ay =0.

Mit der Kontinuitit wird

A 2 2
ADCamor =P2~P1 =P Wi —L—p W5 =p W Wy —p W3,

AZ
Ap. =2&(l_&]=2ﬁ[l_ﬁ} (3.104)
%WIZ Wy Wy A, Ay

Bei stetiger Querschnittséinderung und reibungsfreier Strémung kommt im Idealfall fiir den
sogenannten Bernoulli-Diffusor

: 2 2
APy _P2—Py =1_W_%=1_é17'
EW% wa Wl A2

2 2

(3.105)

DerDruckriickgewinnistim idealen Diffusor stets groBer als im Carnot-Diffusor (Bild 3.77).
Der Unterschied beider Kurven stellt ein MaB fiir den Verlust dar:

Bild 3.77

Druckriickgewinn
beim idealen Diffu-
sor und bei Carnot

——— ]

Bernoulli

A/A,
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(3.106)
Py By

2

2
Apv,c — Apyy—Ap, ___(l_ﬁ]

2

Er fillt besonders ins Gewicht im Grenzfall A, /A, — 0. Hier kommt es zu einem Ausblasen
in den Halbraum (A, fest, A, — e ). Mit Bernoulliist w,=0 und Ap —p/2 w]2 ,d.h. der
Druck steigt um genau den dynamischen Druck. Beim Carnot-Diffusor kommt dagegen kei-
ne Drucksteigerung. Die gesamte kinetische Energie der Zustromung bewirkt durch Vermi-
schung eine Erwirmung des Mediums.

Die Bezeichnung Stofidiffusor rithrt von der Analogie zum Carnot-Stofl zwischen zwei
unelastischen Massen her. Dem Verlustderkinetischen Energie dortentspricht der Druckverlust
hier.

4. Borda-Miindung

Wir betrachten den AusfluB aus einer scharfkantigen Miindung (Bild 3.78). Hier kommt es
zueiner Strahlkontraktionvon A — A _,daeine sprunghafte Umlenkung nichtméglichist. Das
stromende Medium schafft sich sozusagen selbst einen abgerundeten Auslauf. Auf die freie
Strahlbegrenzung wirkt hierbei der konstante Druck p, der Umgebung. Die Groe der
Strahlkontraktion ist mit dem Impulssatz zu ermitteln. Wir betrachten hierzu den Ausflufl aus
einem Behilter mit einer Borda-Miindung (Bild 3.79). Rechnen wir nur mit dem Uberdruck
gegeniiber der Atmosphdre, so kommt in x-Richtung ein Gleichgewicht zwischen der
Druckkraft (2.19)

F,=gphA
auf die linke Berandung und der Impulskraft im Strahl

Flussigkeit [

\

Pa

// ‘

— -t !
Vf/g/" = ]

B\ Behdlterwand Bilfi 3.78 .
Strémung durch eine Borda-Miindung

J.Ch. de Borda, 1733 - 1799
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Bild 3.79 4;;
Kontrollbereich beim Ausflud mit Borda- -
Miindung

t

F, =pwA_.

Setzen wir beide Groflen gleich, so wird die Strahlkontraktion

>

s_gh
W2

>|

Benutzen wir hierin die Torricellische AusfluBformel w=./2gh , so ist

—

(3.107)

>| >
i
N.I

Die Experimente ergeben groBere Werte: 0,5 bis 0,6, je nachdem, wie weit die scharfkantige
Miindunginden Behilterragt. 0,6 entsprichtdem Grenzfall, dal3 die Miindung biindig mit der
Behilterwand ist.

5. Schub eines luftatmenden Triebwerkes

Wir wenden den Impulssatz auf ein Triebwerk eines Flugzeuges an. Die Kontrollfldchen seien
dabei so weit vom Triebwerk entfernt, dafl auf ihnen der Druck p = p_ ist (Bild 3.80). Der
Fangquerschnitt A_ wird durch den Antrieb auf den Strahlquerschnitt A_ verringert unter
gleichzeitiger Steigerung der Geschwindigkeit u_— u_. Eine Massenstrombilanz fiir den
Bereich aufierhalb des Triebwerkes liefert

Poo U (A=A ) +m=p_ u, (A-A),
m=p, u, (A, —A,).

Es kommt also zu einem Zustrom von Masse durch die seitlichen Kontrollfliichen. Dies fiihrt
dort zu einer Impulskraft, deren x-Komponente den Wert hat:
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|‘:’ Bild 3.80
m T Kontrollfli-
~ > .
N Uy chen beim
Triebwerk
- o Po
Poo
=>1— >
A * Uy —t
A, P bF—D =>{ Agug. P
i Po > 7
M

FLX=—J‘ P, (W) dA =u, m=p. v (An—A,).
M

Damit lautet der Impulssatz
P U2 AP, 02 (A —Ag) ~ps uZ A — P, 02 (A—A)+Fp=0.

Hierin ist F die Haltekraft, die an der Triebwerksbefestigung auftritt, damit Gleichgewicht
herrscht. Fiir sie kommt

Fr=p, ul A,—p., u2 A, =1y (u; —u,,) (3.108)

mit M =pg ug Ag=p,, U, A,, als Massenstrom im Triebwerk. Fiir den Schub gilt S =—
F. . Er ist direkt proportional erstens dem Massenstrom ™m und zweitens der
Geschwindigkeitssteigerung im Strahl gegeniiber der Umgebung u_—u_.Dadurch wird klar,
welche Moglichkeiten zur Steigerung des Schubs bestehen.

6.  Widerstand eines Halbkorpersim Kanal

Wir untersuchen die inkompressible, reibungsfreie Umstrémung eines Halbkorpers in einem
Kanal (Bild 3.81). Hierliegtein endlicher Stromungsquerschnitt vor, und es kommt zu einigen
Unterschieden gegeniiber fritheren Betrachtungen. Insbesondere gilt hier nicht das
d'Alembertsche Paradoxon. Es ergibt sich ein Widerstand, den wir mit dem Impulssatz
ermittelnkdnnen. Zur Bestimmung der Kraftwirkung auf einen Kérperist entscheidend, welche
Bedingungen auf der Riickseite des Korpers herrschen. Bei einem Halbkérper sind diese a
priorinichtdefiniert. Wir bringen daher im Querschnitt (2), in gentigender Entfernung von der
Korperspitze, einen Schnitt an und setzen daselbst zusitzlich p = p, voraus. Jetzt kommt fiir
die Grundgleichungen
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Bild 3.81 g j

Umstrémung eines Halbkorpers im Kanal W.
W) 2
g QY ~
A
P

L %

Kontinuitdt: w; A, =w, A, mit A,=A - A. (3.109)

Impulssatz: pw,2A +p, A —p w,>A,~p, A +F =0. (3.110)
Hier ist Fy die Haltekraft des Kérpers und W =—F, der Widerstand:

W=pw?A ~pw2A+({-p,) A, 3.111)

DieBernoulli-Gleichung liefert fiir die betrachtete reibungsfreie S tromung mit der Kontinuitét

) A
w=lu2a[1-A0] SPy2a A (3.112)
2 A,) 2 LA
A
Hierin kGnnen wir
A
A
Cy=—1— 5
- A (3.113)
Al

als dimensionslosen Widerstandsbeiwert fiir einen Korper im Kanal auffassen. A/A, istdas
charakteristische Flichenverhiltnis, das ein MaB fiir die Versperrung liefert. Fiir A/A,—>
1, d.h. im unendlich ausgedehnten Stromfeld, ist W — 0.
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3.3.2 Drehimpulssatz mit Anwendung

Analog zum Impulssatz gibt es eine entsprechende Aussage tiber die Momente. Dies ist fiir
viele Anwendungen wichtig. Denn erst hierdurch ergeben sich die Angriffspunkte der
vorstehend ermittelten Krifte. Besondersinteressant sind diese Betrachtungen fiir Strémungs-
maschinen. Es ergibt sich zwanglos die beim Durchstromen eines Laufrades aufgenommene
oder abgegebene Leistung.

Der Drehimpuls eines Massenelementes ist

dL=Fx%)dm=pETx%dV. (3.114)

Fiir ein Fluid des Volumens V(t) ist also

L= jp(?xW)dV‘ (3.115)
V()

Die zeitliche Anderung dieses Drehimpulses ist gleich der Summe aller angreifenden

AuBeren Momente (= ZM‘*)

Letztereresultieren aus den frither besprochenen Massen- und Oberflidchenkriften (= 2 F, ) .
~~—ijp(fx@)dV—ZK/[ 3.116)
dt & '

Wir benutzen auch hier fiir jede Komponente die Beziehung (3.95) und fassen anschlieBend
alles zusammen:

dL djp( x#)dV = J.ap(rxw)dv+'|.p(r><w)( HdA=Y M, .

Die Diskussion ist dhnlich wie im Fall des Impulssatzes. Fiir stationire Strtémungen fillt das
Volumenintegral fort, und wir bendtigen die Stromungsdaten wieder nur auf der Oberfléiche
des Kontrollbereiches:

jp(fx@)(@ﬁ)dA:ZMa. 3.117)
A
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Diese Voraussetzung ist diesmal etwas problematisch. Bei einer Stromungsmachine handelt
es sich vorwiegend umeine instationére Stromung. Erstineinemmitdem Laufrad rotierenden
Systemkannman von einer stationdren Strémung sprechen. Definieren wir als Impulsmoment
M; analog zu (3.98):

MJ=—Ip(fo)(\?vﬁ)dA, (3.118)
A

so schreibt sich (3.117) &hnlich wie der Impulssatz in der sehr einfachen Form
M+ M, =0. (3.119)
Fiir das Impulsmoment (3.118) gilt, daB3 es lokal parallel zu T x W liegt, denn
dMy=—p(FExW)(Wh)dA. (3.120)
Die Bedeutung wird an einem Beispiel erldutert.
1.  Durchstromen eines radialen Laufrades
Ein Turbinenlaufrad (Winkelgeschwindigkeit ) werde radial von aufien nach innen
durchstrémt (Bild 3.82). Das Fluid tritt bei T, mit der absoluten Geschwindigkeit ¢; = {cyp
¢,,) inden Laufradkanal ein und verldBt ihn bei r, <r, mitder Absolutgeschwindigkeit ¢,

=(C,,,C,,)- Legen wirden Kontrollbereich so, daB er mit einem Schaufelkanal zusammenfillt
(Bild 3.83), so ist

O=ZM3 +I\7[J =MS +M]1 +M12 .
Die Druckkrifte am Ein- und Austritt geben kein Moment, da sie radial gerichtet sind. 1\7[5 ist

das von den Schaufeln (also von auflen!) an das Fluid {ibertragene Moment. — Ms =My, ist
dann das an der Welle abzunehmende nutzbare Turbinenmoment. Mit W = ¢; bzw. ¢, wird

2
Mn:j PH Cluc;;d@b,
@

M12=-j P13 Coy Cor d @b,
¢

b = Breite des Laufrades. Sind die Geschwindigkeiten auf den entsprechenden Radien
konstant, so vereinfachen sich die allgemein giiltigen Darstellungen zu
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Bild 3.82
Durchstromen eines Turbi-
nenlaufrades
Bild 3.83
Kontrollbereich im Schaufel-
kanal

Mp=mgey , Mp=-mncey,,

My, =1 (5 ¢ =T, €y (3.121)

Wirwollen hierin m bereits als gesamten Massenstrom durch das Laufrad auffassen. Fiirdie
Radleistung folgt (r; ®=u,,r,®=u,)

P=Mrp, ®=1h(u; ¢;y —uy Cpy ). (3.122)
Die pro Masseneinheit abgegebene (spezifische) Arbeit ist

3: Uy €1y — Uy Gy - (3123)
m

Diese Gleichungistals Eulersche Turbinengleichung bekannt. Sie giltbei Vorzeichenumkehr
der rechten Seite unverédndert auch fiir ein Pumpenlaufrad. Es handelt sich dann bei (3.123)
um die spezifische vom Fluid aufgenommene Arbeit. Beide Fille unterscheiden sich nurin der
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Richtung derEnergieiibertragung zwischen demdie Maschine durchstromenden Fluid und den
rotierenden Bauteilen. Man spricht hiufig auch von Kraftmaschinen (Turbinen) und
Arbeitsmaschinen (Pumpen).

Abschliefend sei ein Spezialfall von (3.121) hervorgehoben. Liegt ein Laufrad vor, auf das
kein Moment bei der Durchstrdmung iibertragen wird, d.h. ist My =0, so gilt offenbar
entweder m = 0 oder rc, = konst. Der erste Fall ist trivial, im zweiten Fall ist die
Umfangskomponente die eines Potentialwirbels. Die Stromung erfolgt auf Spiralbahnen
(Kapitel 3.1.3).

3.3.3 Grundsitzlicheszum Reibungseinfluf} - Kennzahlen

Mitdem Impulssatzkonnen, wie wir gesehen haben, Reibungsverluste beriicksichtigt werden.
Sie gehenaufdem Umwegiiberdie Vorgaben auf der Berandung des Kontrollraumes ein. Diese
konnen Messungen oder Rechnungen entnommen werden. Wir wollen in einem besonders
einfachen Fall den Reibungseinflufl quantitativ ermitteln. Im wesentlichen handelt es sich
hierbei um eine Erweiterung der frither besprochenen Stromfadentheorie. s und n bezeichnen
die Koordinaten in Stromungsrichtung und senkrecht dazu (Bild 3.84). Es soll hier nur der
EinfluBdertangential zur Sudmungsrichtung wirkenden Schubspannung t untersucht werden.
Bei der vollsténdigen Betrachtung tritt ein Reibungstensor auf. Wir kommen unten darauf
zurlick. Die einzelnen Schichten sind durch die innere Reibung miteinander verheftet.
Dies ist die Ursache fiir die Schubspannung <. Wir schneiden ein Massenelement heraus und
wihlen ein beliebiges Geschwindigkeitsprofil in n-Richtung (Bild 3.84 rechts). Die Pfeile
geben die Richtungen der Reibungskrifte an, die von auflen auf das betrachtete Element
iibertragen werden (Bild 3.84 links). Sie hingen von dem gewihlten Profil ab. Es entsteht hier
eine kleine Schwierigkeit bei der richtigen Wahl des Vorzeichens, weshalb dieses Beispiel
ausfithrlich diskutiert wird. Fiir den in Bild 3.84 skizzierten Fall kommt

Reibungskraft _ dR _{~(|7l+d7))+[t}dsdb 1 gl

= = (3.129
Masse dm pdsdndb p dn

worin der Betrag der Schubspannung It | mitdem Newtonschen Ansatz gegeben ist durch

nﬂu ni

! c

a
S
ny

Bild 3.84
Zum ReibungseinfluB im Stromfaden F—ds—w
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dc dc
"on
=1 5% 5e (3.125)
-n— , =<0
“an 8n<

Tragen wir fiir den in Bild 3.84 dargestellten Fall (3.125) in (3.124) ein, so wird

dR 1 0 dc
E”Eﬁ(ngﬁ)' (3.126)

Wihlt man ein anderes Geschwindigkeitsprofil in Bild 3.84, z.B. mit d ¢ / d n>0, so kommt
wiederum (3.126). Im Spezialfall 1 =konst vereinfacht sich (3.126) zu

dR mnd*c _ d%¢c
— = oy (3.127)
dm p on? on?

Die Reibungskrafthidngt also vonder zweiten Ableitung der Geschwindigkeitab. Die Ursache
hierfiir liegt offenbar darin, daB es auf die Anderung der Schubspannung senkrecht zum
Stromfaden ankommt. Bei der Couette-Stromung erfdhrt ein Teilchen demnach keine
resultierende Reibungskraft!

Wir stellen jetzt einige auf ein Massenelement wirkende Krifte zusammen. Es handelt sich
dabei um typische Vertreter der entsprechenden Einfliisse. In der untersten Zeile sind die
einzelnen Terme durch charakteristische BezugsgroBen fiir Zeit (t), Lange (£), Geschwindig-
keit (c), Dichte (p) und Druck (p) des Stromfadens dargestellt. Wir benutzen in beiden
Achsenrichtungen s und n denselben Lingenmafstab £.

Trégheit
physikalischer Effekt Druck Schwere Reibung
a b
Kraft dc | e | 12p oz | e
Masse at ds pos 85 on?
- .. ¢ ¢ P ve
charakteristische Grofien T 7 p_é g Z_z

Aus diesen fiinf typischen Kriften lassen sich vier unabhingige dimensionslose Kraftverhilt-
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nisse (=Kennzahlen) bilden. Diese Kennzahlen charakterisieren ein Stromfeld und beschrei-
ben die eingehenden physikalischen Effekte. Wir erhalten der Reihe nach:

P
1. ____Dr_uf:k_kiaft_ ~ le = _p_2 = Euler — oder Newton — Zahl = (3.128)
Trigheitskraft (b) ¢ pe
4
=FEu=Ne.
Fiir ein kompressibles Medium wird
p xpill1 1
Eu= ——‘—2 = —— = = 7
pc p c Kk xM

wodurch sich ein Zusammenhang mit der Mach-Zahl ergibt. Euler-Zahlen sind uns bereits
wiederholt begegnet. Wir erinnern z.B. an den Druckkoeffizienten (3.77).

" . 2
2. Jrégheitskraft (b)  ¢” Froude — Zahl = Fr, (3.129)
Schwerkraft lg

Die Froude-Zahl ist iiberall dort von Wichtigkeit, wo die Schwerkraft die Stromung
wesentlich beeinfluBlt, z.B. in Gewissern mit freier Oberfliche.

Trigheitskraft @) _ € _ iyl - Zahl = Str. (3.130)
Trigheitskraft (b) tc

Diese Kennzahl charakterisiert instationdre Stromungsvorginge, wie sie z.B. in allen
periodisch arbeitenden Kraft- und Arbeitsmaschinen aufireten. Die Strouhal-Zahl geht ein,
wenn man das instationdre Glied der Bernoulli-Gleichung (3.13) ins Verhiltnis zu den
stationéiren Termen setzt. Dies ist oft erforderlich um festzustellen, ob eine Strémung als
stationér angesehen werden kann. Hierzu muB8 Str<<1 sein.

2
Tragheitskraft (b)

C
7 ot
S m—— o % = Reynolds — Zahl = Re.. (3.131)

¢
2

&~

W. Froude, 1810 - 1879 V. Strouhal, 1850 - 1922
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Diese wichtige Kennzahl erfat den Reibungseinflu. Ist

Re=££>>1, (3.131a)
v

d.h. ist die Trigheitskraft (b) sehr viel groBer als die Reibungskraft, so ist die Reibung
innerhalb des Stromfeldes von geringem Einfluf}. Die Viskositit spielt nur in Wandnihe
aufgrund der Haftbedingung in der Grenzschicht eine Rolle (Bild 3.85). Dies ist der
Ausgangspunktder Prandtlschen Grenzschichttheorie. Ist

c/t

Re=SL S99, (3.131b)
v

A
AN

soist die Reibung im ganzen Stromfeld von Bedeutung. Durch Re 5. ! werden sogenannte
schleichende Strémungen (= Stokessche Stromungen) erfalft. Hier konnen die nichtlinearen
Trigheitsgliederinden Bewegungsgleichungenoft ganz vernachlissigt werden. Die Druckkrifte
stehen mit den Reibungskriften im Gleichgewicht. Beispiele sind die Bewegungen in sehr
zihen Olen. Allerdings ist (3.131b) auch wichtig fiir Strdmungen bei extrem geringer Dichte,
denn die Reynolds-Zahl

pct
n

Re=

wird mit p klein. Diese Uberlegungen spielen z.B. bei Satellitenbewegungen am Rande der
Atmosphire, aber auch im Labor z.B. bei Vakuumpumpen eine Rolle.

Schwierigkeiten kdnnen sich manchmal bei der Wahl der geeigneten Bezugsgrofen fiir die
Kennzahlenergeben. Hierbedarfeseiner gewissen Erfahrung, umdiejenigen Bestimmungsstiicke
herauszufinden, die fiir die Physik derjeweiligen Stromung entscheidend sind. Manchmal gibt
esmehrere Moglichkeiten. Zum Beispiel kanninderRe-Zahl der Grenzschichtstrémung (Bild
3.85)als Langenmalistabdie Grenzschichtdicke 8 verwendet werden. In gleicher Weise kann

— o —=

Bild 3.85
Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht

G.G. Stokes, 1819 - 1903
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manauchdie Lauflinge £ ,vonder Korperspitze bis zur betrachteten Stelle, benutzen. Sinnvoll
sind beide Bildungen, obwohl sie zu verschiedenen GroBenordnungen der Re-Zahl fithren.

Die wichtigste Anwendung der Kennzahlen liegt darin, da es mit ihrer Hilfe méglich ist,
geometrisch dhnliche Stromfelder ineinander umnzurechnen. Dies ist die Grundlage aller
Modellversuche, wo, aufgrund von Messungen am geometrisch dhnlich verkleinerten Modell
z.B.imWind- oder Wasserkanal, Aussagen iiber die GroBausfiihrung gemacht werden sollen.
Wir kommen spéter darauf zuriick.

3.3.4 Laminareund turbulente Stromung

Wir beobachten im Experiment zwei grundsiizlich verschiedene Strémungszustinde. Sie
wurden qualitativ von Hagen beschrieben, von Reynolds erstmalig quantitativ erfaBt. Der
experimentelle Tatbestand wird anhand des Reynoldsschen Farbfadenversuches erliutert
(Bild 3.86). Ein viskoses Medium (kinematische Viskositit v) stromt durch ein Rohr kreis-
formigen Querschnitts (Durchmesser d) mitder Geschwindigkeit ¢. Durch eine Drossel kann
der Volumenstrom gedndert werden. Ein Farbfaden wird als Strémungsanzeiger verwendet.

1. Istdie Reynolds-Zahl klein, d.h. Re =c d/v <2300, so liegt eine laminare Strémung
vor. Die makroskopisch beobachtbare Strémung erfolgt in parallelen Schichten (lamina =
Schicht, Scheibe). Mikroskopisch, d.h. molekular, erfolgt ein regelloser Impulsaustausch der
cinzelnen Schichten untereinander, der, wie wir friiher feststellten, die Ursache der inneren
Reibung ist.

2. Istdie Reynolds-Zahl groB, d.h. Re=c d/v > 2300, so spricht man von turbulenter
Str8mung. Hier tritt im Gegensatz zu oben ein makroskopischer, sichtbarer Austausch auf.
Es handelt sich um eine instationire, wirbelartige Zufallsbewegung.

Reynolds hat den Ubergang der laminaren in die turbulente Strémung (sogenannter laminar-
turbulenter Umschlag) untersucht und gefunden, daB dieser allein von der Kennzah! ¢ d/v
abhingt. Aufgrund von Beobachtungen hat er vermutet, daB es sich hierbei um ein
Stabilititsproblem handelt. Die laminare Stromung wird bei hoheren Reynolds-Zahlen
instabil gegentiber Storungen, d.h. kleine St6rungen, die in Natur und Technik immer
vorhanden sind, rufen in einem solchen Fall grofle Wirkungen hervor, die die laminare
Stromung schlieflich in die turbulente Stromung tiberfiihren.

Bild 3.86
Reynoldsscher Farbfadenver-
such
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Diese anschauliche Erfassung des turbulenten Zustandes fithrt zur Reynoldsschen Beschrei-
bung turbulenter Stromungen. Hierbei wird die instationdre Feldgrofie (z.B. die Geschwin-
digkeit u(x,y,z.t)) additivineinenzeitlichen Mittelwert T(x,y,z) undeine Schwankungsgrofie
u'(x,y,z,t) zerlegt.

u(x,y,z,t) =0(x,y,2) + U (x,y,2,1),

(3.132)
v=V+V , w=W+w.
Der zeitliche Mittelwert am festen Ort ist definiert durch
) T
ﬁ(x,y,z)=¥j uxy,z 0 dt. (3.133)
0

T isthierin so groff gewihlt, daB eine weitere Zunahme keine spiirbare Anderung von 1 ergibt.
(3.133) hat zur Folge, daBB die zeitlichen Mittelwerte der Schwankungsgrofen verschwinden:

U=vV'=w'=0. (3.134)

Diese Schwankungsgeschwindigkeiten ', v, w', die die charakteristischen Eigenschaften
turbulenter Stromungen enthalten, lassen sich mit einer Hitzdrahtsonde bestimmen. Hierbei
wird die Abkiithlung eines erwérmten Platindrahtes als Maf fiir die Schwankungen benutzt.
In einem festen Raumpunkt (x,y,z) erhilt man eine Darstellung wie in Bild 3.87.

Zur Charakterisierung des Turbulenzgrades (=Tu) ineinem Stromfeld dientdie dimensionslose
Bildung

2

u')

~

Tu=

(3.135)

u

Im Zihler steht als charakteristisches Mab fiir die Schwankungsgrofe die Wurzel aus dem
mittleren Fehlerquadrat. Sie wirdins Verhéltnis gesetzt zur mittleren Stromungsgeschwindigkeit

ui

T & TV VSNSRIV

Tt Bild 3.87
T Hitzdrahtsignal als Funktion der Zeit
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an der betrachteten Stelle.

3.3.5 Geschwindigkeitsverteilung und Druckabfall in Kreisrohren bei laminarer und
turbulenter Stromung

1. LaminareRohrstrémung (Hagen-Poiseuille-Strémung)

Wir betrachten eine horizontale Rohrstrecke. Die Strémung sei ausgebildet, d.h. das
Geschwindigkeitsprofil dndert sich in x-Richtung nicht. Dies setzt voraus, daB wir uns in
geniigender Entfernung vomEinlauf befinden. Aufeine Abschiitzung dieser Strecke kommen
wir spiiter zuriick. Bei einer Schichtenstromung im Rohrist der Druck, wie inder Grenzschicht,
tiber den Querschnittkonstant. Man beachte hierzu (3.16) im Fall r — oo . Eine Druckdifferenz
in StrtimungsrichtunghéltdieBewegung aufrecht. Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils
wenden wir den Impulssatz auf einen koaxialen Zylinder an (Bild 3.88). Es herrscht
Gleichgewichtzwischen denDruckkriftenund derReibungskraft. Eine resultierende Impulskraft
gehthiernichtein, dadie Strémung ausgebildet ist. Wir erhalten fiir denin Bild 3.88 skizzierten

Fall

nrtp -nrlp, - ltl 2rre=0.

Hierin gilt analog zu (3.125)

ety
T T
M=) e e
ndr T dr ’
r Ap de
= — —_—— = ——r=—-N— 31
[tl=(pi=p2) 5=, N (3.136)

Die Schubspannung ist damit eine lineare Funktion von . Geht man in Bild 3.88 von einem

T clr)

R <=
¥
| ® ® |
Bild 3.88 <
Anwendung des Impulssatzes CP_[ —@

auf die laminare Strémung im
Kreisrohr
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anderen Geschwindigkeitsverlauf aus, so kommt derselbe Zusammenhang wie oben, nimlich

dc_ Ap 1

el ¢

dr £ 2n

Integration liefert mit der Haftbedingung (r=R,c=0)

Ap R? 2 12
C(r)=—£—‘zﬁ(1——R—2—J=cmax (1———1{2— . (3.137)

Es kommt eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung mit der Maximalgeschwindigkeit

Ap R?
Coax = ———— 3.138
max =" 4 ( )
auf der Rotationsachse (Bild 3.89). Durch Integration wird der Volumenstrom
. & r2 2 C C
V=cmA=chA= J'cmax 1- 5 | 2mrdr=nR? Smax o p S (3.139)
R 2 2
r=0
Fiir das volumetrische Mittel der Geschwindigkeit ¢ wird also
1
Cm == Crax - (3.140)
2
Damit kommt fiir den Volumenstrom die Darstellung
Cm
[
!
]
7 i Bild 3.89
- Geschwindigkeit und Schubspannung

max fiir die laminare Stwrémung im Kreisrohr
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4
1 A ‘ltApR.

V=c. A= =
Cm fn

7 Cmax 77

Also ergeben sich die Proportionalitiiten
V~Ap , V~R*. (3.141)

Diese Aussagen werden als Hagen-Poiseuille-Gesetz bezeichnet. Sie zeigen die charakteri-
stischen Abhiingigkeiten des Volumenstromes. V ~ R* istinsbesondere fiir Anwendungen
im Bereich der Medizin von Wichtigkeit. Verkleinerung von R kann zu einer drastischen
Reduktionvon V fiihren!

Bisher haben wir die Frage untersucht, welche Geschwindigkeit sich als Folge der
Druckdifferenz A p einstellt. Fiir die Anwendungen ist die Umkehrung der Fragestellung von
Interesse: Wie grof3 ist die Druckabnahme (= Druckverlust) A p in einer Rohrleitung bei
vorgegebenem Volumenstrom? Indieser Druckabnahmein Stromungsrichtung duBert sich der
Reibungseinflufl. Das Geschwindigkeitsprofil bleibt dabei ungeéndert. Fassen wir (3.138)
und (3.140) zusammen, so wird

antc 8pvic
Ap= nRzmax = pR2 m .

Wir spalten diesen Ausdruck auf, indem wir charakteristische Grofien zusammenfassen:

m

Ap:Eczm%xm , Aam=— , Rep= (3.142)

2 Rep

Der erste Anteil auf der rechten Seite liefert die Dimension des Druckes, der zweite Anteil
charakerisiertdie Geometrie, der dritte enthéltdie Physik des Rohrreibungsvorganges. A wird
als Verlustkoeffizient bezeichnet. Dieser Aufbau der Druckverlustformel ist typisch. Er wird
uns noch wiederholt begegnen. (3.142) enthilt die weiteren interessanten Aussagen:

Ap~f , Ap~c,. (3.143)

Der Druckabfall ist eine lineare Funktion der Rohrléinge. Das ist plausibel, da bei ausgebil-
deter Stromung kein Rohrabschnitt ausgezeichnetist. Daher kommt nur eine lineare Funktion
inFrage. A p ~ ¢, ist typisch fiir laminare Stromungen.

In den Anwendungen sind z.B. vorgegeben: V, A, £,p,v. Aus V = ¢, A folgt ¢ = VI/A
und damit Re,=(c_/v) /4 A/ n.Hiermit priifen wir nach, ob Re ) 2 2300 ist. Liegt der
laminare Fall vor, kann der Druckabfall mit (3.142) berechnet werden. In der Praxis handelt
es sich jedoch weitgehend um turbulente Strémungen, weshalb wir uns jetzt ausfithrlich mit
diesem Fall beschiftigen.



126 3 Hydro- und Aerodynamik

2. Turbulente Rohrstromung

Die turbulente Stromung istungleich schwierigerals die laminare zu behandeln. In technischen
Anwendungeninteressieren hiufig garnichtalle Einzelheitendes Strtémungsfeldes. Oftreicht
es, wenn mandie zeitlichen Mittelwerte kennt. Wir setzen voraus, daf} fiir diese im Rohreine
ausgebildete Stromung vorliegt. Den Kontrollraum erstrecken wir iiber den ganzen
Rohrquerschnitt (Bild 3.90). Es besteht ein Gleichgewicht zwischen Druck- und
‘Wandschubspannungskréften

nR?*P, -nR*P, |7, [2nR (=0,

o = 24
AP=P,~-P,=|7s = (3.144)

Fiir die Wandschubspannung machen wir den Dimensionsansatz

|t |=tc 0. (3.145)

N o

Hierinbedeutet €, denzeitlichen undrdumlichen Mittelwert der Geschwindigkeit. Man erhilt
ihn aus der Funktion c(r,t), indem man nacheinander die Mittelbildungen (3.133) und (3.139)
ausfiihrt. Tigt man (3.145) in (3.144) ein, so wird mit der Abkiirzung 4 6 =A

turb

Pt
AD :%cfn = - (3.146)

Der Aufbau der Druckverlustformel ist genauso wie im laminaren Fall (3.142). Allerdings
muBdiesmal A, aus Experimenten ermittelt werden. Eine theoretische Berechnung istbisher
nicht moglich. Man erhilt

1.  durchInterpolation von MeBergebnissen (Blasius-Formel)

0,3164

eyt . 5
Re A giiltig bis Rej, ~107, (3.147a)
D

Mgy =

2.  implizite Darstellung von Prandt]

Ly LllL

RX

—> —f=

Ay
y /| Kontrollbereich fiir die turbulente Strs-

( - mung im Kreisrohr
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«/7»1‘— =21og'" (Rep / Ao )—0.8 , giiltigbis Re,~3-10°. (3.147b)
turb

In Bild 3.91 sind die laminare GesetzmiBigkeit sowie die obigen Beziehungen eingetragen.
Dariiber hinaus findet man auch die Ergebnisse fiir rauhe Rohre, die im nichsten Abschnitt
ausfiihrlich diskutiert werden. Man spricht in diesem Zusammenhang vom Nikuradse-
Diagramm. R/k heiBt Sandkomrauhigkeitsparameter. k_ ist ein typisches MaB fiir die
Sandkornrauhigkeit (Bild 3.92). Zunehmende Rauhigkeit, d.h. abnehmendes R/k , bedeutet
Anwachsen des Druckverlustes. Wir kommen hierauf ausfiihrlich zuriick.

Aus dem Blasius-Gesetz folgt eine interessante Konsequenz fiir die (zeitlich gemittelte)
Geschwindigkeit. Wir tragen (3.147a) in (3.145) ein und sehen von Zahlenfaktoren ab:

S
>

t:rb ~ 957/4 1/4 R—1/4 - p-é;/a‘; V1/4 R-1/4 .

(3.148)

Wir benutzen fiir das Geschwindigkeitsprofil einen Potenzansatz mit freiem Exponenten m:

|
— laminar —»: ,4———— turbulent

|
—Ap~cCcp—™ |«——Ap~Cy, ——l<——Ap~cm
glatt und rauh glatt rauh

1001 4 R
ks
12
10 1 l
| ,
5 <~ 3
{1 60
A ;i 120
25 Y E— LY
: Ii\ glatt W
1 i { \ Blasius—>
i -
o 10" 10° 10° Rep
Lo '
|

Bild 3.91

Verlustkoeffizient A als Funktion der Reynolds-Zahl und Rauhigkeit beim Kreisrohr (Nikuradse-
Diagramm)

H. Blasius, 1883 - 1970 J. Nikuradse, 1894 - 1979
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Bild 3.92
Definition der Sandkornrayhigkeit k_

I

o= (YY"
E(Y) = Ca (R) . (3.149)

y ist hierin der wandnormale Abstand y =R —r. Wirldsen (3.149) nach €, aufund tragen
dies in (3.148) ein:

Iiw | ~p 67/4 y—7m/4 vll4 R7m/4—1/4 . (3.150)

Prandtl und v. Kdrmdn haben die Hypothese ausgesprochen, dafl diese turbulente
Wandschubspannung vom Rohrradius unabhiingig sein sollte. Das heil}t, die turbulente
Stromung ist mehr oder wenigerdurchdie lokalen Daten des Stromfeldes bestimmt. Imobigen
Fall wird damit

1/7 1/7
m=2 =t (L) =t (1-1) (3.151)

Dies ist das wichtige 1/7-Potenzgesetz, dessen Giiltigkeit mit der des Blasius-Gesetzes
iibereinstimmt.

In Bild 3.93 sind das laminare (3.137) und das turbulente Geschwindigkeitsprofil (3.151) fiir

|
\ /turbulent
0
T \5
Cm \H
i .
f laminar
Bild 3.93
Laminares und turbulentes Geschwindigkeits-
/ profil im Kreisrohr

Th. v. Karman, 1881 - 1963
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denselben Volumenstrom gezeichnet. Das turbulente Profil ist rechteckformiger als das
laminare. Wir besprechen einige Aussagen im Detail.

1.  Fir m=1/7 ist T, = 0,816 T,,,,. Das Geschwindigkeitsprofil (3.151) hat zwei kleine
Schonheitsfehler. An der Rohrwand ergibt sich einunendlicher Anstieg. Dasistunbedenklich,
dainunmittelbarer Wandnihe die Stromung laminar ist (Reibungsunterschicht) und daher das
obige Gesetz dort nicht bendtigt wird. An der Rohrachse tritt ein Knick im
Geschwindigkeitsprofil auf.

2. Mit wachsender Reynolds-Zahl wird der Exponent in (3.151) kleiner, d.h. das Profil
wird immer rechteckformiger. Die Ursache hierfiir liegt darin, dal der makroskopische
Queraustausch das Bestreben hat, das Geschwindigkeitsprofil auszugleichen und moglichst
gleichftrmig tiber den Querschnitt zu gestalten.

3.3.6 Laminareund turbulente Stromung durchrauhe Rohre (Nikuradse-Diagramm)

Wirdiskutieren Bild 3.91 imeinzelnen. Das Wesentliche 148t sich in zwei Punkten zusammen-
fassen.

1. Fiirlaminare Stromungist A=f (Re),d.h. der Druckverlustbeiwert hiingt nicht vonder
Rauhigkeit ab.

2.  Fiir turbulente Stromungen gilt die Alternative

a. A=g (Re,kEJfﬁrZ- 103<Re <310,

s

b. A=h (kEJ fiir3-10°<Re.

S

Im Bereich mittlerer Reynolds-Zahlen (2 - 10°<Re <3 10°) wreten also beide Argumente
auf, wihrend fiir hthere Reynolds-Zahlen nurdie Rauhigkeiteingeht. Diese charakteristischen
Abhingigkeiten lassen sich folgendermallen anschaulich begriinden.

1. Beilaminarer Stromung tritt kein nennenswerter EinfluB der Rauhigkeit auf, da der
makroskopische Queraustausch fehlt. Die Schichtenstrémung schafft sich sozusagen selbst
eine glatte Wand und deckt die Rauhigkeiten zu.

2a.b. Beiturbulenter Stromungkommtes entscheidenddaraufan, obdie Rauhigkeiten noch
von der wandnahen laminaren Unterschicht zugedeckt werden - dann nennt man das Rohr
hydraulisch glatt - oder ob sie aus dieser Schicht herausragen und damit die vollturbulente
Stromung wesentlich beeinflussen.
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Diese wichtige Vorstellung wollen wir quantitativ bestitigen. Wir schitzen dazu die Dicke
der laminaren Unterschicht A ab. In ihr soll die Geschwindigkeit linear von Null bis etwa
1/2 T, ansteigen (Bild 3.94). Die Wandschubspannung 148t sich auf zweierlei Art darstellen:

1_
—C
= P2 7"lurb dc 2 m
T = — = —_ = N
M [dyw PY=A
A_4 1 (3.152)
D Ay Rep

A_ (3.153)
D

A/D nimmt also mit wachsender Reynolds-Zahl ab. Dies bestitigt die frithere Aussage, daf3
das Geschwindigkeitsprofil mit zunehmender Reynolds-Zahl immer rechteckférmiger wird.

Ein Zahlenbeispiel zur Grofenordnung von A:
4 A —2
Rep =107 , Aup=003 , -5=10 , D=10cm , A=1mm.

Der wesentliche Geschwindigkeitsanstieg erfolgt in Wandnihe, also auf einer Strecke von
ctwa 1% des Durchmessers!

Mitder Abschiitzung (3.152) konnen wirdie obigen Feststellungen 2a.b. leicht begriinden. Wir
diskutieren zwei typische Zahlenbeispiele.

y \ ,
/
turbulentes /
Geschwindigkeitsprofil € (y) /
/
/
1= /
> Em - /
2 /
//
7~
S P Bild 3.94
A =laminare Unterschicht Definition der Dicke der lami-

naren Unterschicht A
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1. Rep =10° , Ay =004 %:30.

s

Hier zeigen wir, dafl die Rauhigkeiten aus der Unterschicht herausragen. Mit (3.152) wird
ndmlich

5

R_AypRep 004107 o) R _ 30,d.h k,>> A,

A 8 8 kq
2. Rep=10% |, Ayp =003 | k5= 60.

S
Jetztkommt
4
B-=0’03—10—=37,5<§— ,d.h k<AL
A 8 k

8

Dasheifit,die Rauhigkeiten werden von der Unterschicht zagedeckt. Das Rohr ist hydraulisch
glatt.

Der Ubergang zu technisch rauhen Rohren wird durch den Begriff der &quivalenten
Sandkornrauhigkeit erméglicht. Darunter versteht man diejenige Sandkornrauhigkeit k .die
bei gleicher Reynolds-Zahl den gleichen Verlustbeiwert A liefert. Bild 3.95 gibt einige
Rauhigkeitswerte fiir technisch wichtige Fille.

Liegt ein Rohr nichtkreisférmigen Querschnittes vor, so verwendet man im turbulenten
Fall alscharakteristisches LingenmaB den hydraulischen Durchmesser D, anstellevon D :

glatt rauh

sehr | fast |mdBig|{normal| sehr extrem

=3 Glas
Asbestzement
z} Holz
Stahl
Gufleisen
Beton
Mauerwerk

Erdmaterial ‘
Steinmaterial E22Z2Z2224

Bild 3.95 L Felsausbruch 2272 Ks
Aquivalente Sandkornrauhig- - >

keiten 0001 001 O 1 10 100 1000 mm
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D, =22 (3.154)

mit A = Querschnittsfliche und U =benetzter Umfang. Fiir den Druckverlust gilt

¢, D
—}"turb > RCDh = mv b (3.155)

Aﬁ:%ag

Man beachte, daB} diese Aussage auf turbulente Strémungen beschriinkt ist. Daselbst ist die
Geschwindigkeitnahezu konstant iiber den Querschnitt. Hieran diirfte es liegen, daBin diesen
Fillen eine Umrechnung auf den hydraulischen Durchmesser méglich ist. Bei laminaren
Somungen trifft dies nicht zu, und eine entsprechende Darstellung ist nicht richtig.

3.3.7 Stromung in der Einlaufstrecke

Bisherhaben wiruns mitderausgebildeten Strémung im Rohrbeschiftigt. Wir diskutieren jetzt
die Verhiltnisse am Rohreinlauf.

1.  LaminareStromung

Das Fluid wird aus dem Ruhezustand (0) angesaugt (Bild 3.96). Im Eintrittsquerschnitt (1)
ist die Geschwindigkeit konstant = ¢, - Der Reibungseinflu8 fithrt stromab zur Bildung einer
Grenzschicht. Die Einlaufstrecke £ endetdort, wo diese Grenzschicht (GS) auf die Rohrachse
auftrifft (2). Vondaabherrschtansgebildete Stromung. Mitanderen Worten: die Grenzschicht
fiillt von da ab das ganze Rohr. Es ist plausibel, daB der Druckverlust in der Einlaufstrecke
grofer ist als bei ausgebildeter Strémung. Dies deshalb, da

1.  die Wandschubspannung gréBer ist und

Cmax=2Cm
V889,
~
Ansaugen ‘G\S§_ |
. >
aus ruhendem  ic TS — [
Medium - q_,—’ - l X
po - ”’ |
- 1
/1
© o 2
Einlaufstrecke |
Bild 3.96

Strémung in der Einlaufstrecke eines Kreisrohres
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2.  zur Abinderung des Geschwindigkeitsprofils @ - @ eine zusitzliche Druck-
differenz erforderlich ist.

Wir kdnnen den Druckabfall in der Einlaufstrecke leicht bestimmen. Wegen des nahezu
reibungslosen Verhaltens der Kernstromung auBerhalb der Grenzschicht rechnen wir auf der
Rohrachse von @ - @ mit der Bernoulli-Gleichung

P0=P1+§C1211=P2 +%sznax=P2+4EC$n’

Ap=p1—pz=3%cx2n.
Eskommt also der betrdchtliche Druckabfall von drei dynamischen Driicken. Eine Rechnung
zur Bestimmungder Linge der Einlaufstrecke muf natiirlichden Verlanfder Wandschubspannung
berticksichtigen. Mit dem Impulssatz kann man den ganzen Vorgang diskutieren. Eine

Niherungsrechnungergibt

D

L 003Rep , Rep=Sm (3.156)
D \Y

Ein Zahlenbeispiel veranschaulicht die Grofenordnung
Re,=2-10° (obere Grenze) £ 60,
D

Wir berechnen hiermitzum Vergleichden Reibungsdruckabfall fiir die ausgebildete Stromung
auf derselben Strecke:

AP=ECi£i
2 7 D Rep

2
m -

P2 p
=2¢;-0,03-64=192=c¢
2" 2
Der zusitzliche Druckverlust in der Einlaufstrecke betriigt demnach

Ap=1,08%cfn.

Wir geben an dieser Stelle eine Abschitzung der Linge der Einlaufstrecke. Wir benutzen
hier bereits ein Ergebnis der Plattengrenzschicht (Bild 3.97). Fiir die Grenzschichtdicke 8 gilt

\/R_e,_; ToT (3.157)
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U Bild 3.97
Bezeichnungen bei der Plattengrenz-
U o schicht
—_— > e
g ——
" 6
(LLLLLLL LLLLLLLLLD

Wir wenden diese Beziehung auf die Einlaufstrecke im Rohr an. Es ist klar, daB wir hier eine
starke Vereinfachung durchfiihren. Derraumliche EinfluB des Rohres bleibt unberiicksichtigt.
Am Ende der Einlaufstrecke ist 8 =D/2 ; U entspricht in der Rohrstrémung Coax=2"C,.
(3.157) ergibt hiermit

8. D__ 35

L 24 ’ZCmZD’
vD

V4

']5‘=0,04ReD .

Dies stimmt, zomindest was die Abhéngigkeit von der Reynolds-Zahl angeht, mit (3.156)
tiberein. Der vernachlissigte rdumliche Effekt kommt in dem zu groBen Zahlenkoeffizienten
zum Ausdruck.

2. Turbulente Stromung
Die Einlaufstrecke ist kaum von der Reynolds-Zahl abhingig. Die Angaben schwanken:

£ .
b ~ 20 bis 30,

jenachdem, wie genau das Endprofil erfait wird. Grundsitzlich gilt, daB3 diese Einlaufstrecke
kiirzer ist als im laminaren Fall. Das ausgebildete turbulente Geschwindigkeitsprofil ist
nahezurechteckfémligundbesitztdamitschoneineengeVerwandtschaftmitdemEinlaufproﬁl.
Derzusitzliche Druckabfall durch Umformung des Geschwindi gkeitsprofilsistebenfalls nicht
erheblich, da auf der Rohrachse nur eine geringfiigige Beschleunigung auftritt. Im
Giiltigkeitsbereich des Blasius-Gesetzes gilt

_ 2 -2 — .
pl+%cm =p2+%cmax =p2+1,50§CI2n,

Aﬁ:pl—ﬁzzo,sgefn.

Der Zahlenkoeffizient ist hier erheblich kleiner als im laminaren Fall. Er nimmt mit grofer
werdender Reynolds-Zahl noch weiter ab.
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3.3.8 Geschwindigkeitsschwankungen und scheinbare Schubspannungen

Wir beschiftigen uns jetzt mit den Details turbulenter Stromungen und gehen auf die
Reynoldssche Zerlegung der Geschwindigkeitenin Abschnitt3.3.4 zuriick. Wir bestimmen die
Wirkung der Schwankungsgeschwindigkeiten bei einem einfachen Stromungsmodell. Die
Hauptstromungsrichtung soll in x-Richtung liegen (Bild 3.98). Wir interessieren uns flir die
Impulskraft, die von den Schwankungsgeschwindigkeiten im zeitlichen Mittel auf eine
bestimmte Kontrollfldche iibertragen wird.

1.  Die Kontrollfliche sei senkrecht zur x-Achse (Bild 3.99):
dF;=-pWw(Wii)dA,

=pu’.

d FJ,X
dA

Wir bilden das zeitliche Mittel dieser Normalspannung;

—_— T _
pu? =%f pu’dt=p(E+u) =p(T+27u +u'2)=p(ﬁz+u'2). (3.158)
0

Durch diese Schwankungen kommt ein zusétzlicher Anteil.

2.  Die Kontrollflache liege in x-Richtung (Bild 3.100):

a v T u’ u v T v n
> > =l — X
—» X
dA
Bild 3.98
Strémung mit Schwankungsge- Bild 3.99
schwindigkeiten Hauptstromungsrichtung normal zur Kontrolifl:iche

cl

[l
v
Bild 3.100 r %x
Hauptstromungsrichtung

tangential zur Kontrollflsiche dA
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_ ‘ Bild 3.101
u u'>0 - ZurErmittlung des Vorzeichens der schein-
n baren Schubspannung
v'<0 7
dA
—Xl=puv
‘ aa | P

Das zeitliche Mittel dieser Tangentialspannung wird:

puv=pu+u)v=puv .
Wir erkennen, daf3 es hier nur aufgrund der beiden Schwankungsgeschwindigkeiten u' und v'
zu einem Beitrag kommt. Wir diskutieren das Vorzeichen. Wir betrachten Teilchen, die, von
oben kommend, die Kontrollfliche durchlaufen (Bild 3.101). u'>0,v'<0 fiihrenzu T >

0, d.h. zu einer positiven Tangentialspannung, die von der Strdmung an die Kontrollfldche
tibertragen wird. Wir definieren daher als

Reynoldssche scheinbare Schubspannung = T=—pu' v'. (3.159)

Betrachten wir sowohl diesen makroskopischen Austausch als auch die molekularen Vorgén-
ge, so erhalten wir insgesamt bei turbulenter Strémung

tges=nd—y—pu V. (3.160)

Diese Darstellung gilt gemiBunserer Herleitung nur fiir eine eindimensionale Grundstrémung.
Imallgemeinen Fall tritt ein Spannungstensor auf. Wir kommen hierauf bei der Herleitung der
Navier-Stokes-Gleichungen zuriick.

Wir behandeln zwei Grenzfille von (3.160).
1.  Inunmittelbarer Wandnéhe (v'— 0) kommt

___du
Tges —T]a—y (3.161a)

L. Navier, 1785 - 1836
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Diese Darstellung in der (laminaren) Reibungsunterschicht bestitigt die von uns frither
gemachten Ansitze.

2.  IngroBem Wandabstand, sogenannte freie Turbulenz, ist W =konst und damit

s =—PUV . (3.161b)

af

Wir schitzen beide Anteile bei der Rohrstromung ab:

au m ] _

dy

1
v2

IT;|=n =p

= xfgfb (3.162a)

. 105 i1 £ _ L1002
Bei Re, = 10° gilt fiir das glatte Rohr A = 1,7 - 10", also

i -
| 12‘ =21-107.

P Cm

Die Schwankungsgeschwindigkeiten betragen einige Prozente der mittleren Geschwindigkeit;
mit U ~Cp, wird

[t2]=[pu V] . %:‘2‘@%5%:15-10‘3. (3.162b)

Wir sehen, dafi bei geniigend hoher Reynolds-Zahl der zweite Anteil iiberwiegt.

3.3.9 Prandtlscher Mischungswegansatz fiir die Schwankungsgeschwindigkeiten

Die Problematik bei der Anwendung von (3.160) liegt darin, dafl wir bisher wenig Informa-
tionen iiber die Schwankungsgeschwindigkeiten besitzen. Wir gehen hier wieder von einer
mittleren Bewegung in x-Richtung aus:

u=u(y)+u , v=Vv,

und suchen eine Darstellung der GroBen u', v' durch U (y). Analogzurkinetischen Gastheorie
(Abschnitt 1.3) fithren wir den Prandtlschen Mischungsweg ein. Wir verstehen darunter
diejenige Linge, die ein Turbulenzelement im Mittel zurlicklegt, bevor es sich mit der
Umgebung vermischt und damit seine Individualitit aufgibt (Bild 3.102). Dies ist ein
makroskopisches Analogon zur mittleren freien Weglinge der Gaskinetik. Im einzelnen geht
die Uberlegung wie folgt: Ein Teilchen aus der Schicht y gelangt bei v'>0 in das Niveau
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y ‘} Bild 3.102
/ ZumPrandtlschen Mischungs-

v (y* l1 ) wegansatz

vl u'<0
uly) / 1v>0
y / ‘v<0

aly-ly) u'>0

P

—

u

y +4£,.Dorthates fiirden in Bild 3.102 skizzierten Fall eine Untergeschwindigkeit gegeniiber
der Umgebung von der GroBe

_ _ du
U(y)—u(y+4)=~4—.
dy

Diese UntergeschwindigkeitfaBt Prandtl als Geschwindigkeitsschwankung im Niveau y + £,
auf, d.h.

du (3.163a)

Aus Kontinuititsgriinden wird ganz entsprechend angesetzt
v=g, 49 (3.163b)
dy

Damit ist auch das richtige Vorzeichen gegeben, wie man an Bild 3.102 sofort bestitigt. Fiir
die Reynoldssche scheinbare Schubspannung kommt jetzt

45V Ry
f=—pﬁ=pm(——u) =pg2(_u) . (3.164a)
Yy

Fiir ein beliebiges Geschwindigkeitsprofil (z.B. mit dT/dy < 0) gilt unter Beachtung des
Vorzeichens

2 d u
dy

du (3.164b)

T=p{ dy’

£ st hierin ein charakteristischer LingenmafBstab fiir die Vermischung in turbulenten
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Stromungen (= Prandtlscher Mischungsweg). Er muf als Funktion von y dem Experiment
entnommen werden, weshalb diese Theorie als halbempirisch bezeichnet wird. Wichtig ist

in (3.164a,b) die Abhéngigkeitvom Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten. Dies weist auf
typische Unterschiede zur laminaren Stromung hin. Aus (3.160) wird mit (3.164a)

2
- du ,fdud
=N——+pl|— 3.165
=S 4p 2 (4] 6169

Wir diskutieren einige Eigenschaften der turbulenten Strémung in der Nihe einer Wand.

1.  Inder (laminaren) Reibungsunterschichtist £ — 0.

S (3.166)
P
wird
UG _YUe v (3.167)
u; v

Die Geschwindigkeit ist eine lineare Funktion von y. y* ist ein in geeigneter Weise di-
mensionslos gemachter Wandabstand. Die Grofenordnung der Wandschubspannungs-
geschwindigkeit 148t sich mit den Daten der Rohrstromung (Rej, = 10%, hmrb =1,7-102)
abschitzen:

- —3 =)
U pu PCn

u‘t= TW ~\/?w 2‘/7\'““1’=0()5
g8

Wir kommen also in dieselbe GroBlenordnung wie die Schwankungsgeschwindigkeiten und
konnen damit u_ als Maf3 fiir u' und v' auffassen.

2. AuBlerhalb der Reibungsunterschicht - aber immer noch in Wandnihe - gilt

2
- du
el

Wir sprechen hier von der Wandturbulenz (Bild 3.103). Prandtl machte die Annahme, da
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YA Bild 3.103
Die verschiedenen Ge-
schwindigkeitsprofile in tur-
bulenter Strémung

freie Turbulenz

Wandturbulenz log. Gesetz

;lam. Unterschicht

/ x

auch hier Tg =T, =konst istsowie £ =xy mit K = konst. Damit wird

2
— 2 2f{du
Ty =PX —_— .
R aat

Wir konnen dies als eine Bestimmungsgleichung fiir das Geschwindigkeitsprofil t(y)
auffassen. Integration fiihrt mit den Bezeichnungen (3.166) und (3.167) zu

XD _ Ly,
u, X

Die beiden Konstanten ®¥ und C werden im Experiment bestimmt. Es kommt das
logarithmische Geschwindigkeitsprofil

u(y)
Uy

=25y +55. (3.168)

Diese universelle Gesetzmifigkeit gilt aulerhalb der (laminaren) Unterschicht, so daf die
Singularitdt an der Wand bei y =0 nicht von Bedeutung ist. Bei gréflerem Wandabstand
schliefit an (3.168) die freie Turbulenz an. Bild 3.104 enthilt die beiden GesetzmiBigkeiten
(3.167) und (3.168) in halblogarithmischer Darstellung. Die in Abschnitt 3.3.6 durchgefiihrte
Abschitzung der Unterschichtdicke A fithrt zu der Aussage:

u, A u, U

= A=0,05.1o4-10—2=5.
\Y \Y u v D

Nach einem Ubergangsgebiet (5 <y*<30) beginnt der vollturbulente Bereich.
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Bild 3.104 25
DieGeschwin-
digkeitsprofile 20 //
in halbloga- //
rithmischer /
Auftragung 15 |
[ | //,//(
=] e A
5|10 -
Ly |
| 4 |
5 LA !
/} :
[
0 F | —
1 2 5 1© 2305 1022 5 10 Uy .
v _ Y
lam.  Ubergangs- Wand-
Unterschicht  gebiet turbulenz

3.3.10 Allgemeine Form der Navier-Stokes-Gleichungen

Wir gehen analog vor wie bei der Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen. Das
Newtonsche Grundgesetz wird auf ein Massenelementangewandt (Bild 3.105). AlsFolge der
Reibung tritt eine auf jedes Oberflichenelement wirkende Kraft auf, die wir nach den drei
Achsenrichtungen zerlegen. Beziehen wir die jeweilige Kraft auf die Fliche, so ergeben sich
zwei Schubspannungen in der Fléiche und eine Normalspannung senkrecht zur Fliiche. Den
statischen Druck p denken wir uns hier bereits abgespalten. Die Indizierung der Spannungen
erfolgtso, daf dererste Index die Stellung des Flichenelementes (durch die Flichennormale)
charakterisiert. Der zweite gibt die Kraftrichtung an. Die Kriftebilanz in x-Richtung lantet

du d
dm-——=f, dm—a—dedy dz+

99x 4xdydz,
oz

0o
+~a—hdxdydz+ X dxdydz+
ax dy

(3.169)

i—?= x 1@+l(ac“ +86yx+ac,_x)'

Tpox plox | dy | oz

DierestlichenzweiGleichungenergebensichdurchzyklische Vertauschung. Der Reibungseinfluf3
wird durch die folgende Spannungsmatrix erfaBt:
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z )
d0yx
dy dy
ap do,
adx%(oxx# a:de)
X
Bild 3.105
Kriftegleichgewicht am Massenelement mit Reibung
O Oy O
(0x)=|0x Oy Oy | (3.170)
[s3

Xz GyZ GZZ

Das Momentengleichgewicht fiir jedes Flichenelementergibt die Aussage der Symmetrie o,
= O,;. Damit treten in (3.170) nur noch sechs unabhéingige Grofen auf. Die eigentliche
Schwierigkeit liegt in der Darstellung der o, durch die Geschwindigkeitskomponenten. Das
heifit,es gehtumdie dreidimensionale Verallgemeinerung des (eindimensionalen) Newtonschen
Schubspannungsansatzes. In Fortsetzung derelementaren Betrachtungen von Kapitel 1.2 wird
fiir Newtonsche Fluide ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungen und
Deformationsgeschwindigkeiten postuliert. Der folgende Stokessche Ansatz erfiillt dariiber
hinaus einige naheliegende, notwendige Symmetrieeigenschaften:

Jdu _(au av Bw)
O =2N——+M| T )

ox 8x+8y+ dz
Jdu av
= Rl VRS 3.171
ny n(ay +ax)9 ( )

o =n|dL, oW
2=z ax)
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7 ist hierin ein zweiter Viskosititskoeffizient. Diese GroBe tritt bei inkompressibler
Stromung nicht auf. Man erkennt unmittelbar den friiher behandelten Spezialfall des
eindimensionalen Newtonschen Schubspannungsansatzes. Beschrinken wir uns auf
inkompressible Stromungen mit 1 =konst, so erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen
in der Form

2 2 2
du_. _19p [a n,du.d uJ (3.172)

——— V|t t—F
dt * poax x> dy? 9z°

wobei wieder die beiden nicht angefithrten Gleichungen durch zyklische Vertauschung
entstehen. In Vektorformlautetdas System

dw = 1
—=f——gradp+VvAWwW. 3.173
T pgra p w ( )

Hinzu tritt wie frither die Kontinuititsaussage, womit vier Differentialgleichungen fiir & =
(u,v,w) und p vorliegen. Man beachte, daf hier p =konst vorausgesetzt wurde und daher
keine weitere Gleichung erforderlich ist. Die Ordnung der Navier-Stokes-Gleichungen ist
hoher alsdieder Eulerschen Differentialgleichungen. Dies erméglichtes, dafl die Haftbedingung
an der Korperoberfliche erfiillt werden kann. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind in
gleicher Weise nichtlinear wie die Eulerschen Gleichungen. Das liegt an den konvektiven
Gliedern. Exakte Losungen sind nur in wenigen Fillen bekannt. Wir besprechen im néchsten
Abschnitt zwei Beispiele, um Eigenschaften dieser Strémungen kennenzulernen.

3.3.11 Spezielle Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen
1. Ausgebildete laminare Spaltstrtémung
Wir setzen eine ausgebildete Schichtenstromung eines inkompressiblen Mediums im ebenen

Spalt (~h<y<+h,—e0<x <eo) voraus (Bild 3.106). Dies ergibt v=w =0 und u=u(y).
Die Kontinuitdtsgleichung ist erfiillt. Es kommt bei Vernachldssigung der Schwere

19p_ du@)

1. Navier-Stokes-Gleichung: — (3.174a)
p Ix dy
. . dp _dp
2.und 3. Navier-Stokes-Gleichung: v = 3, =0. (3.174b)
y z

Die letzten beiden Aussagen ergeben p = p(x). Der Druck ist im Spalt quer zur Strémung
konstant. Dies erinnert an das Grenzschichtkonzept. Hier ist sozusagen der ganze Spalt mit
Grenzschicht ausgefiillt. (3.174a) fiihrt mit p =p(x) sofortzu
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y=+hz

y=-h> ////gf VN7, 7
©)

Bild 3.106
Poiscuille- und Couette-Strémung im ebenen Spalt

2
9P _yonst , Y = konst. (3.175)
dx dy

Das heiBt, der Druckgradientist konstant, und fiir u(y) kommteine sehreinfache, gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zweimalige Integration ergibt

2
92}'7+Ay+13 ., A, B=konst. (3.176)
X

u(y)=

3=

Fiir die Poiseuille-Stromung (u(x h) =0) kommt der parabolische Verlauf

h2 dp y2 y2
= —— T - = 1—-=1, 3.177
U= dx( pZ )" tmax | 172 G177

dagegen erhalten wir fiir die Couette-Stromung (u (-h)=0,u (+h)=U,d p/d x=0) die
lineare Funktion

Uiy
()= (1+ h). (3.178)

Die Losung fiir die Poiseuille-Stromung im Spalt entspricht vollig der frither diskutierten
Rohrstrémung. Wirbestimmen wie dort den Volumenstrom (b istdie Breitenerstreckun gder
Strdémung)
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h h )

. 2

V=um2hb=b_[ udy=bug, J(l——z—zjdy=§umm 2hb,
~h -h

Uy == Uy (3.179)
Fiir den Druckabfall auf der Spaltlinge ¢ kommt damit

P L2 po_ un2h

Ap= Eo i
P=o o Re v

(3.180)

Dasselbe Ergebnis liefert der Impulssatz. Der Leser bestitige dies. Die beiden Lsungen
(3.177) und (3.178) lassen sich linear {iberlagern, weil in diesem Spezialfall die konvektiven
Glieder fortfallen und damit die Navier-Stokes-Gleichungen linear sind:

h? dp(, ¥ U( y)
o defy ¥ ) UL YY), (3.181
"= dx( 82) 2\ h )

Die obere Berandung des Spaltes wird mit der Geschwindigkeit U bewegt, die untere ruht.
Dem ganzen Stromfeld ist der Druckgradient d p/d x % 0 aufgeprégt. In Abhiingigkeit von
der GroBe von d p/d x ergebenssichinteressante Geschwindigkeitsverteilungen. Eskannz.B.
zu Riickstrémungen in der Nihe der ruhenden Wand kommen. Hier reicht der Antrieb der

YA

Bild 3.107
Uberlagerung von
Poiseuille- und

Couette-Strémung im
ebenen Spalt mit
Riickstromung
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oberen Berandung offenbar nichtaus, den Druckanstieg im ganzen Spalt zu iberwinden (Bild
3.107). Die Losung (3.181) beschreibt z.B. die Strémung im Schmierspalt zwischen Welle
und Lagerschale, wenn man die Kriimmung des Spaltes vernachlissigt (kleine Spaltweiten).
Dortbildetsich die Druckverteilung aufgrund der Spaltgeometrie aus, d.h. sie wird durch den
veriinderlichen Abstand von Welle und Lager aufgebaut.

2.  Rayleigh-Stokessches Problem fiir die Platte

Die soeben behandelte Spaltstromung schlofl unmittelbar andie frither berechnete Rohrstromung
an. Jetzt diskutieren wir eine ganz andere Losung der Navier-Stokes-Gleichungen, die uns
zwanglos zur Behandlung der Grenzschichttheorie fithren wird.

Eine unendlich ausgedehnte horizontale Platte wird in einer ruhenden Umgebungruckartig auf
die Geschwindigkeit U gebracht. Durch den Reibungseinflufl wird das iiber der Platte
befindliche Fluid allméhlich mitgenommen (Bild 3.108). Der Reibungseinfluf} breitet sich im
Laufe der Zeit immer weiter in Querrichtung (y) aus, mit anderen Worten: die Grenzschicht
wichst mit der Zeit an. Wir bestimmen nun ihre Dicke. Die Strémung ist ausgebildet, so da
jede Ableitung nach x verschwindet und v=0 ist. Es verbleibtdamit u=u(y,t). Die Anfangs-
Randbedingungen des Problems sind

t<0:u=0 , y=20,

(3.182)

t>0:u0,t)=U , u(e,t)=0.
Die Navier-Stokes-Gleichungen ergeben bei Vernachlissigung der Schwere

du 0% u
—=v—, 3.183a
at ay? ( )
o =0. (3.183b)
dy

DerDruckistalsoquer zur Strémungsrichtung konstant. Diese charakteristische Eigenschaft
der Grenzschichten ist hier exakt erfiillt. (3.183a) ist vom Typ der Wirmeleitungsgleichung

undkannunterden Bedingungen (3.182)leicht gelost werden. Wirfassen y und t zuderneuen,
dimensionslosen Variablen

y

v

zusammen. (3.183a) und (3.182) gehen dann fiir

u([yj,t) =£(s)
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y 4\ « Bild 3.108 15
Rayleigh-Stokes-
Stromung fiir die
ruckartig beweg-

te Platte
t =konst.

y/2yvt
1

Bild 3.109 —
u Universelles Ge- 0
schwindigkeitspro- —
fil bei der ruck- 0 1
artig bewegten
Plaite u/u

x Y

tiber in die gewohnliche Differentialgleichung mit den folgenden Randbedingungen:
f"(s)+%f‘(s)=0 , £@=1 , f(=)=0.

Als Losung erhalten wir die Fehlerfunktion

A)) L n’
.y - _n -1- y
oRa1- 2[ exp( 4Jdn 1 erf(z\/v_t} (3.184)

Esergibt sich ein einziges Geschwindigkeitsprofil, das von der Variablen y / 2 \/v_t abhiingt
(Bild 3.109). Hieraus kann fiir jeden Wandabstand y zu jeder Zeit t die Geschwindigkeit
bestimmt werden. Wir wollen mit (3.184) die Dicke & derjenigen Fluidschicht bestimmen,
die bei der Bewegung der Platte mitgenommen wird. Fiir y=9 sei u/U=0,01. (3.184) liefert
hierfiir

=4 vt. (3.185)

Diese Schichtdicke nimmt also, wie zu erwarten, mit der Zeit zu. Fiir Reibungs- und
Wiirmeleitungsvorginge ist die Wurzelabhingigkeit charakeristisch. Geht man von der Zeit
zuder Linge £ =t-U iiber, so wird

) 4 4
———— . 3.186
/ Us .\/Reg ( )
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Damit ergibt sich zwangsliufig ein Zugang zur Grenzschichttheorie, denn & kann als Rei-
bungsschichtdicke und £ als zugehorige Lauflange aufgefat werden. Es tritt die fiirlaminare
Grenzschichten typische Abhingigkeit ~ 1/ \[R_ez auf, dieuns spéterimmer wieder begegnen
wird. Wichtig ist fiir das Folgende, dafl die obigen Aussagen aus den Navier-Stokes-
Gleichungen ohne weitere Vernachldssigungen hergeleitet wurden.

3.3.12 Einfiithrung in die Grenzschichttheorie

Fiir hohe Re-Zahlen (Re=U £/v>>1) spieltdie Reibung nurin der wandnahen Grenzschicht
(Dicke 9) eine Rolle (Bild 3.110). Dort erfolgt der Anstieg der Geschwindigkeit von Null
aufden Wertder AuBenstromung. Wir bestimmen 8 fiirden Spezialfall der langsangestromten
Platte beilaminarer Stromung. AuBerdem seidie Stromung stationdrund inkompressibel. Wir
werden dabeidie Beziehung (3.186) bestiitigen. Mit Hilfe der frither diskutierten Kennzahlen
erkennt man sofort, daf} bei der Platte fiir die Grenzschichtdicke bei x =/ eine Abhingigkeit
der Form

%=f(Rce) (3.187)

bestehen muf). Mitdem Impulssatzkann mandie Funktion f leichtermitteln. Wirwahlen hierzu
als Kontrollfliche ein Rechteck mit den Seitenlidngen x und 8(x) (Bild 3.111). Der Druck
wird der Grenzschicht von der Auflenstrtémung aufgepriigt (9 p/d y =0). Beider Platte ist p
im AuBBenraumkonstant. Daheristder Druckin diesemFall auchin der Grenzschichtkonstant.
Wir beginnen mit einer Kontinuititsaussage. Fiir die Massenstréme durch die Kontrollflichen
1,2,3 kommt (b= Breite der betrachteten Grenzschicht) my =pUdb,

Bild 3.110
r l Strémungsgrenzschicht am Fliigel

Bild 3.111
Kontrollflichen fiir
die Plattengrenz-
X schicht
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)
hy =p bJ' udy = (speziell beim linearen Profil) =
0

3
=prJ' ydy=LpUsb,
54 2 (3.1884)

8
iy =ty —1i3 =p b Ua—judy = (lineares Profil) =
0

1
==pUdb.
ZP

Durch die obere Berandung tritt Masse aus, da der Massenstrom in @ kleiner ist als
in @ . Die Grenzschicht hat damit eine Verdringungswirkung. Dieser Effekt ruft eine
Impulskraft auf der Flache @ hervor. Wir erhalten der Reihe nach

B x=pU®3b,

By =-p UJ' (% ) d A = U rir, = (lineares Profil) =
L @ : (3.188b)
== U%35b,

8
Frpn ==b | uzdyz(linearesProﬁ])z—%pUz 3b.
0

Die Wandreibungskraft wird

Fy x =—b'[ Ty dx=— bjl n(%—] dx = (lineares Profil) =
Y w
(3.188¢)
dx

=-nUb .
n 3 S (x)

Dabei wurde das Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht durch eine lineare Funktion

ersetzt. Dies dient lediglich zur Vereinfachung der Rechnungen. Der Impulssatz liefert den
Zusammenhang

US(x) [ dx
6v “0 (%)
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Durch Differentiation nach x entsteht fiir 8 (x) die gewdhnliche Differentialgleichung

U dsm _ 1
6v dx S5(x)’

die sich mit der Anfangsbedingung 8(0) = 0 sofort 16sen 14Bt. Ersetzen wir x durch die
Lauflénge ¢, so wird

346 346

Wir bestitigen damit die bereits frilher benutzten charakteristischen Aussagen liber die
Grenzschicht. Fiir Re,>>1 ist §/£ << 1, wobei die typische Abhéingigkeit §/£~1/ J Rey
auftritt. Ein Zahlenbeispiel erliutert die Grofenordnung

(3.189)

Rel=5~105(obereGrenze) , 84=5.10° , f{=1m , S=5mm.

Fiirdie Anwendungen sind die Wandschubspannung 1_(x) sowie die Wandreibungskraft W,
von Wichtigkeit.
Mit den obigen Ergebnissen kommt

Ty =T [a_u) = (lineares Profil) =1 —— =P U2 == 0,577
w

ay 5(> 2 [Ux
v

Charakteristisch ist die Abhingigkeit 1, ~1/8(x)~ 1/+/x . Fir den dimensionslosen
Beiwert ergibt sich

(3.190)

1, 0577
1?2 +Re,

¢ = (3.191a)

X

o

Die exakte Losung der Grenzschichtgleichungen, d.h. ohne Benutzung des linearen
Geschwindigkeitsprofils, ergibt

0,664

Cp = .
Re,

(3.191b)

Die Reynolds-Zahl- Abhingigkeit bleibt erhalten, lediglich der Zahlenkoeffizient wird getin-
dert. Durch Integration erhalten wir die Wandreibungskraft (Bild 3.112):
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Bild 3.112 u_ U
Zur Berechnung der Wandrei- e IS W o
bungskraft o
u_ 7
e L%/ .
w !
P2
2 U

t
_>U == v
X
l
Y
dWg =b1, dx , WR=b_[rwdx.
Der dimensionslose Beiwert ergibt sich zu
1 [ 1 [
=— x=—|] cp dx,
t= U2 z.[g .[ f
0y 0

1,328

€=1/ Re,

Wird die Platte beidseitig benetzt, so kommt der Faktor 2. Wieder tritt die Abhingigkeit
€~ 1/‘/?6_ auf. Variiert die Reynolds-Zahl von 10* bis 10°, so dndert sich die
GroBenordnung § von 1% auf 1%e. Dies sind typische GroBenordnungen des (laminaren)
Reibungskoeffizienten.

(3.192)

Wir kommen jetzt zu einigen grundsitzlichen Aussagen iiber laminare Grenzschichten an
gekrimmten Winden. Die Aufliengeschwindigkeit und der Druck sind nun nicht mehr
konstant. Sie miissen mit den (oben besprochenen) Methoden der Potentialtheorie ermittelt
werden. Am Rand der Grenzschicht sehen wir sie jetzt als bekannte Funktion von x an. In
Abhiingigkeitdieser aufgeprigten duferen Druckverteilung stellen sichnunin der Grenzschicht
unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile ein. Bild 3.113 zeigt einige dieser Mglichkeiten.
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y Bild 3.113
Geschwindigkeitsprofile in der Grenzschicht an einer
gekriimmten Oberfliche

Wir sehen, daB es dabei zu erheblichen Anderungen der wandnahen (inneren) Geschwindig-
keitenkommen kann. Die Steigung der Wandtangente an das Geschwindigkeitsprofil kann Null
(Ablosung) oder sogar negativ (Riickstromung) werden. Demgegeniiber dndern sich die
AuBengeschwindigkeiten nur relativ wenig. Auf einer miBig gekriimmten Korperoberfléche
(u=v =0) liefert die erste Navier-Stokes-Gleichung den Zusammenhang

2
%(%E] :V(g_‘;} . (3.193a)
X ), Yo,

Die zweite Navier-Stokes-Gleichung reduziert sich im Fall hoher Reynolds-Zahl - wie beim
Rohr und Spalt - zu der Aussage

9P _g. (3.193b)
dy

Kombinieren wirbeide Beziehungen, so giltmit p=p(x) alsderder Grenzschichtaufgepriigten
Druckverteilung der Potentialstrdmung auf dem umstrémten Korper

2
%dé’—i") =v (gT‘Z’J . (3.194)

Dierechte Seite ist ein Maf fiir die Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils am Korper. Die
linke Seite konnen wir als eine vorgegebene Funktion betrachten. An dieser Stelle gehen die
Kenntnisse der Theorie der Potentialstromungen ein. In Bild 3.114 ist ein typischer Fall der
laminaren Profilumstrdmung (unterkritisch) diskutiert. Ausgangspunktistdie Druckverteilung
auf der Profilstromlinie. Auf der Korpervorderseite haben wir ein volliges
Geschwindigkeitsprofil. Dort ist dp/dx < 0, die Strémung wird beschleunigt. Im
Dickenmaximum ist d p/d x = 0. Nach (3.194) tritt dort ein Wendepunkt im Ge-
schwindigkeitsprofil auf (P_ ). Auf der Riickseite des Korpers wird die Stromung verzogert,
d p/d x>0.Dieinneren Geschwindigkeiten nehmen stark ab, die Wandtangente steilt sich auf,
der Wendepunkt wandert ins Innere der Grenzschicht. Ist die Wandtangente normal zur
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Bild 3.114

Druckverlauf und Grenz-
schichtprofile beilaminarer
Profilumstrémung

dp ., do_,
ax <0 x 0 ax >0
Druckabfall Druckanstieg

Oberfliche (P, ), sobeginntdie Abldsung. Stromabwirts kommtes zu Riickstrdmungen. Die-
se riickldufigen Bewegungen konnen auf der Korperriickseite die Potentialdruckverteilung
erheblich dndern.

Wir unterscheiden zwei typische Fille bei Profilumstréomungen:

1. Re,=UZ/v<5- 10%:unterkritische Umstrémung mitlaminarer Ablosung (Bild 3.115).
Hierliegt durchwegeine laminare Strémung vor, die aufgrund des aufgepriigten Druckanstieges
zur Ablésung kommt.

2. Re,=UZf/v>5. 10° : ijberkritische Umstrémung mit turbulenter Ablsung (Bild
3.116). Hier erfolgt der laminar-turbulente Umschlag (P, ) nach der Lauflinge £, . Die

anschlieBende turbulente Grenzschicht 16st in P, ab.

Fiir den umstromten Kérper ist die kritische Reynolds-Zahl
Regy = 22 =5 .105 10, (3.195)
v

also

(3.196)
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e —
-

//
P pd ™
G
Bild 3.115 Bild 3.116
Unterkritische Profilumstrémung mit laminarer Uberkritische Profilumstrémung mit turbulen-
Ablésung ter Ablosung

Mitwachsender Reynolds-Zahl nimmt £ /¢ ab.ZuRe,= 107 gehort z.B. £, /L=5 - 102 Hier
kommt es also bereits nach kurzer Lauflinge zum Umschlag.

Zwischenden kritischen Reynolds-Zahlen beim Rohrund Fliigel, d.h. beim Durchstrémen und
Umstrdmen, gibt es einen einfachen Zusammenhang (Bild 3.117). Es besteht die Korrespon-
denz:

Chmax=2¢p,=U,

2=>E3.
2

Damit lassen sich die Reynolds-Zahlen wie folgt umrechnen:

D 28 _US

v

Cm

v

18]
RCD = :E-

Der Reynolds-Zahl bei der Rohrstrémung entspricht damit die mit der Grenzschichtdicke &
gebildete Reynolds-Zahl beim Fliigel.

P
=={Emax )+

151
Lk

8
Ny

D
l I-——_l
| ¥
Z /L
- cp
Bild 3.117
Zusammenhang der Reynolds-Zahlen beim Rohr und Fliigel
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Bild 3.118 y A
Turbulentes und laminares Geschwin-
digkeitsprofil bei der Plattenstrémung

laminar

turbulent

7

U

—

Reg = UTS = ——V—K % = (Plattengrenzschicht) = 3,46 J Re 7

Rep = 3,46 Re; .

(3.197)

DiesistderZusammenhang der Reynolds-Zahlen beiden zwei typischen Stromungsproblemen.
Derwesentliche Unterschied liegtin den verschiedenen charakteristischen LingenmalBstiben.

Das turbulente Geschwindigkeitsprofil ist stets volliger als das laminare (Bild 3.118). Diese
vonder Rohrstrdmung her bekannte Aussage gilt genauso auch bei Umstrémungsproblemen.

Fiir die Platte stellen wir das laminare und das turbulente Ergebnis zusammen:

1,328

, laminar,
1[ Re ¢
Py 072 urbulent.
2 (Rey)

Die folgende Tabelle erldutert die Grofienordnungen.

Re, ¢
laminar 109 1,3-103
(obere Grenze)
‘ 10° 74103
turbulent 108 4,7 -103
5.107 2,1-103

(3.198)
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Bei gleicher Reynolds-Zahlistalso { >, und damitist der Reibungswiderstand der
laminaren Stromung kleiner als der der turbulenten. Diese Tatsache hat im Flugzeugbau zur
Entwicklung der sogenannten Laminarprofile gefiihrt. Hier wird durch geeignete Wahl der
Profilform der Umschlagspunkt mdoglichst weit zum Korperheck verschoben, damit die
laminare Grenzschicht lange erhalten bleibt. Man muf dabei allerdings beachten, daf neben
dem Reibungswiderstand noch der Druckwiderstand auftritt. Erst beide Anteile zusammen
ergeben den Gesamtwiderstand. Das Verhiltnis der beiden Komponenten kann dabei in
weiten Grenzen variieren. Beider lingsangestromten Platte tritt z.B. nur Reibungswiderstand
auf, bei der quergestellten Platte dagegen nur Druckwiderstand. Wir kommen darauf im
nichsten Abschnitt zuriick.

Fiirden Reibungswiderstand ¢ derrauhen Platte gilteine dem Nikuradse-Diagramm Zhnliche
Darstellung (Bild 3.119). Die Platte ist hydraulisch glatt, wenn die folgende Abschitzung gilt
(¢ = Erhebung der dquivalenten Sandkornrauhigkeit):

Ve _Re, E<100. (3.199)
A% Z

Das zuldssige Rauhigkeitsverhaltnis €/ nimmtmitwachsender Reynolds-Zahlab. Beieinem
Hochgeschwindigkeitsflugzeug sei zB. U=500m/s,£=3m,v=15-10° m’/s,Re,=
10°, (e/6),,= 10, &, =3 - 10° mm. Bild 3.119 liefert hierzu { =0,002. Ethdhen wir die
Rauhigkeitum eine Zehnerpotenz auf € =3 - 102 mm, so wird § =0,0033. Zum Unterschied
gegeniiber der Rohrstromung kommt es bei der Plattenstrémung nicht zu einer ausgebildeten
Stromung,. Die Grenzschichtdicke nimmtin Strémungsrichtung stindig zu, und damit wiichst

L

10

1000 ¢
\
|
|
/
/

2 N
Ny Bild 3.119
\\ Widerstandsbei-
1 N\ wert § derPlatte
108 108 107 108 als Funktion von

Re=UR/v Rauhigkeit und
. Reynolds-Zahl
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die (laminare) Reibungsunterschichtebenfalls. Rauhigkeiten wirken sich vorn also wesentlich
gravierender aus als weiter stromabwiirts, wo sie gegebenenfalls bereits in der Unterschicht
verschwinden. Eine besonders gute Bearbeitung der vorderen Partien des umstomten Korpers
diirfte sich daher in vielen Fillen lohnen.

3.3.13 Energiesatz

Neben dem Kriftegleichgewicht, in Form der Navier-Stokes-Gleichungen, spielt die
Energiebilanz im Stromfeld eine wichtige Rolle. Wir erweitern jetzt die frither angestellte
clementare Betrachtung (3.17) - (3.22) auf den Fall der mehrdimensionalen, instationdren
Strémung mit Reibung, Wirmeleitung, dullerer Wirmezu- und -abfuhr etc.

Fassenwirwiein (3.17) die innere Energie (¢) und die kinetische Energie (1/2c?) zusammen,

so ist deren totale zeitliche Anderung im Volumen V durch die Leistung aller im folgenden
aufgefiihrten Anteile gegeben:

dt dtm' p(e+—c )dV— (3.200)

= Leistung der Massenkrifte f (Schwerkraft, elektrische-, magnetische Feldkrifte), der
Oberflichenkrifte (Druck-, Reibungskrifte), der Warmestrdme durch Leitung, Strahlung oder
Reaktionen (. Benutzen wir die Bilder 3.105 und 3.65 sowie (3.95), so wird aus (3.200)

%E‘-:j‘lj'%[p(e+%czﬂdv+‘gp(e+—;—c2)(ﬁ/ i) d A = (GauBscher Satz)
J-‘”{ (e+—c )+div[p\7v(e+%cl)}}dV=
m'p (F#)av- J'J' (W) dA+ (3.201)
J'H{ UGy + VOyy + WOy )+%(vcyy+wcﬂ+ucyx)

ad
+£(wczz +00,, +v0,) }dV

+H x(gradT-ﬁ)dA+H pa.dV.
A v

Hierin kann man wiederum mit dem Gaufischen Satz alle auftretenden Oberflichenintegrale
in Volumenintegrale umformen. Der Integrand muB insgesamt verschwinden, da das Volumen
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V beliebig ist. Wir erhalten aus (3.201) die folgende umfangreiche Differentialgleichung

e e tou.{Ton Tom 7om]
| _ Oy , 90 o Oyy zy xy
l—p(ufx+vfy+wfz)+u( Ix + a;'x+ azz"j+v( 3y + 5, + Ix J|
Ve |
| r 3.202
| o[99 acx2+acyz l+ 5 U, 9y Iw (3.202)
| oz ox oy JI ®3x ¥ 3y ” 9z

3 (.9T). 3(,dT) 3(,3T) .
99T, (72T ), 2 [,2L .
+ax( 8x)+ay( aij'az( azjqu

Man benutzt hierin im gestrichelt eingerahmten Anteil die Navier-Stokes-Gleichungen (NS
Gl.) (3.169) in der folgenden Form: u- (1.NSGL)+v - (2. NSGL)+w - (3. NS Gl.) und
die Kontinuitdtsgleichung (3.65). Differenziert man alles aus, fafit geeignet zusammen, so
kommt mit der Abkiirzung ¢ fiir den durchgehend eingerahmten Anteil (= Dissipation)

de_pdp_di_1dp_pds

1
=—div(A grad T)+ o+, . 3.203
dt p?>dt dr pdr  dt pv(gra Jrotg, (3:203)

Hier stehen auf der rechten Gleichungsseite die durch Wirmeleitung, Reibung (Dissipation

¢), Strahlung sowie durch Reaktionen zugefithrten Warmen, die zu einer Entropiezunahme

beitragen. Diese Aussage entspricht vllig dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik
Tds=6q,

worin rechts alle dem Massenelement zu- oder abgefiihrten Wirmen aufzunehmen sind.

Wir behandeln einen Spezialfall. Wendet man (3.203) auf das ideale Gas konstanter
spezifischer Wirme an, so kommtmit e=c T, 1= cpT und A =konst sofort die folgende
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Wirmetransportgleichung

dT dp . ;
pcpg_azxdw (grad T)+p o+p g

(3.204)
=AAT+po+pds,

die eine Verallgemeinerung der bekannten Fourierschen Wirmeleitungsgleichung ist.

3.3.14 Widerstand und Druckverlust

DerGesamtwiderstand (1) istdie Summe aus Reibungswiderstand (2) und Druckwiderstand
(3). Was die Messungen betrifft, so ergibt sich (1) aus einer einfachen Kraftmessung und (3)
durch Integration der Druckverteilung iiber den Korper. Der in der Regel schwerer mefibare
Anteil (2) stellt sich dann als Differenz der Terme (1) und (3) dar. Der Druckwiderstand
(3) kann von erheblicher Grofenordnung sein, dadurch eine Ablgsung die potentialtheoretische
Druckverteilung in der Niahe des Korperhecks wesentlich gedndert werden kann. Das
gegenseitige GroBenverhiltnis von (2) zu (3) kann ganz verschieden sein, wie wirimletzten
Abschnitt bereits festgestellt haben. Daher muf eine Optimierung stets beide Einfliisse
beriicksichtigen. Es gelten folgende Aussagen:

1.  DerReibungswiderstand istdadurch zu minimieren, dal man nach Moglichkeit fiir eine
laminare Grenzschicht sorgt.

2.  Den Druckwiderstand kann man dadurch verringern, dafl man die Ablosestelle
moglichst weit ans Kérperheck verschiebt.

Beide Einfliisse iiberlagern sich und variieren teilweise gegenldufig. Beider Besprechungdes
‘Widerstandes der Kugel kommen wir hierauf zuriick.

A Umstromungsprobleme

Wir kommen jetzt auf die ganz am Anfang diskutierten Grundaufgaben der Strémungslehre
zuriick. In diesem Abschnitt handelt es sich hauptsidchlich um den Widerstand eines Korpers
in einer Strémung;:

W =§ 2 Ac,. (3.205)

¢ ist die Anstromgeschwindigkeit und A eine charakteristische Bezugsfliche. Der
dimensionslose Widerstandsbeiwert ¢, hingt hierbei von allen Kennzahlen des Problems:
Re, M etc., ab.



160 3 Hydro- und Aerodynamik

|
b |
—_— ]
|
—_— —TL
a o i
|
)
Bild 3.120 Bild 3.121 Bild 3.122
Stromung gegen cine Recht- Strémung gegen eine Kreis- Strémung gegen eine Halb-
eckplatte scheibe kugel

1.  Kennzahlunabhéngige Korperformen

Hierbei ist in der Regel eine Abldsung an einer scharfen Kante fixiert. Eine Reynolds-Zahl-
Unabhingigkeitliegt bei geniigend hoher Reynolds-Zahlvor. Der Korper besitzt vornehmlich
Druckwiderstand.

Strémung normal gegen eine Rechteckplatte (Bild 3.120):

a/b 1 2 4 10 18 oo

c 1,10 | 1,15 1,19 1,29 1,40 | 2,01

Kreisscheibe (Bild 3.121) ¢, = 1,11

Halbkugel (Bild 3.122)

ohne Boden c,= 0,34,
mit Boden c,= 0,42 .
ohne Deckfliche c,=133,
mit  Deckfldche c,= 1,17 .

2.  Kennzahlabhingige Korperformen

Jetzt ist die Lage des Ablosepunktes von der Reynolds-Zahl abhingig. Bei der Kugel
gilt fiir Re<5<1 die Stokessche Formel (= schleichende Stromung) cw=24/Re. Hierin
sind 1/3 Druckwiderstand und 2/3 Reibungswiderstand. Fiir grofere Reynolds-Zahlen ist
(Bild 3.123):
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unterkritisch iiberkritisch

Re | 2-10*bis 3-10° | 4-10° | 10°

c 0,47 0,09 0,13

Beim Zylinder gilt entsprechend (Bild 3.123):

unterkritisch iiberkritisch
Re ~2-10° 5.10°
c 1,2 0,3-0,4
w

161

Bemerkenswert ist in beiden Féllen der rapide Widerstandsabfall beim Umschlag der
laminaren in die turbulente Grenzschichtstromung. Beim Uberschreiten von Re, ., =5- 10°
nimmt der Druckwiderstand erheblich ab, da die turbulente Grenzschicht aufgrund des

laminare turbulente
Ablosung Ablosung

~7, —~@z

e
A

\
‘\ \
3 <
N
: \ !
© 1 \‘é_:_,}’—"h‘ #=[Scheibe
\ : ‘. }', Zylinder
03 — N\
' | '; / Kugel
Bild 3.123 1y,
Widerstands- ol 1 U
koeffizienten von | !
Kugel, Zylinder 003 ' !
und Scheibe als w1 oo 0 w00 ot w05 w0t 1
Funktion der ’ Re

Reynolds-Zaht —_—
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groferen Energieaustausches mit der AuBenstromung erst spéter ablost als die laminare.
Prandtlkonnte dies miteinem Draht, der auf der Stirnseiteder Kugel auflag (Stolperdraht) und
dadurch die Strémung turbulent machte, iiberzeugend nachweisen. ImvorliegendenFallistes
so, daB die Abnahme des Druckwiderstandes die Zunahme des Reibungswiderstandes
iiberkompensiert derart, dal} der Gesamtwiderstand betrichtlich sinkt. Hier spielt also der
Druckwiderstand und dessen Variation die entscheidende Rolle. Dabei ist zu beachten, dal3
die spezielle Korperform ganz wesentlich eingeht. Liegt ein anderer Kérper vor, so kann sich
das Verhiltnis umkehren. Der Leserkann nach diesen Vorbereitungen leichtdie verschiedenen
Fille selbst diskutieren.

B  Durchstromungsprobleme
Hier geht es vornehmlich um die Bestimmung des Druckverlustes Ap_ :

Ap, = % kG- (3.206)

{, bezeichnet den Verlustkoeffizienten und hiéngt wie ¢,, von den dimensionslosen
KenngroBen des jeweiligen Problems ab. Wir sind frither wiederholt auf eine solche
Darstellung gestoflen. Im folgenden werden einige Ergebnisse fiir das gerade Rohr, den
Diffusor und den Kriimmer zusammengestellt. Diese drei Beispiele stellen die wichtigsten
Elemente einer Rohrleitung dar.

1.  Gerades Rohr. Hier verweisen wir auf die in Kapitel 3.3.5 und 3.3.6 gemachten
Ausfiihrungen. Bei ausgebildeter Stromung ist

¢
Ly=2 o (3.207)

wobei A=f (Re, R/k_) durch das Nikuradse-Diagramm (Bild 3.91) gegeben ist. Handelt es
sich um die Strémung in der Einlaufstrecke, so mufl man auf (3.206) zuriickgehen.

2.  Diffusor.IndiesemZusammenhangerinnern wir zunéchst an den Grenzfall des Carnot-
Diffusors. Vergleichen wir (3.206) mit (3.106), so wird

2
A -
g, =8Pue _APg-Ap. [1__1*_1) , (3.208)

Fiir den Diffusor mit stetiger Querschnittserweiterung gilt

2
- _ Al
Cv—k(u)( ™ J

2

mit o als Offnungswinkel:
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o 5° | 7,5°) 10° | 15° | 20°

k0,13 0,14 0,16 | 0,27 | 0,43

3.  Krimmer. Dieses Element sei hier kurz dargestellt, da wir es friiher nicht behandelt
haben. VerabredungsgemiB wird nur der Zusatzdruckverlust gegeniiber dem geraden Rohr
gleicher Lange angegeben. Die GréBenordnung ist aus Bild 3.124 zu entnehmen (Re = 10%).
Danachreduziert bereits eine unprofilierte Schaufel den Druckverlustkoeffizienten von 1,4 auf
0,76. Ein Kreisbogengitter fiihrt zu 0,20. Profilierung der Schaufeln reduziert den {-Wert
erneut bis auf etwa 0,10.

Benutzt man §_in (3.207), so kann man eine dem Kriimmerverlust dquivalente Rohrlédnge
definieren:

£ CKr
=28 3.209
D=2 ( )

Einem Kriimmer mit C.kx =0,20 entspricht damit z.B. ein gerades Rohrstiick (Re=10°, A=
0,02) von

£=10.
D

Deradditive Druckverlustdes geraden Rohres gleicher Linge eines Kriimmersist (Re = 10°,
L=0,02,4/D, =3)

£=0,06.
Dies entspricht dem halben Wert eines sehr guten Kriimmers.

Wir erldutern die Ergebnisse dieses Abschnittes an einem Beispiel. Ein inkompressibles
Medium stromt stationdr durch diein Bild 3.125 angegebene Leitung mitdem Volumenstrom

1.4 0.76 0.20

™| T

1 Schaufel Gitter

I

Bild 3.124
Widerstandsbeiwerte von
Kriimmemn

Krimmer Variante | v~
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Bild 3.125
Zum Druckverlust in einer
durchsiromten Leitung.

Kessel @ , langes Rohr
Reibung)(2)—(3), Camot-
A Diffusor @ — @ ,kurzes

Rohr (ohne Reibung) @ -

V. Gesucht ist der Druckverlust P; — Ps - Wir benutzen abschnitisweise unterschiedliche
Stromungsmodelle und die zugehorigen Gleichungen:

Bernoulli-Gleichung @ - @ :p1=pt % C% >

L
Rohrsuémung@ - @ : p2=p3+ % ch D A,
A A
Carnot-Diffusor @ - @ : P4=P3+ P 2 (l - ‘.T) )
2 A A
s P 2_ P2
Bernoulli-Gleichung @ - @ : Pat 5 C4=Ps + 5%

Kontinuititsgleichung:  V=c¢c, A'=c A'=c3 A'=c, A''=c5 A",

Durch Elimination von p,, p, und p, erhilt man

P1 =135"'BC§"'EC2

1N\2
5 5 mlDJ‘—XwLBcﬁl(l——;A—) ,

2 A"

worin ¢,=V/A" und ¢_= V/A' gegeben sind. Gemi (3.206), (3.207) und (3.208) laBt
sich das Ergebnis in der folgenden Form schreiben:

2
pL1=ps+ % €5+ A Py Rotr T A Py Camot -

Dies wird hdufig als sogenannte Bernoulli-Gleichung mit Verlustgliedern bezeichnet. Man
hatalsoaufderrechten Seite lediglich die einzelnen Druckverluste der durchstromten Leitung
additiv zu beriicksichtigen. Das vereinfacht die Betrachtungen oft erheblich, setzt aber einige
Erfahrungen im Umgang mit den verschiedenen Verlustgliedern voraus.
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3.3.15 Ahnlichkeitsbetrachtungen

Anhand von Beispielen haben wir oben eine ganze Reihe von Aussagen tiber Widerstand und
Druckverlust gemacht. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu einer allgemeinen
Diskussion dieser Grofien, insbesondere was ihre Abhéngigkeit von den frither eingefiihrten
Kennzahlen angeht (Kapitel 3.3.3). Dies fiihrt zwangsliufig zu Ahnlichkeitsiiberlegungen und
Modellgesetzen, die fiir die Anwendungen sehr wichtig sind. Erneut tritt die schon in der
Einleitung besprochene Alternative von Umstromungs- und Durchstrémungsproblemen auf.
Wir besprechen diese Fragestellungen der Reihe nach.

1.  Umstromungsaufgaben

Wir untersuchen einen Korper, der von einem Fluid (m , p) mit der Geschwindigkeit c
umstromt wird (Bild 3.126). Modell und Grofausfithrung sollen zueinander geometrisch
ghnlich sein. Damit charakterisiert die Linge /£ eindeutig das jeweilige Korperexemplar.
Interessieren wir uns fiir den Widerstand W, so besteht eine Abhingigkeit der Form

W=f{,4,p,mn). (3.210)

Hierin treten also vier unabhéngige Variable (c, £, p,n) auf, und es bedarf dementsprechend
vieler Messungen, um die Funktion f zu bestimmen. Diese charakterisiert die jeweilige
Korperklasse. Geht man zu einer anderen Form des Korpers iiber, so tritt an die Stelle von
eine andere Funktion. Der Ubergang zu dimensionslosen GroBen fiihrt zu einer erheblichen
Reduktionder Zahl der Variablen und damit natiirlich auch der erforderlichen Messungen. Wir
fiihren dies exemplarisch am obigen Beispiel vor.

In der Mechanik treten drei BasisgroBen (Masse, Linge, Zeit oder Kraft, Linge, Zeit) auf.
Demgemif wihlen wir aus dem Satz der oben eingehenden physikalischen Grofen (W, ¢, £,

p, M) drei aus, z.B. (¢, £, p), und stellen die iibrigen zwei dimensionsmiflig durch
Potenzprodukte dieser drei dar. Die Dimension einer Grofle a bezeichnen wir hier mit [a]:

[Wl=[c]* -[° - [o]" (3.210a)

[n] =[] -[2° [p]°. (3.210b)

©o®

Bild 3.126
Umstrémung eines Kor-
pers
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Gehen wir hierin zu Kraft (F), Linge (L), Zeit (T) iiber, so wird
F=1* T P F° L™ 1%°, (3.211a)
FL2T=1* T LB FC 1€ 17€. (3.211b)
Ein Exponentenvergleich bei den Basisgréfien fithrt zu
a=2,b=2,c=1,
A=1,B=1,C=1.
Damit reduzieren sich die fiinf eingehenden physikalischen Grofen auf die zwei Kennzahlen

WV _o_n, on, (3.212)
2Z2 Vv

Be
2

Der funktionale Zusammenhang (3.210) zieht jetzt eine Abhiingigkeit der Form

W :h(ﬂj=h(Re£) (3.213)
P 2 42 \%
2 C

nach sich. Damit ist die Zahl der erforderlichen Messungen auBerordentlich reduziert. Der
Widerstandsbeiwert hiingt nur noch von derReynolds-Zahl ab. In dieser komprimierten Form
lassen sich alle fritheren Widerstandsdarstellungen zusammenfassen. (3.213) gilt fiir Modell
und GroBausfithrung in gleicher Weise. Die Umrechnung vom einen zum anderen Fall kann
sofort vorgenommen werden.

2.  Durchstromungsaufgaben

Wir beginnen mit dem horizontalen Kreisrohr (Bild 3.127). Ein Fluid (v, p) durchstromt ein
Rohrstiick (£,D,k ) mitder mittleren Geschwindigkeit €, . Dabei ergibtsichder Druckabfall
AP =7; —D,. Es besteht eine Abhingigkeit der Form

Ap=p1—-P, =1 D, ks;p, v,Cp) . (3.214)

Wir gehen auch hier zu den Dimensionen iiber und stellen beispielsweise AD, D, k_,v durch
£, p, ¢ dar. Mit einer dhnlichen Rechnung wie oben kommen diesmal vier Kenngrofien

e

¥
— =TT . —s:ﬂ: . 3215
A% D 3 D 4 ( )
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Bild 3.127 . @
Durchstromung eines horizontalen, geraden

Kreisrohres

N
@ lev

Die Abhingigkeit (3.214) fiihrt zu dem funktionalen Zusammenhang

AP ¢ T.D k
P —F(— ‘m ,~S). (3.216)

BE; D v D

Diese Beziehung gilt allgemein, d.h. auch in der Einlaufstrecke. Liegt speziell eine ausgebil-
dete Strémung vor, so ist kein Rohrabschnitt gegeniiber einem anderen ausgezeichnet. In
diesem Fall muB F eine lineare Funktion von #/D sein, Damit wird aus (3.216)

AP
[

‘ k
=—X7|Rep,=%|, .
2 D (eD Dj G217
m

womit die fritheren Darstellungen fiir laminare und turbulente Stromungen erfallt werden.
Vergleicht man (3.214) mit (3.217), so erkennt man sofort den erzielten Fortschritt. Die Zahl
der erforderlichen Messungen istauBerordentlichreduziert. Das Nikuradse-Diagramm liefert
die Funktion A ,und als unabhéingige Variablen gehen hier allein die Reynolds-Zahlen und der
Rauhigkeitsparameter ein. Auch in diesem Fall gilt (3.217) fiir Modell und GroBausfiihrung
in gleicher Weise. Geometrisch dhnliche Strdmungen werden durch gleiche Werte von £/D
und kS /D beschrieben. Betrachtet man eine Diise oder einen Diffusor, so tritt als zusitzlicher
Parameter z.B. das Durchmesserverhiltnis

21 o g, (3.218)

auf. An dieser Stelle kann natiirlich auch das Flichenverhiltnis A, /A, bzw. ein charakte-
ristischer Winkel o benutzt werden. Beriicksichtigt man dies in (3.216), so gilt allgemein
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Ap =G(_f_’_DL,Em_]2’_1.(L) (3.219)
Pz \D,'D,’ v D
2 m

Durch Spezialisierung kommt z.B. die Formel fiir den Carnot-Diffusor (3.208). Der Leser
diskutiere ausfiihrlich die hierzu erforderlichen Voraussetzungen und vergleiche insbesonde-
re die frithere Herleitung mit dem Impulssatz.
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TABELLE

DIMENSIONEN und EINHEITEN der wichtigsten auftretenden GroBen:

) DIMENSIONEN

GROSSE, Bezeichnung EINHEITEN
F,L,T,% M,L,T,®

Linge L L Meter,m
Kraft F MLT? Newton, N
Masse FL1T? M Kilogramm, kg
Zeit T T Sekunde, s
Temperatur ) Y, Kelvin, K
Geschwindigkeit LT LT m/s
Beschleunigung LT? LT? m/s?
Druck, Spannung FL? MLI'T? | Pascal, Pa=N/m?
Moment, Arbeit, Energie FL ML’T? | Joule,] =Ws=Nm
Leistung, Energiestrom FLT! ML2T?3 Watt, W =Nmy/s
Dichte p FL*T? ML? kg/m?
Massenstrom FLIT MT! kg/s
dyn. Viskositit FL2T MLIT! | Pas=N s/m?
kin. Viskositit v LTt 127 m? /s
Ausdehnungskoeffizient o 91 9! 1/K
spez. Wirme ¢ , c, L2T 291 L2T291 | J/kgK
Wirmeleitfahigkeit A FT 191 MLT3d7| W/mK
Oberflichenspannung ¢ FL1! MT2 N/m
Temperaturleitfahigkeit k=24 /pc, | L?T" L27! m?/s
Wiirmeiibergangszahl o E LiTtel | MT391 | wm?K
spezielle Gaskonstante R L2T 29! L2T29' | JkgK
Entropie s LT 29! L2T29 | JkgK
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