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Inhalt Kapitel 1  

Was ist ein dynamisches System? 

Statisch:     Dynamisch: 

 

 

 

 

 

 

Å Algebraischer Zusammenhang: Funktion  Å Differentialgleichung (DGL) 

Å Im linearen Fall:     Å Im linearen Fall, einfachstes Bsp.: 

 

Å Mºgliche nichtlineare Fªlle:    : statisch 

        : integrierend 

       Å Nichtlineare Fªlle Ÿ Kapitel 3 

 
1. Einführung in die Regelungstechnik 

System System 

-10 0 10 20 30
0

1

2

3

-10 0 10 20 30
0

1

2

3

-10 0 10 20 30

0

0.5

1

-10 0 10 20 30

0

0.5

1

Änderungsrate von        : 



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 6 

University

of Siegen

1. Einführung in die 

Regelungstechnik 
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Inhalt Kapitel 1  

Einführung in die Regelungstechnik 

 1.1  Faszination Regelungstechnik 

 1.2  Geschichte der Regelungstechnik 

 1.3  Regelkreis 

  a) Sensoren: Die Augen 

  b) Aktoren: Die Muskeln 

  c) Regler: Das Gehirn 

 1.4 Steuern versus Regeln 

 1.5 Prinzip Rückkopplung 

 1.6  Automatisierungstechnik 

 1.7  Kybernetik 

 1.8 Arbeitsmarkt 

 1.9 Wichtige Begriffe in englischer Sprache 

 1.10  Literatur 

1. Einführung in die Regelungstechnik 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Anwendungsgebiete der Regelungstechnik: 

Å Chemie-, Verfahrens- und Prozesstechnik 

Å Energietechnik 

Å Luft- und Raumfahrt 

Å Militär  

Å Automobil- und Verkehrstechnik 

Å Mechatronik 

Å Werkzeugmaschinen, Robotik 

Å Bio-/Medizintechnik 

Å Kraftwerksautomatisierung 

Å Fertigungsautomatisierung 

Å Gebäudeautomatisierung 

Å Volkswirtschaft, Sozialwissenschaften 

Ÿ Viele verschiedene Gebiete, eine gemeinsame Theorie! 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

      Windkraftwerk, Dänemark                 Ölbohrinsel, Golf von Mexiko 

 

 

 

 

Wasserkraftwerk Itaipu      Kernkraftwerk Grohnde 



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 10 

University

of Siegen

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Eine moderne großindustrielle Anlage: Ein Teil der OMV-Ölraffinerie in Österreich 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Merkmale vieler biotechnologischer Prozesse: 

Å Materialstrom oft nicht kontinuierlich sondern als (Semi-)Batch-Prozess. 

Å Interessierende Größen oft nicht (in Echtzeit) messbar: Konzentrationen. 

Å Modellierung schwierig. 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Stahlproduktion und -verarbeitung 

 
Hochofen 5 Rogesa, Dillingen 

Elektroofen der Georgsmarienhütte 

Auslauf einer Stranggießanlage 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Stahlproduktion und -verarbeitung 

 Rohrwalzwerk  

Leitstand zur Überwachung von Strangguß  

Warmbandcoil  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Stahlproduktion und -verarbeitung 

 
Kaltwalzwerk  

Versandfertige Coils  

Bramme  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Quelle der nächsten 3 Seiten:  

http://www05.abb.com/global/scot/scot227.nsf/veritydisplay/97910b41591f1f99c125789d003c1ec3/$file/techn_regelungen_walzwerke_3bdd017150de_final.pdf 

 

ĂWichtige Qualitªtsparameter beim Walzen  

Die bedeutendsten Qualitªtsparameter beim Walzen sind Oberflªche, Planheit, 

Materialhomogenitªt und die Banddickentoleranzen. Zur Kostenoptimierung und zur 

maximalen Materialausnutzung sind enge Dickentoleranzen von höchster Bedeutung; denn 

dadurch kann das Band so nah wie möglich auf die zulässige Mindestdicke heruntergewalzt 

werden.  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Regelungen beim Kaltwalzen 

 

Vorteile des neuen Regelkonzepts: 

Å  Schneller im Toleranzfenster, damit  

    Verringerung der Abmaßlängen 

Å  Unterbrechungsfreie Anlagen- 

    beschleunigung und damit  

    Durchsatzerhöhung 

Å  Bessere Störungsunterdrückung  

    und damit bessere Banddicken- 

    toleranzen über das gesamte Band 

Å  Ermöglicht höhere Betriebs- 

    geschwindigkeiten und damit  

    Erhöhung des Durchsatzes 

 



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 19 

University

of Siegen

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Prozessautomatisierung eines Zementwerks 

Eastern Province Cement Company, 

Saudi-Arabien 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Prozessautomatisierung eines Zementwerks 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Prozessautomatisierung eines Zementwerks 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Automatisierung mit Pneumatik von Festo 

 

Nahrungsmittel- und Verpackungsindustrie: 

 

 

 

Hochgeschwindigkeitsanwendungen:  

Ventil 

Elektromechanischer Antrieb Vakuumgenerator Servopneumatik 

Überprüfung 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Eurofighter: Mechanisch instabil konstruiert. Nur mit Regelung zu stabilisieren.  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Infos zum Eurofighter:  

Å Im Cockpit der Phantom dominieren analoge Rundinstru- 

mente: Im Eurofighter arbeitet der Pilot mit multifunktio- 

nalen Displays. Der Eurofighter ist gezielt instabil aus- 

gelegt und damit wesentlich wendiger. Bei herkömmlichen  

Flugzeugen liegt der Schwerpunkt immer hinter dem  

Hauptauftriebspunkt der Tragflächen. Das Flugzeug wird  

sozusagen gezogen und stabilisiert sich selbst. Beim  

Eurofighter ist es genau umgekehrt. Er wird praktisch  

angeschoben. Dadurch will er ständig ausbrechen.  

Å Dieser Balanceakt ist von Menschenhand nicht mehr  

zu bewältigen. Und so korrigiert - selbst bei normalem  

Geradeausflug - der Bordcomputer ständig den Euro- 

fighter. Im Langsamflug zeigt sich, was die Rechner  

permanent leisten müssen. Die Vorflügelklappen, die  

den Auftrieb der Tragflächen variieren, sind ständig  

in Bewegung. 83 Computer interpretieren und  

realisieren die Steuereingaben des Piloten.  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Hydroaggregat mit Anbausteuergerät 

Raddrehzahlsensoren Lenkwinkelsensor Drehraten- und Quer- 

beschleunigungssensor 

ABS, ASR: 

Å   Regelung des Brems- bzw.  

  Antriebsschlupfes der    

  Räder 

ESP: 

Å   Verhindert Ausbrechen des  

  Autos 

Å   Zustandsraummethoden   

  erforderlich 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Elektronische Luftfedersysteme 

Mit EAS (Electronic Air Suspension System) nutzt man die Möglichkeiten  

der Elektronik für Fortschritte am Fahrwerk, die höchste Fahrsicherheit,  

besten Komfort und sportliches Handling bieten. EAS passt Federkennlinie, 

Dämpfungskennlinie und Karosserieniveau automatisch an wechselnde  

Fahrzustände und den Beladungszustand des Fahrzeugs an.  

 

Vorteile von EAS 

Å  Reduzierung von Wank- und  

    Nickbewegungen  

Å  Reduzierung sonstiger Aufbau- 

    bewegungen 

Å  Reduzierung der Radlastschwankungen 

Å  Spürbarer Zugewinn an Fahrdynamik  

    und -komfort 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

50 und mehr Steuergeräte im Kfz für: 

Å Motor, Bremse, Lenkung, Batterie, Getriebe, Verteilergetriebe, ... 

Å ESP (inkl. ABS, ASR), Airbags, Schließsystem, Reifendruck, ... 

Å Komfortfunktionen, Klimaanlage, Sitze, Türen, Cockpit, ... 

 

Nicht nur Steuerung und Regelung, auch Diagnosefunktionen. Motorsteuerung: 

1 Lambda-Sonde 2, 2 Drosselklappenstellung, 3 Luftmasse, 

4 Nockenwellenstellung, 5 Ansauglufttemperatur, 

6 Motortemperatur, 7 Getriebestufe, 

8 Fahrzeuggeschwindigkeit, 9 Klopfintensität, 

10 Kurbelwellendrehzahl und oberer Totpunkt (OT), 

11 Batterie, 12 Hauptrelais, 13 Lambda-Sonde 1, 

14 Zündkerzen, 15 EGAS-Steller, 16 Motordrehzahl, 

17 Einspritzventile, 18 Kraftstoffpumpenrelais,  

19  Nockenwellensteuerung, 20 Tankentlüftung, 

21 Saugrohrumschaltung, 22 Sekundärlufteinblasung und 

Abgasrückführung, 23 Heizung Lambda-Sonde  

 

Weiterentwicklung 

Motorsteuerungen 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Regelung des Schreib/Lesekopfes einer Harddisk: 

Å Auf der Spur bleiben: Festwertregelung (Regulation). 

Å In neue Spur fahren: Folgeregelung (Tracking). 

Å Sehr hohe Geschwindigkeitsanforderungen. 

Å Große Störungen: Periodische durch  

Exzentrizität und stoßweise. 

 

 

Magnetschwebebahn Transrapid: 

Å Regelung in vertikaler Richtung (Sollwert 

Abstand Stator-Tragmagnet 10 mm).  

Å Regelung in horizontaler Richtung  

mittels Führungsmagnet. 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Optischer Bildstabilisator bei Digitalkameras: 

Å Ermittlung der Vibrationen der Kamera durch Messung der Winkelgeschwindigkeiten des 

Bildsensors um seine beiden Achsen mittels mikromechanisch hergestellten 

Drehratensensoren nach dem Gyroskop-Prinzip (Ausnutzung der Coriolis-Kraft). 

Å Kompensation (d.h. Regelung auf Wunschposition) der durch Vibrationen verursachten 

Verschiebung der Bildpunkte durch horizontale und vertikale Verschiebung des Bild-

sensors. Alternative: Verstellung der Linsen (Canon: IS, Nikon: VR, Panasonic: OIS) 

Å Als Aktor für die Verstellung des Bildsensors können piezoelektrische (Minolta/Sony) oder 

elektromagnetische (Pentax/Samsung) Stellglieder zum Einsatz kommen (bis ~10Hz). 

 

 

 

 

 

    Super Steady Shot (Sony)     Shake Reduction (Pentax) 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

1.1 Faszination Regelungstechnik 
Quelle: www.digitalkamera.de  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Industrieroboter:  

Å Einsatz in der Fertigung 

Å Kraft- und positionsgeregelt 

Å Gute (nichtlineare) Modelle 

 

 

 

Humanoide Roboter: 

ÅNachbildung menschlicher 

Fähigkeiten: 2-beiniges Gehen, 

Fühlen, Sehen, ... 

ÅNachbildung bestimmter 

tierischer Fähigkeiten, z.B. 

Krabbeln durch Pipelines zur 

Hindernis oder Lecksuche. 

Videos/ctrend_asimo_xvid.avi
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Menschlicher Körper enthält eine Vielzahl an Regelkreisen: 

Å  Körpertemperatur 

Å  Blutzucker 

Å  Blutdruck 

Å  Herzfrequenz 

Å  Alle Hormone ... 

Starke Variation zw. verschiedenen menschlichen Körpern und  

große Änderungen der Umwelt erfordern sehr robuste Funktionsweise Ÿ Regelung! 

Medizin (insbesondere innere) ist oft das Reparieren oder Kompensieren defekter bzw. 

aus dem Gleichgewicht geratener Regelkreise, z.B.: 

Å  Diabetes Typ I: Bauchspeicheldrüse (Stellglied) defekt. Insulin (Stellgröße) muss   

 von außen zugeführt werden.  

Å  Diabetes Typ II: Insulin hat reduzierte Wirkung; die Zellen nehmen Zucker   

 schlecht auf  Ÿ Regelstrecke defekt. Reparatur der Zellen w¿nschenswert;  

 ansonsten: Erhöhte Dosis Insulin von Außen.  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.1 Faszination Regelungstechnik 

Viele wirtschaftliche oder soziale Kennziffern verlaufen in Zyklen  

(sog. Schweinezyklus, 1927): 

Å  Wachstumsraten, Inflation, Devisenkurse, Aktienkurse, Insolvenzen, ... 

Å  Hase/Fuchs-Population, Studentenanfänger-/Neueinstellungszahlen, ... 

Ÿ  Diesen Dynamiken liegen ähnliche Differentialgleichungen zugrunde! 

Jahr 

S
tu

d
e

n
te

n
z
a

h
le

n 

1.  Viele F¿chse fressen viele Hasen Ÿ weniger Hasen 

2.  F¿chse sterben an Hunger, weil nicht genug Hasen da sind Ÿ weniger F¿chse 

3.  Wenige F¿chse kºnnen nicht viele Hasen fressen Ÿ mehr Hasen 

4.  F¿chse haben viel Nahrung Ÿ mehr F¿chse 



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 34 

University

of Siegen

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.2 Geschichte der Regelungstechnik 

Technologien / Methoden: 

Å ï300  Griechen Ÿ Wasserkanªle 

Å 1700 Industrielle Revolution Ÿ 

Dampfmaschine 

Å 1935 Kriegsjahre Ÿ Elektrischer 

Verstärker (Ein-/Ausgangsmethoden) 

Å 1960 Computerzeitalter Ÿ Raumfahrt 

(Zustandsraummethoden) 

Å 1975 Computermassenmarkt Ÿ  

Adaptive Regelung 

Å 1985 Systematisierung beim Regler-

entwurf Ÿ Robuste Regelung 

Å 1995 Leistungsfähige Berechnungs-

methoden Ÿ Konvexe Optimierung 

James Watt, 1788: 

Fliehkraftregler für 

Dampfmaschinen 

Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki /Fliehkraftregler 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.2 Geschichte der Regelungstechnik 

Regelungstechnische Meilensteine: 

Å 1788  James Watt: Fliehkraftregler 

Å 1868  Maxwell: DGL-Beschreibung verschiedener Regler 

Å 1895  Hurwitz: Stabilitätskriterium basierend auf Nennerpolynom 

Å 1922  Minorsky: PID-Regler 

Å 1932  Nyquist: Stabilitätskriterium basierend auf Ortskurve 

Å 1942   Ziegler/Nichols: Einstellregeln für PID-Regler 

Å 1942  Wiener: Filter und Prädiktion 

Å 1945  Bode: Frequenzganganalyse 

Å 1948  Evans: Wurzelortskurve 

Å 1956  Pontryagin: Maximumprinzip (zeitoptimale nichtlineare Steuerung) 

Å 1960  Kalman: Kalman-Filter, Dualität zw. Zustandsregler und -beobachter 

Å 1962  Bellman: Dynamische Programmierung (numerische Lsg. dyn. Opt.) 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Eigenschaften einer Regelung: 

Å Messen: Regelgröße wird mittels Sensor gemessen oder aus gemessenen Größen 

berechnet. 

Å Vergleichen: Regelgröße (Istwert) wird mit Führungsgröße (Sollwert) verglichen: 

Regelabweichung e(t) = w(t) ï y(t). 

Å Stellen: Aus Regelabweichung wird Stellgröße berechnet und auf Stellglied/ Aktor 

gegeben.  

Stellglied / 

Aktor  

Stellgröße 

u(t) 
Prozess 

Regelgröße 

yP(t) 

Störung d(t) 

Messglied 

/ Sensor 

Regler 
Führungs- 

größe w(t) 

(Sollwert) 

gemessene Regelgröße 

y(t) 

(Istwert)  

uP(t) 

Regelabweichung 

e(t) 

Regelstrecke 
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Regelgröße 

/Istwert 

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel Geschwindigkeitsregelung (Tempomat) 

Ziel des Tempomats: Die Geschwindigkeit des Autos soll  

möglichst gut der vom Fahrer vorgegebenen Wunsch- 

geschwindigkeit folgen.  

Erweiterung Adaptive Cruise Control: Das Auto soll  

dem vorausfahrenden Fahrzeug folgen. Was ändert sich? 

 

Wunsch- 

geschwindigkeit 

Geschwindigkeit Geschwindigkeits- 

abweichung 

Fahrpedal 

Regler 

Sensor /  

Messglied 

gemessene 

Geschwindigkeit 

Stellgröße 

Prozess / 

Strecke 

inkl. Aktor 

Regelabweichung 
Führungsgröße 

/Sollwert 

Tachometer 

Längsdynamik 

des Autos 
z.B. PID 

rückgekoppelte 

Größe 

Steigungen, 

Wind, é 

Stör- 

größen 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel Geschwindigkeitsregelung (Tempomat) 

Was genau verbirgt sich hinter dem Block Prozess / Strecke? 

Aktor: Elektromotor zur  

Verstellung der Drosselkl. 
Drosselklappe 

Verbrennungs- 

motor 
Getriebe 

Fahrzeug & 

Umgebung 

Differential  

Rad 

Inverser  

Antriebsstrang 

Integrator  



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 39 

University

of Siegen

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel Geschwindigkeitsregelung (Tempomat) 

Vereinfacht ergeben sich folgende formelmäßige Zusammenhänge: 

Aktor: Elektromotor zum 

Bewegen des Fahrpedals 

Drosselklappe 

Verbrennungs- 

motor 

Getriebe 

Differential  

Rad 

Fahrzeug & 

Umgebung 

Motordynamik vernachlässigt! 

Antriebsstrangdynamik vernachlässigt! 

Luftpfaddynamik vernachlässigt! 

Aktordynamik vernachlässigt! 
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Regelgröße / 

Istwert 

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel Temperaturregelung mit elektrischer Heizung 

Ziel: Die Temperatur des Raumes soll möglichst gut der 

vorgegebenen Wunschtemperatur folgen. 

Wie wirkt sich eine bessere Wärmedämmung des Hauses 

aus? Was passiert, wenn die Raumtemperatur sehr nahe am  

Heizkörper gemessen wird (wie beim Thermostat üblich)? 

 

Wunsch- 

temperatur 

Temperatur Temperatur- 

abweichung 

Strom 

Regler 

Sensor /  

Messglied 

gemessene 

Temperatur 

Stellgröße 

Prozess / 

Strecke 

inkl. Aktor 

Regelabweichung 
Führungsgröße / 

Sollwert  

Temperatur- 

fühler  

Temperaturausgleich 

über Heizung und Raum 

z.B. Zwei- 

punktregler  

rückgekoppelte 

Größe 

Außentemperatur, 

offene Türen o. Fenster, 

Wärmeerzeugung im Raum 

(Kamin, viele Personen), é 

Stör- 

größen 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Regelung eines Elektrofahrzeugs 

Eigenschaften: 

Å Auto hat ein Getriebe mit nur einen Gang. 

Å Auto hat ein ĂFahrpedalñ von ī100% bis +100%. Im positiven Bereich wird die E-

Maschine als Motor (Antrieb) genutzt; im negativen Bereich als Generator (Bremse). 

Å Geschwindigkeiten sind so klein, dass der Luftwiderstand vernachlässigbar ist: 

o People Mover (Flughafen), 

o Kran, 

o Gabelstapler, é 

 

Å Regelgröße: Geschwindigkeit des Fahrzeugs v (Tempomat) 

Å Stellgröße: Fahrpedal FP 

Å Führungsgröße: gewünschte Geschwindigkeit vw 

Å Regelabweichung: e = vw ī v 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Messungen am Fahrzeug (ohne Regelung) 

1. Messung: Vollgas geben zum Zeitpunkt t = 0 sec.  

Ÿ Fahrzeug beschleunigt in ca. 10 sec auf seine Höchstgeschwindigkeit vmax = 40 km/h. 

2. Messung: Stufenweises Hochbeschleunigen.  

Ÿ Je nach Lªnge der ĂStufeñ erreicht das Fahrzeug seine Endgeschwindigkeit oder nicht. 

 

Regelgröße 

Geschwindigkeit v 
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  1.3 Regelkreis 

3. Messung: Kontinuierliches Gasgeben von 0% bis 100% von t = 0 sec bis t = 5 sec. 

Ÿ Fahrzeug Ăhinktñ dem Fahrerwunsch stark hinterher und erreicht erst deutlich nach t = 5 

sec seine Höchstgeschwindigkeit vmax. 

4. Messung: Kontinuierliches Gasgeben von 0% bis 100% von t = 0 sec bis t = 40 sec. 

Ÿ Fahrzeug folgt dem Fahrerwunsch und erreicht kurz nach t = 40 sec sein vmax. 

Zeit t  [sec] 

Zeit t  [sec] 
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v
  [

k
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1. Einführung in die Regelungstechnik 
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  1.3 Regelkreis 

5. Messung: Langsames sinusförmiges Gasgeben zwischen 0% bis 100%. 

Ÿ Fahrzeug Ăhinktñ leicht nach, erreicht aber fast vmax. 

6. Messung: Schnelles sinusförmiges Gasgeben zwischen 0% bis 100%. 

Ÿ Fahrzeug kann Fahrpedal kaum folgen; schwingt um 20 km/h (nach Einschwingphase). 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 
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  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Statischer Zusammenhang zwischen Stell- und Regelgröße 

Vernachlässigt man den quadratisch wirkenden Luftwiderstand (was bei kleinen 

Geschwindigkeiten realistisch ist) und alle anderen Nichtlinearitäten, so ergibt sich 

folgender linearer Zusammenhang zwischen Stellgröße und Regelgröße: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Aus dieser statischen Kennlinie kann man ablesen, wie viel Prozent Gas man geben muss, 

um asymptotisch (d.h. für t Ÿ Ð) eine gew¿nschte Geschwindigkeit zu erreichen.  

Z.B.: FP = 100%  Ÿ  v = 40 km/h,    FP = 25%  Ÿ  v = 10 km/h. 

1. Einführung in die Regelungstechnik 
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v  [km/h]  
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  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Messungen am geregelten Fahrzeug (mit PI-Regler), vw = 10 km/h 

 

1. Einführung in die Regelungstechnik 
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  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Messungen am geregelten Fahrzeug, vw = Rampe (schnell/langsam) 

1. Einführung in die Regelungstechnik 
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  1.3 Regelkreis 

Beispiel: Erkenntnisse aus Messungen und Regelung am Fahrzeug 

Messungen an der Regelstrecke (Fahrzeug): 

Å Typischer Tiefpass-Charakter, d.h. langsam veränderlichen (niederfrequenten) 

Eingangssignalen kann gefolgt werden; schnell veränderliche (hochfrequente) 

Eingangssignale werden stark gedämpft. 

Å Die Kennlinie gibt den statischen Zusammenhang (im eingeschwungenen Zustand) 

zwischen Eingangs- und Ausgangsgröße an. 

Å Nach Abwarten der Einschwingphase antwortet die Strecke auf ein Sinussignal auch mit 

einem Sinussignal der selben Frequenz, allerdings frequenzabhängig mit anderer 

Amplitude und Phase. 

Geschwindigkeitsregelung des Fahrzeugs:  

Å Schnelligkeit der Regelung kann über Reglerverstärkung eingestellt werden.  

Å Schnelle Regelung erfordert Stellgrößenüberhöhung.  

Å Zu starke Stellgrößenüberhöhung führt zu Überschreitung der Stellgrößenbeschränkung. 

Å Zu schnellen Führungsgrößenänderungen kann auch die Regelung nicht folgen.  

1. Einführung in die Regelungstechnik 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Ergänzende Bemerkungen: 

Å Eigentlich möchte man die wirkliche Regelgröße yP(t) regeln und nicht y(t). Man würde 

sich also für den Sensor ein Übertragungsverhalten = 1 wünschen. Es ist allerdings 

meist möglich, die statische und dynamische Verzerrung des Sensors zu vernachlässigen 

bzw. (teilweise) zu kompensieren, so dass y(t) å yP(t)!  

Å Das Stellglied ist bei manchen Problemstellungen schon vorgegeben. Mehr Freiheiten 

hat der Regelungstechniker, wenn das Stellglied noch gewählt werden kann.  

ACHTUNG: Am Prozess kommt immer nur die Ausgangsgröße des Stellglieds uP(t) an. 

Wenn das Stellglied langsam ist und/oder einen kleinen Stellbereich (von Minimal- bis 

Maximalanschlag) aufweist, können diese Einschränkungen mit keinem noch so 

Ătollenñ Regler ¿berwunden werden. 

Å Grundprinzip einer Regelung ist die Rückkopplung der Regelgröße. Die Stellgröße wird 

so verändert, dass sich die rückgekoppelte Regelgröße in der gewünschten Weise 

(entsprechend der Führungsgröße) entwickelt. Ohne Messung ist keine Rückkopplung 

möglich. ABER: Messungen müssen nicht immer zur Rückkopplung verwendet werden. 

Ÿ Prinzip der Steuerung.  
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Warum Regeln? Vorteile: 

Å Regelgröße folgt Führungsgröße. 

Å Störungen werden eliminiert (weggeregelt); auch wenn sie nicht gemessen werden.  

Å Eine ungefähre Beschreibung (Modell) der Regelstrecke ist ausreichend.  

Ungenauigkeiten eines Modells der Regelstrecke werden (in gewissen Grenzen) von der 

Regelung kompensiert. Man sagt auch:     

 Eine Regelung ist robust 

in Bezug auf Modellungenauigkeiten.  

Å Instabile Regelstrecken können nur durch Rückkopplung stabilisiert werden. 

 

Nachteile: 

Å Die Rückkopplung macht die Analyse des Systems komplizierter. 

Å Die Regelung kann instabil werden, d.h. die Stell- und Regelgröße können gegen 

unendlich bzw. ihre physikalischen Grenzen laufen. 

Å Genaue und dynamisch schnelle Messung kann aufwändig oder teuer sein. 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.3 Regelkreis 

Physikalische Größen: 

Å Messung von: el. Strom, el. Spannung, Weg, Winkel, Füllstand, Geschwindigkeit, 

Drehzahl, Beschleunigung, Winkelbeschleunigung,  

Kraft, Drehmoment, Druck, Temperatur, Volumen-/Massenstrom, ... 

Messglied / Sensor (die Augen): 

Å Drehspule, Generator, Potentiometer, kapazitiver/induktiver Sensor,  

Schwimmer, Lichtschranke, Wirbelstrom, Dehnungsmessstreifen,  

Widerstandsthermometer, Thermoelement, Stauscheibe, Heissfilm, ...  

Stellglied / Aktor  (die Muskeln): 

Å Schrittmotor, Thyristor, Elektromagnet, Stelltransformator, Ventil,  

Pumpe, Hubkolben, Drehkolben, Membranantrieb, Piezokristall, ... 

Regler (das Gehirn): 

Å Analog: Operationsverstärkerschaltungen, Hydraulik, Pneumatik 

Å Digital: Software 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.4 Steuern versus Regeln 

Steuerung: 

Å Keine Rückkopplung. 

Å Keine Messung notwendig (trotzdem kann auch eine Steuerung Messwerte verarbeiten; 

nur darf nicht die Stellgröße u(t) aus der ĂRegelgrºÇeñ y(t) bestimmt werden. 

Ÿ Keine Kompensation von Störungen und Modellungenauigkeiten! 

Info: Strecke = Stellglied/Aktor + Prozess 

 

 

Steuerung Strecke 
w(t) y(t) u(t) 

d(t) 

Regler Strecke 
w(t) y(t) u(t) 

d(t) 

e(t) 

Steuerung 

Regelung 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.4 Steuern versus Regeln 

Optimale Steuerung: 

Å Forderung: Regelgröße soll Führungsgröße folgen, d.h.: y(t) = w(t). 

Å Es sei y(t) = GS u(t). GS beschreibt das Verhalten der Strecke. Dazu später mehr... 

Å Optimale Steuerung: Inverse der Strecke, d.h. u(t) = GS
-1 w(t).  

Ÿ y(t) = w(t) + d(t), d.h. das Ziel ist erreicht, nur die Störung d(t) ist nicht beseitigt. 

 

 

 

Wenn Störung d(t) messbar (ansonsten ist nichts besseres machbar!):  

Å Dann kann sie durch Subtraktion von der Führungsgröße kompensiert werden. 

Ÿ y(t) = w(t), d.h. das Ziel ist erreicht! 

w(t) y(t) = w(t) + d(t) u(t) 

d(t) 

GS GS
-1 

w(t) y(t) = w(t) u(t) 

d(t) 

GS GS
-1 w(t) 

~ 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.4 Steuern versus Regeln 

Einschränkungen zur optimalen Steuerung: 

Å  Das Verhalten der Strecke GS ist niemals exakt bekannt; bestenfalls kennt man ein gutes 

 Modell GM der Strecke mit GM å GS. 

 

 

 

 

Å  Manche Störungen lassen sich nicht messen. 

Å  Teile des Streckenverhaltens dürfen bzw. können gar nicht invertiert werden, weil: 

1. Die Inverse instabil wäre. 

2. Die Inverse in die Zukunft schauen müsste. 

3. Die Inverse rein differenzierendes Verhalten aufweisen würde.  

Problem 1 und 2 können auftreten, hängen von dem Streckenverhalten ab. Problem 3 tritt in 

der Praxis fast immer auf. Dazu später mehr... 

 

w(t) y(t) å w(t) u(t) 

d(t) 

GS GM
-1 w(t) 

~ 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.4 Steuern versus Regeln 

Å  Trotz dieser Einschränkungen ist die Steuerung mit einer näherungsweisen Inversen GM 

 das Beste, was man mit einer Steuerung erreichen kann. Es gibt verschiedene Methoden 

 eine näherungsweise Inverse zu berechnen, die verschiedene Vor- und Nachteile 

 aufweisen. Dazu später mehr... 

Å  Zusammenfassend nochmals die Vor- und Nachteile einer Steuerung im Vergleich 

 zur Regelung:  

 +  Keine Messung der Regelgröße erforderlich. 

 +  Einfacher Entwurf durch näherungsweise Inversion des Streckenmodells.  

 +  Dynamisch schnell, d.h. y(t) folgt w(t) mit nur geringer (im theoretischen    

  Idealfall ganz ohne) Zeitverzögerung. 

 ï  Nicht messbare Störungen können nicht kompensiert werden.  

 ï  Modellungenauigkeiten wirken sich voll aus. 

Zu letztgenannten schwerwiegenden Nachteil ein triviales Beispiel mit d(t) = 0:  

GS = K     GM = K + ‐   Ÿ  y(t) = GM
-1 GS w(t) = K / (K + ‐) w(t) = 1 / (1 + ‐/K) w(t) 

d.h. die Regelgröße folgt der Führungsgröße mit einem systematischen Fehler.  

~ 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.4 Steuern versus Regeln 

 Steuerung: 3D-Drucker    Regelung: CNC-Drehmaschine 

 

 

 

 

 

 

 

 

ǒ  einfach     ǒ  komplex 

ǒ  Schrittmotoren    ǒ  positionsgeregelt 

ǒ  begrenzte Genauigkeit   ǒ  hochgenau 

ǒ  Störungen werden vernachlässigt  ǒ  Störungen werden  

          ausgeregelt 



Prof. Dr.-Ing.  

Oliver Nelles 
Seite 57 

University

of Siegen

Beispiele für Steuerungen 

Å   Gasherd, Mikrowelle, manuelle Klimaanlage (Auto) und Hausheizung, aber NICHT:  

  Kühlschrank, Backofen, moderne Hausheizung: Temperatur soll genau eingehalten 

 werden; daher wird sie gemessen und geregelt!  

Å  Dimmer zur Beleuchtung: Mensch agiert als Regler indem der den Dimmer so lange 

  dreht bis gewünschte Helligkeit erreicht ist.  

Å  Schrittmotoren zur Positionierung: Zähler der Schritte erlaubt Rückschluss auf Position 

 auch ohne Messung, allerdings nur für genügend kleine Störungen (Drehmomente).  

Å  Verbrennungsmotor: Regelung wäre wünschenswert aber lässt sich kaum realisieren, da 

 mögliche Regelgrößen (Motordrehmoment oder Verbrennungsdruck im Zylinder) nicht 

 in Serie sondern nur am Motorprüfstand gemessen werden können (zu teuer, zu wenig 

 robust). AUSNAHMEN: Lambda-Regelung, Leerlaufregelung.  

Å  Straßenbeleuchtung: Evtl. eingeschaltet bei Unterschreiten einer Helligkeitsgrenze, 

 ABER die Helligkeit wird nicht geregelt! 

Å  Ampel: Evtl. verkehrsflussgesteuert durch Fahrzeugmessung mittels Induktionsschleifen.  

1. Einführung in die Regelungstechnik 

1.4 Steuern versus Regeln 
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Die beiden Hauptnachteile der Steuerung werden von der Regelung aufgehoben! 

 

Wenn die Inverse der Strecke der optimalen Steuerung entspricht,  

welche Rolle spielt sie bei einer Regelung?  

Ohne Störung (also d(t) = 0) ergibt sich: 

 

 

 

Ÿ   Für große Werte von GRGS ist y(t) å w(t), d.h. der Regler zusammen mit der    

 Rückkopplung erzeugt implizit eine näherungsweise Inverse.  

 

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.5 Prinzip Rückkopplung 

GS 

w(t) y(t) u(t) 

d(t) 

e(t) 
GR 
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Der optimale Regler wäre demnach GR Ÿ Ð. 

 

Und das Beste dabei ist, dass y(t) å w(t) selbst dann gilt, wenn man statt des realen 

(unbekannten) Streckenverhaltens GS sein (fehlerbehaftetes) Modell GM verwendet und eine 

Störung (also d(t) Í 0) vorliegt:  

y(t) = GRGS [w(t) ï y(t)] + d(t)   Ÿ    (1 + GRGS) y(t) = GRGS w(t) + d(t) 

 

 

und damit für GR Ÿ Ð: y(t) = w(t).  

Dies bedeutet: Eine Regelung ist robust (d.h. unempfindlich) in Bezug auf Modellfehler und 

Störungen. Sie werden im Gegensatz zur Steuerung kompensiert, wenn GR Ÿ Ð. In der 

Praxis ist es nicht möglich, generell GR Ÿ Ð zu realisieren. Aber man kann dies f¿r 

bestimmte Frequenzen bzw. Frequenzbereiche (exakt bzw. näherungsweise) tun. Dazu 

später mehr... 

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.5 Prinzip Rückkopplung 

0 1 
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Beispiele für Regelungen (meist digital in elektronischen Steuergeräten) im Kfz 

Name  Stellgröße    Regelgröße 

‗-Regelung Einspritzmenge/Luftmasse  Luft-Kraftstoff-Verhältnis ‗ 

Leerlaufregelung Einspritzmenge/Luftmasse   Motordrehzahl  

Tempomat  Motorleistung und evtl. Gang  Fahrzeuggeschwindigkeit 

ABS  Bremsdruck über Hydraulikventile Bremsschlupf/Raddrehzahl 

ASR  Motorleistung    Antriebsschlupf/Raddrehzahl 

Aktives Fahrwerk Federkonstante des Fahrwerks Wankwinkel des Fahrzeugs 

Niveauregulierung Federkonstante des Fahrwerks Abstand zw. Karosserie und Achse 

Leuchtweite Vertikaler Winkel der Scheinwerfer Nickwinkel des Fahrzeugs 

Kurvenlicht Horizontaler Winkel der Scheinwerfer Lenkradwinkel 

Klimaanlage Kompressorleistung  Temperatur 

Abblend. Spiegel Reflexionsgrad des LCD  Lichteinfall auf den Innenspiegel 

Auto. Scheibenw. Scheibenwischermotor  Regendichte 

1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.5 Prinzip Rückkopplung 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.6 Automatisierungstechnik 
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Data
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Sekunden
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.6 Automatisierungstechnik 

Automatisieren ist mehr als Steuern und Regeln kontinuierlicher Prozesse:  

Å Steuerung ereignisdiskreter Prozesse (SPS) 

Å Prozessvisualisierung 

Å Überwachung, Fehlererkennung, Fehlerdiagnose, Rekonfiguration 

Å Optimierung 

Å Datenspeicherung, Data Mining  

Å Kommunikationsysteme / Vernetzung / Bussysteme 

Å Messtechnik / Sensorik 

Å Stellglieder / Aktorik 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.7 Kybernetik 

Der Begriff Kybernetik (griechisch: Steuermann) wurde von Norbert Wiener 1947 geprägt. 

Er beschreibt die Wissenschaft komplexer dynamischer Systeme, die dazu dienen ein 

Gleichgewicht aufrecht zu erhalten oder ein Ziel zu erreichen (Navigation).  

Das universelle Prinzip der Rückkopplung ist damit das zentrale Element der Kybernetik. 

Sie wird oft die ĂKunst des Steuernsñ beschrieben.  

 

Die Kybernetik ist eine Zusammenführung  

u.a. der folgenden Disziplinen: 

Å  Regelungstechnik und Systemtheorie 

Å  Nachrichtentechnik und Informationstheorie 

Å  Entscheidungs- und Spieltheorie 

 

 

        Norbert Wiener 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 

  1.9 Wichtige Begriffe in englischer Sprache 

Regelung 

Steuerung 

offener / geschlossener Regelkreis 

Prozess / Regelstrecke 

Modell / Modellierung 

Regler 

Regelgröße 

Stellgröße 

Führungsgröße 

Störgröße / Rauschen 

Regelabweichung 

Festwertregelung / Folgeregelung 

Sensor / Stellglied, Aktor 

Optimierung / Adaption 

feedback control, closed-loop control 

feedforward control 

open / closed (control) loop 

process / plant 

model / modeling 

controller 

controlled variable, control output 

manipulated variable, control variable 

reference 

disturbance / noise 

control deviation, control error 

regulation / tracking 

sensor / actuator 

optimization / adaptation 
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1. Einführung in die Regelungstechnik 
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Grundlage dieser Vorlesung: 

Å Lunze: ĂRegelungstechnik 1ñ, 4. Aufl., Springer, 2004. (635 Seiten).  

Web Site: http://www.esr.ruhr-uni-bochum.de 

Å Goodwin, Graebe, Salgado: ĂControl System Designñ, Prentice Hall, 2000.  

(944 Seiten). Web Site: http://csd.newcastle.edu.au/control/ 

Å Dorf, Bishop: ĂModerne Regelungssystemeñ, Pearson, 2005. (1168 Seiten). 

Å Interessante Bücher kostenlos als PDF verfügbar. Unter http://link.springer.com/ nach 

ĂRegelungstechnikñ suchen. 
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2. Modellierung linearer 

dynamischer Systeme 
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Mechanisches Beispiel 

 

 

 

 

Kräftebilanz in x-Richtung:  

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

F(t) x(t) d 

c 

m 

Variablen: 

Å  Eingangsgröße: Kraft F 

Å  Ausgangsgröße: Weg x 

Parameter: 

Å  Feder mit Federkonstante  c 

Å  Dämpfer mit Dämpfungskonstante d 

Å  Masse m 

Eingang Ausgang 

2.1 Beispiele 
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Elektrisches Beispiel 

 

 

 

 

Spannungsbilanz: 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

Variablen: 

Å  Eingangsgröße: Spannung U 

Å  Ausgangsgröße: Strom I 

Parameter: 

Å  Kondensator mit Kapazität C 

Å  Ohmscher Widerstand R 

Å  Spule mit Induktivität L 

U(t) 

I(t)  
R L 

C 

Eingang Ausgang 

2.1 Beispiele 
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2.1 Beispiele 

Verfahrenstechnisches Beispiel 

 

 

 

 

 

Ÿ  Modellierung in Beispiel 4.3 aus Lunze 1.  

Lösung vom selben Typ wie die beiden anderen Beispiele:  

 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 
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Alle drei Beispiele führen auf eine Gleichung des selben Typs! 

 

Vergleich zwischen mechanischem und elektrischem Beispiel: 

Å Jeweils ein Energieverbraucher (Energie wird in Wärme umgewandelt): 

Dämpfer d  ź  Widerstand R 

Å Jeweils zwei Energiespeicher: 

- Feder c (potentielle E.: ½ĀcĀx2)  ź  Kondensator C (elektrische E.: ½Ā1/CĀQ2) 

- Masse m (kinetische E.: ½ĀmĀv2)  ź  Spule L (magnetische E.: ½ĀLĀI2) 

    v = x  ź  I = Q 

 Wenn der Energieverbraucher nicht zu groß ist, wird die Energie von einem Speicher 

zum anderen hin- und hertransportiert Ÿ Schwingkreis.  

 Wenn der Energieverbraucher zu groß ist, wird die Energie verbraucht (also in Wärme 

umgewandelt und damit dem System entzogen) bevor es zum Schwingen kommen kann.  

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.1 Beispiele 

ǒ ǒ 
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Linearität:  

Ein Zusammenhang y = f (x) ist linear, wenn gilt:  

Å  Additivität (Superpositionsprinzip):  f (x1) + f (x2)  =  f (x1 + x2) 

Å  Homogenität (Verstärkungsprinzip):  KĀf (x)  =  f (KĀx) 

Beispiel: 1-dimensionale lineare Funktion: Gerade durch den Ursprung: y = ax. 

Wir beschäftigen uns zu 95% nur mit linearen DGLs.  

 

Affinität:  

Wenn ein Zusammenhang bis auf einen Gleichwert linear ist, dann ist er affin. 

Beispiel: 1-dimensionale affine Funktion: Gerade: y = ax + b. 

Durch eine lineare Koordinatentransformation lässt sich aus einem affinen 

Zusammenhang ein linearer machen. Deshalb können affine und lineare Systeme mit 

den selben Methoden behandelt werden.  

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 
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Kausalität:  

Der Ausgang eines kausalen Systems zum Zeitpunkt t = t0 hängt nur von Größen der 

Gegenwart und der Vergangenheit (also von t Ò t0) ab; insbesondere kann eine 

Eingangsgröße zum Zeitpunkt t = t0 nur den gegenwärtigen und den zukünftigen (also für  

t Ó t0) Verlauf der Ausgangsgröße beeinflussen.  

Solange Zeitreisen unmöglich sind, ist jedes reale System kausal. Trotzdem gibt es 

Anwendungen für akausale (nicht kausale) Systeme: 

Å  Wenn im Computer ein zuvor gemessener Datensatz gespeichert wurde, kann man 

 (innerhalb der Datensatzgrenzen) auf Ăzuk¿nftige Datenñ zugreifen. Somit ist z.B. eine 

 akausale Filterung der Daten möglich. 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 

gespeicherter Datensatz 

Zeit t0 tAnfang tEnde 

ĂVergangenheitñ ĂZukunftñ 
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2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 

Datenpuffer 

Zeit t0 tAnfang 

ĂVergangenheitñ ĂZukunftñ 

Weiteres Beispiel für Akausalität: 

Å Messdaten werden nicht sofort bearbeitet sondern in einem Puffer zwischengespeichert. 

Innerhalb der Grenzen des Puffers kann dann auf die Zukunft zugegriffen werden.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Diese Vorgehensweise ist bei rückgekoppelten Signalen nicht sinnvoll! Warum? 

Å Pufferung bedeutet Zeitverzögerung. Das verschlechtert die Regelung, weil die 

Informationen über Regelabweichungen später eintreffen. Dazu später mehr... 

Jetzt 

(in realer Zeit) 
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Zeitinvarianz:  

Ein System ist zeitinvariant, wenn es sich über die Zeit nicht ändert. D.h. die Antwort  

y(t+t0) auf ein identisches Eingangssignal u(t+t0) ist von t0 unabhängig.  

Beispiel: Typisches zeitvariantes Verhalten ist Verschleiß. Wird oft vernachlässigt. 

Weiteres Beispiel: Ein typisches zeitvariantes System ist eine startende Rakete. Ihre 

Masse ändert sich durch den verbrannten Treibstoff.  

Gleiches gilt für ein Auto; nur hier ist die Masseveränderung im Bereich < 5% und 

damit meist vernachlässigbar. Also kann die Längsdynamik eines Autos mit einer 

zeitinvarianten DGL modelliert werden. Dies gilt nicht mehr, wenn das Auto sehr stark 

be- oder entladen wird. Im Gegensatz zur Rakete ist hier die Zeitvarianz sprungförmig 

(zu den Be- oder Entladungszeitpunkten) und nicht kontinuierlich.  

 

Konzentrierte Parameter:  

Wir nehmen an, dass die betrachteten Systeme durch gewöhnliche DGLs mit 

konzentrierten Parametern beschrieben werden können. Partielle DGLs werden hier 

nicht behandelt.  

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 
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Es scheint eine große Einschränkung zu sein, wenn wir uns auf gewöhnliche, 

zeitinvariante, kausale, lineare DGLs konzentrieren. Dem ist nicht so, weil:  

Å  Jeder reale Prozess ist kausal. 

Å  Bei den meisten Prozessen ist eine Zeitvarianz so klein in ihrer Auswirkung 

 oder so langsam, dass sie vernachlässigbar ist oder mit der Theorie 

 zeitinvarianter Systeme näherungsweise behandelt werden kann.  

Å  Prozesse mit verteilten Parametern können oft näherungsweise mit 

 konzentrierten Parametern beschrieben werden. Andernfalls stellen sie ein 

 Spezialgebiet dar, dessen Behandlung die hier besprochenen Methoden 

 erweitert und damit deren Kenntnis voraussetzt.  

Å  Zwar sind alle Prozesse nichtlinear aber viele lassen sich näherungsweise durch 

 lineare Modelle beschreiben. Wo dies nicht möglich ist (bei schnellen, 

 häufigen Arbeitspunktwechseln z.B.) können evtl. mehrere lineare Modelle, 

 zwischen denen gewechselt wird, genügen. Andernfalls müssen sehr viel 

 komplexerer nichtlineare Methoden verwendet werden, die aber auch die 

 Kenntnis der linearen Verfahren erfordern!  

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 
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Häufig wurde bisher und wird in der Zukunft der Begriff Ănªherungsweiseñ 

verwendet. Es gibt, zusätzlich zu den oben genannten, weitere Gründe, warum unsere 

Modelle die betrachtete Regelstrecke nur approximativ beschreiben können:  

Å  Der Prozess ist nicht gut verstanden (insbesondere bei biologischen und 

 chemischen aber auch bei thermo- und fluiddynamischen Prozessen).  

Å  Die Modelle sind zu komplex, als dass sie sinnvoll für einen Reglerentwurf 

 genutzt werden können (Rechenzeit, Überblick, intuitives Verständnis, ...).  Es 

 müssen Vereinfachungen durchgeführt werden. Ÿ Modellreduktion. 

Å  Die Modelle enthalten unbekannte Parameter, die nicht (oder nur ungenau) aus den 

 vorhandenen Daten bestimmt (geschätzt) werden können.  

Å  Die geschätzten Parameter im Modell weisen statistische Unsicherheiten auf, weil 

 die zur Schätzung verwendeten Daten stark verrauscht waren.  

Wir müssen also mit Modellen leben, die nur näherungsweise richtig sind. Zum Glück 

haben wir in Kap. 1 gesehen, dass eine Regelung robust in Bezug auf Modell-

ungenauigkeiten ist! 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

2.2 Linearität und weitere Eigenschaften 
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2.3 Generelle Vorgehensweise bei der Modellierung 

Aufgabe der Modellierung: 

Å Systemzerlegung: System wird in Komponenten zerlegt. 

Å Komponentenmodelle: Gesetze aufschreiben, die jede Komponente beschreiben. 

Å Kopplungsbeziehungen: Beziehungen aufschreiben, die zwischen den Komponenten 

bestehen.  

Å Modellumformung: Gleichungen zu einer DGL zusammenfassen und nach Eingangs- 

und Ausgangsgrößen ordnen.  

 

Beim Aufstellen der Gesetzmäßigkeiten können wir unterscheiden:  

Å Bilanzgleichungen: Energiestrombilanz, Impulsbilanz, ... 

Å Konstitutive Gleichungen: u.a. Verbindung von Potential- mit Flussgrößen: 

Induktionsgesetz, Wärme- / Flüssigkeitsspeicher, Spule / Kondensator, ... 

Å Phänomenologische Gleichungen: irreversible Prozesse: Wärmeleitung, ohmsches 

Gesetz, ... 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 
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2.4 Allgemeine lineare DGL n-ter Ordnung 

In den Beispielen aus Kap. 2.1 haben wir bereits gesehen, dass sich verschiedenste Prozesse 

aus eine lineare DGL gleichen Typs zurückführen lassen. Zum größten Teil werden 

folgende allgemeine gewöhnliche, kausale, zeitinvariante, lineare DGL die Grundlage sein: 

 

 

 

Å  In Praxis realisierbar sind nur Systeme mit n > m. Für rechnerische Zwischen-

 ergebnisse muss diese Bedingung aber nicht erfüllt sein. Dazu später mehr... 

Å  Man kann ohne Einschränkungen an = 1 setzen (Gleichung durch an teilen). 

Å  Zur Lösung der DGL benötigen wir die folgenden Anfangsbedingungen zu einem  

 Zeitpunkt t0 (wird meist als t0 = 0 gewählt):  

 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

u(t) y(t) 
System 

1. Ableitung 
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2.5 Homogene und partikuläre Lösung der DGL 

Skizze des Lösungswegs: 

Å Die homogene DGL beschreibt das Verhalten ohne Eingangsgröße (also für u(t) = 0), 

das sog. Eigenverhalten, d.h. das System bleibt von den Anfangswerten ausgehend sich 

selbst überlassen:  

 

 

Å Die Lösung dieser homogenen DGL nennen wir yfrei(t).  

Å Mit Hilfe von yfrei(t) können wir die partikuläre Lºsung der DGL mittels ĂVariation der 

Konstantenñ (siehe Mathematik) berechnen. Sie bezeichnet den Teil der Lºsung, der 

durch ein von Null verschiedenes Eingangssignal (u(t) Í 0) erzeugt wird. Da dieser 

Lösungsanteil durch das Eingangssignal vom System erzwungen wurde, nennen wir ihn 

yerzw(t).  

Å Die Gesamtlösung ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten auf die 

Anfangsbedingungen und auf das Eingangssignal: 

 y(t) = yfrei(t) + yerzw(t) 

 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 
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DGL 1. Ordnung: 

 

Lösung:   

 

3 Fälle für die homogene Lösung: 

Å a0 > 0:  yfrei(t) klingt exponentiell von der Anfangsbedingung y(0) auf 0 ab.  

Å a0 = 0:  yfrei(t) verharrt an der Anfangsbedingung y(0). 

Å a0 < 0:  yfrei(t) wächst exponentiell von der Anfangsbed. y(0) über alle Grenzen.  

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.6 Lösung der DGL 1. Ordnung 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

a0 = 0 

a0 > 0 

a0 < 0 

Zeit t 

yfrei(t) 

y(0) 

Faltungsintegral 
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2.6 Lösung der DGL 1. Ordnung 

Partikuläre Lösung für Einheitssprung als Eingangssignal                         : 

 

 

 

3 Fälle für die partikuläre Lösung: 

Å a0 > 0:  yerzw(t) nähert sich exponentiell seinem Endwert b0/a0.  

Å a0 = 0:  yerzw(t) steigt rampenförmig an (verläuft entlang einer Geraden). 

Å a0 < 0:  yerzw(t) wächst exponentiell über alle Grenzen. 

 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
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Zeit t 

yerzw(t) 

a0 = 0 

a0 > 0 

a0 < 0 
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2.7 Lösung der DGL 2. Ordnung 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 

DGL 2. Ordnung: 

 

Wurzeln (Nullstellen) der charakteristischen Gleichung                                 :  

 

 

3 Fälle für die homogene Lösung (Konst. C1 und C2 ergeben sich aus den Anfangsbed.): 

1.   a1
2/4 > a0:  2 reelle Wurzeln ‗1/2:   

 

 

2.  a1
2/4 = a0:  2 identische reelle Wurzeln ‗1 = ‗2:   

 

 

3.  a1
2/4 < a0:  konjugiert komplexe Wurzeln ‗1/2 = ‌ ± i‍:   

 

 

 

Überlagerung zweier  

DGLs 1. Ordnung 

Exponentiell gewichteter 

rampenförmiger Verlauf  

Exponentiell gewichtete 

Schwingung 
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2.7 Lösung der DGL 2. Ordnung 

Für Fall 1 und 2 (reelle Wurzeln) schreibt man die DGL üblicherweise als:  

 

 

Für Fall 3 (konjugiert komplexe Wurzeln) schreibt man die DGL üblicherweise als:  

 

 

D: Dämpfung des Systems; nur D < 1 führt auf Fall 3! D = 1 Ÿ Fall 2. D > 1 Ÿ Fall 1. 

Kreisfrequenz der Schwingung :‫0 

 

Mechanisches Beispiel:   Elektrisches Beispiel: 

 

 

 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 
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Simulation der partikuläre Lösungen: Beispiel Mechanisches System 

Å  Zunächst DGL auflösen nach höchster Ableitung des Ausgangs:  

 

 

Å  Dann Integratorkette realisieren von höchster Ableitung des Ausgangs bis zu x(t):  

 

 

Å  Dann Gleichung für höchste Ausgangsableitung realisieren: 

 

2.7 Lösung der DGL 2. Ordnung 

Ú Ú 

Ú Ú 

2. Modellierung linearer dynamischer Systeme 
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3. Linearisierung  

nichtlinearer Systeme 
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Inhalt Kapitel 3  

3 Linearisierung nichtlinearer Systeme 

3.1  Groß- und Kleinsignalverhalten 

3.2  Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

3.4 Linearisierung nichtlinearer statischer Systeme 

3.5 Linearisierung nichtlinearer dynamischer Systeme 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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Inhalt Kapitel 3 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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-5 0 5

y

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x oder t
-5 0 5

A
b
le

it
u

n
g

 v
o

n
 y

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Ableitungen 

Man kann eine Größe y nach jeder Variablen ableiten. In der Schule  

war das meist die Ableitung von y(x) nach x. Bei uns ist es meist y(t)  

abgeleitet nach der Zeit t. Dies verdeutlichen wir durch den Punkt  

über der Größe, also für die 1. und 2. Ableitung nach der Zeit: 

 

 
 

Die Ableitung ist immer die Steigung der Größe in Richtung der  

Variablen. Deswegen ist die Ableitung am Optimum auch = 0.  

Die Ableitung nach der Zeit kann auch als Rate oder Änderungs- 

geschwindigkeit interpretiert  werden.  

Ÿ BetragsmªÇig groÇe zeitliche Ableitung Ÿ Schnell 

Ÿ BetragsmªÇig kleine zeitliche Ableitung Ÿ Langsam 

Ÿ Zeitliche Ableitung = 0 Ÿ Keine  nderung (stationªr, statischer AP) 

Bei der Linearisierung muss nach den Größen                                       selbst abgeleitet 

werden, weil nichtlineare dynamische Zusammenhänge (nichtlineare DGL) durch eine  

lineare DGL approximiert werden sollen.  
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3.1 Groß- und Kleinsignalverhalten 

Großsignale 

Å Wirklich gemessene Signale 

Å Benannt mit Großbuchstaben: Eingang U, Ausgang Y 

Kleinsignale 

Å Signalabweichungen um einen Arbeitspunkt herum 

Å Meist wird angenommen, dass diese Abweichungen Ăkleinñ sind 

Å Benannt mit Kleinbuchstaben Eingang u, Ausgang y 

 

   Wie im Bild zu sehen ist gilt: 

   u = U ï U0 

   y = Y ï Y0 

       Statischer Zusammenhang: 

       Y = f (U) 

      Y0 = f (U0) 

 

U 

Y 

U0 

Y0 u 

y 
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3.1 Groß- und Kleinsignalverhalten 

Beispiel: Affine Kennline 

Å Gleichung der Kennlinie:  Y = mĀU + b 

Å Wähle einen beliebigen Arbeitspunkt (U0, Y0) auf der Kennlinie: Y0 = mĀU0 + b 

Å Dies ergibt folgendes Kleinsignalverhalten: 

Å Y ï Y0  =  mĀU + b ï (mĀU0 + b)  = mĀ(U ï U0)     Ÿ   y = mĀu 

Ÿ  Affiner  Zusammenhang wird im Kleinsignalverhalten linear. 

(Gleichwert wird unterdrückt)  

 

      Jeder nichtlineare Zusammenhang kann im  

     Kleinsignalverhalten näherungsweise linear  

     beschrieben werden.  

      Die Nªherung ist um so besser, je Ăweniger  

     nichtlinearñ die Kennlinie am Arbeitspunkt ist, 

     und je kleiner u und y sind.  

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

U 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Kreiselpumpe 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Stoßdämpfer 

Å Nichtlinearität hängt ab von der  

Geschwindigkeit des Ein- bzw. Ausfederns. 

Å Nichtlinearität ist unsymmetrisch, d.h.  

ist unterschiedlich für positive (Einfedern) 

und negative (Ausfedern) Geschwindigkeiten. 

Å Wenn sich die Dämpfer der Fahrsituation 

anpassen, handelt es sich um ein zeit- 

variantes System. 

Å Man unterscheidet 3 Hauptcharakteristika: 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

Kraft 

Komfort 

Sport 

Geschwindigkeit 

Linear Progressiv Degressiv 

Weich bei großen 

Unebenheiten 

Weich bei kleinen 

Unebenheiten 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Tank mit Zu- und Abfluss 

 

Druckgleichgewicht: 

 

 

Kontinuität: 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

v(t) 

h(t) 

Behälterquerschnittsfläche A 

Rohrquerschnittsfläche a 

Höhe h(t) taucht als Ableitung und nichtlinear auf. 

Ÿ Nichtlinear dynamisches Problem! 

Geschwindigkeit 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Pendel 

 

Energien: 

 

 

 

Änderung der Gesamtenergie muss = 0 sein:  

 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

m 

l • 

l 

Winkel •(t) taucht als 2. Ableitung und nichtlinear auf. 

Ÿ Nichtlinear dynamisches Problem! 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Coulombsche Reibung (trockene Reibung) 

 

Typische Bewegungsgleichung: 

 

 

 

 

Eigenschaften: 

Å Coulombsche Reibung wirkt wie eine Konstante (Gleichwert) solange sich die 

Bewegungsrichtung nicht ändert.  

Å Im Moment der  nderung der Bewegungsrichtung Ăspringtñ der trockene Reibterm 

von einem positiven auf einen negativen Wert (bzw. umgekehrt). 

Å Daher lässt sich dieser Term nicht differenzieren und damit die obige 

Bewegungsgleichung nicht um alle Arbeitspunkte mit             linearisieren! 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

Hängt von der 

Bewegungsrichtung ab! 

Viskoser (geschwindigkeits- 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Beispiel: Magnetische Hysterese 

Å  Magnetische Feldstärke H  

 (erzeugt vom fließenden Strom und dazu proportional) 

Å  Magnetische Flußdichte B 

 (Änderung von B induziert eine Spannung) 

 

 

Eigenschaften der Hysterese: 

Å  ‘ hängt sowohl von H ab  

 als auch von der Vorgeschichte von H 

Å  ‘ ist stark materialabhängig (kann sich um viele  

 Größenordnungen unterscheiden) 

Å  Keine einfache Linearisierung möglich 

Å  Modellierung von Hysterese generell schwierig 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Stabile und instabile Arbeitspunkte 

Der Arbeitspunkt (AP) ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Kennlinien des Energie 

abgebenden Teils einer Anlage (Antrieb, Motor, Pumpe, ...) und des Energie 

aufnehmenden Teils (Abtrieb, Generator, Rohrleitungssystem, ...).  

 

Stabile Arbeitspunkte (APs): 

Nach kleinen Veränderungen der 

Eingangs- oder Ausgangsgrößen 

strebt die Anlage wieder in den  

AP zurück. 

 

Instabile Arbeitspunkte (APs): 

Nach kleinen Veränderungen der 

Eingangs- oder Ausgangsgrößen 

strebt die Anlage weiter vom AP weg. 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

Drehzahl n 

Drehmoment M 

M1 

M2 

n1 n2 

Antrieb (Motor) 

Abtrieb (Generator) stabiler AP 
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3.2 Nichtlineare Dynamik und Kennlinien 

Vermessung von Kennlinien 

Å Eingangssignal muss solange konstant gehalten werden, bis Ausgangswert 

eingeschwungen ist. Dann kann ein Punkt der U0-Y0-Kennlinie abgelesen werden.  

 Ÿ  Zeit zum Erfassen eines Kennlinienpunktes ist hoch! 

Å Kennlinie wird meist als ĂTabelleñ (lookup table) mit linearer Interpolation (rot 

gestrichelter Verlauf) implementiert. Alternative: Polynome, neuronale Netze, ... 

Å Kennlinien für mehr als 1 Eingang heißen Kennfelder. Sie werden oft rasterförmig 

vermessen, d.h. z.B. 6 Ĭ 6 Eingangsgrößenkombination durchfahren (im 2-dim. Fall).  

 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

U0 

Y0 
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U(t) 
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3.3 Linearisierung nichtlinearer statischer Systeme 

Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt (U0, Y0):  

 

 

 

In Kleinsignalform:  

 

 

 

Approximation 1. Ordnung ist  

eine Linearisierung um den Arbeits- 

punkt (U0, Y0). Ein anderer Arbeits- 

punkt führt normalerweise zu  

einer anderen linearisierten Gleichung, 

weil sich die Steigung von f (U) ändert. 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

U 
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3.3 Linearisierung nichtlinearer statischer Systeme 

Erweiterung auf Systeme mit p Eingangsgrößen U = [U1  U2  ...  Up]
T 

Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt (U0, Y0): 

 

 

 

mit der 1. Ableitung (Gradient) ausgewertet am Arbeitspunkt (AP) (U0, Y0):  

 

 

und der 2. Ableitung (p Ĭ p Hesse-Matrix) ausgewertet am Arbeitspunkt (AP) (U0, Y0):  
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3.3 Linearisierung nichtlinearer statischer Systeme 

Zur Linearisierung mit p Eingängen: 

Å  Nur die ersten beiden Terme (0. und 1. Ordnung) der Taylorreihe werden benötigt. 

Å  In Kleinsignalform schreibt sich die linearisierte Gleichung:  

 

  

Å  Diese Gleichung beschreibt keine Gerade (wie im 1-dim. Fall) sondern eine (Hyper)-

 Ebene, also die p-dimensionale Verallgemeinerung einer Geraden.  

Å  Gradient enthält Ableitungen des Ausgangs nach allen Eingängen U1, U2, ..., Up.  

 

Nebenbemerkung: Reihenentwicklung bis 2. Ordnung: 

Å  Für uns im Moment uninteressant. 

Å  Basis für sehr viele anderen Anwendungen, insbesondere für Näherungs- und 

 Optimierungsverfahren. Approximation 2. Ordnung wird im Newton-Verfahren zur 

 Nullstellen- und Optimumssuche verwendet. Auch in der Least-Squares-Methode.  

Å  Die Gleichungen 2. Ordnung stellen eine (Hyper)-Parabel dar.  

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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3.4 Linearisierung nichtlinearer dynamischer Systeme 

Linearisierung um einen stationären Arbeitspunkt (AP):  

Å ĂStationªrñ heiÇt, dass die Ableitungen aller Ein- und Ausgangsgrößen = 0 sind: 

 

 

 

Å Standardform der nichtlinearen DGL beschrieben durch: 

 

Å Linearisierung um einen stationären AP liefert: 
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3.4 Linearisierung nichtlinearer dynamischer Systeme 

Å Wegen Stationarität des AP: 

Daher gilt auch: 

 

 

 

  

 Oder in Kleinsignalvariablen:  

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 
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3.4 Linearisierung nichtlinearer dynamischer Systeme 

Beispiel: Affiner Zusammenhang (wiederholt) 

Mit dieser schematischen Vorgehensweise soll zunächst nochmal die affine Kennlinie vom 

Anfang des Kapitels behandelt werden. Ein statischer Prozess folge dem Gesetz:  

 

Stationärer Arbeitspunkt AP ist: 

 

Da in f () keine zeitlichen Ableitungen wie      oder     auftauchen, liefert die Linearisierung 

um diesen AP einfach:  

 

 

Die Ableitung nach Y und U sind:  
 

Im Großsignalverhalten reproduziert sich die Originalgleichung, weil es in diesem Beispiel 

keine Nichtlinearitäten gibt. Als Kleinsignalverhalten ergibt sich immer lineares Verhalten: 
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3.4 Linearisierung nichtlinearer dynamischer Systeme 

Beispiel: Tank mit Zu- und Abfluss 

 

 

Eingang: Zufluss  

Ausgang: Füllhöhe 

Umschreiben in nichtlineare Standardform: 

Für einen stationären Arbeitspunkt gilt: 

Linearisieren: 

 

 

Lineare DGL: 

3. Linearisierung nichtlinearer Systeme 

v(t) 

h(t) 
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4. Laplace-Transformation 
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Pierre Simon Laplace (1749-1827) 

4. Laplace-Transformation 
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4.1 Motivation 

Wichtige Aufgabenstellung beim Rechnen mit dynamischen Systemen:  

Gegeben: 

- Lineare (linearisierte) DGL, die das dynamische System beschreibt. 

- Zeitlicher Verlauf der Eingangsgröße u(t) des Systems. 

Gesucht:  

- Zeitlicher Verlauf der Ausgangsgröße y(t).  

 

Aus Kapitel 2.6 kennen wir die partikuläre Lösung 

für das einfachste dynamische System, beschrieben durch eine DGL 1. Ordnung:  

 

 

ACHTUNG: Dies ist nur der partikuläre Lösungsanteil yerzw(t), der durch das 

Eingangssignal u(t) hervorgerufen wird! Wir nehmen hier und in der Folge an (wenn nicht 

ausdrücklich anders gesagt), dass die Anfangsbedingungen so gewählt sind, dass die 

homogenen Lösungsanteile wegfallen. Uns interessiert primär das Ein-/Ausgangsverhalten.  

4. Laplace-Transformation 

u(t) y(t) = ? dynamisches 

System 
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4.1 Motivation 

Analysieren wir die Antwort y(t) auf das Eingangssignal u(t) genauer:  

 

 

 

 

 

Å  Diese Vorschrift zur Berechnung des Ausgangssignals bei gegebenem Eingangssignal 

 heißt Faltung. Man schreibt sie auch symbolisch: 

 

 

 (Für den Fall einer DGL 1. Ordnung gilt                             .) 

Å  Die Funktion g(t) nennt man Gewichtsfunktion (dazu später mehr...). Sie enthält alle 

 Eigenschaften über das System. Generell gilt für alle linearen Systeme (auch mit 

 höherer Ordnung):  

4. Laplace-Transformation 

Systemeigenschaften 

(signalunabhängig) 
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4.1 Motivation 

Identische Formulierungen des Faltungsintegrals: 

 

 

Å  Die erste Äquivalenz lässt sich leicht mit einer Substitution †́ = t ï † zeigen. 

Å  Aus den Annahmen u(t) = 0 für t < 0 und g(t) = 0 für t < 0 ergibt sich die Äquivalenz 

 der Integralgrenzen.  

 - Die Annahme u(t) = 0 für t < 0 ist für die Laplace-Transformation nötig. Sie stellt  

  aber keine praktische Einschränkung dar, weil wir die Zeit immer so verschieben  

  können, dass vor t = 0 noch nichts passiert ist.  

 - Die Annahme g(t) = 0 für t < 0 entspricht der Annahme, dass das System kausal ist. 

  Davon gehen wir immer aus. Dazu später mehr... 

 

Die Berechnung des Faltungsintegrals ist aufwendig! Die Zeitfunktionen g(t) und u(t) 

können sehr kompliziert werden und das Faltungsintegral schwierig zu lösen sein.  

Ÿ Suche nach Ansätzen zur Vermeidung der direkten Berechnung des Faltungsintegrals! 

4. Laplace-Transformation 
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4.1 Motivation  

Mit Hilfe der Laplace -Transformation wird aus der Faltung eine Multiplikation:  

 

 

 

 

 

 

 

Deshalb machen wir in Zukunft lieber 3 einfache Schritte als 1 komplizierten: 

4. Laplace-Transformation 

Faltung 

Multiplikation 

g(t), u(t) y(t) 

G(s), U(s) Y(s) 

Laplace- 

Transformation 
Laplace- 

Rücktransformation 

g(t), u(t) y(t) 

G(s), U(s) Y(s) 

1. Schritt 
3. Schritt 

2. Schritt 

Ĭ 
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4.2 Definition  

Signale enthalten viele verschiedene Frequenz- 

anteile. Eine Transformation vom Zeitbereich 

in den Frequenzbereich erlaubt quantitative 

Aussagen darüber, welche Frequenzen bzw. 

Frequenzbereiche wie stark im Signal ver- 

treten sind.  

 

Forderungen/Annahmen für eine Trans- 

formation in den Frequenzbereich:  

Å  Alle praktisch relevanten Signale 

 sollen transformierbar sein. 

Å  Signale sind Null für t < 0.  

 

Dies wird von der Laplace-Transformation 

erfüllt! 

4. Laplace-Transformation 
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4.2 Definition 

Fourier-Reihe 

Å  Zerlegung periodischer Signale in ihre Frequenzbestandteile. 

Å  Signal kann in eine unendliche Summe von Sinus- und Cosinus-Termen zerlegt werden. 

Å  Amplitude zu jeder Frequenz  

  gibt an, wie stark diese Frequenz 

 im Signal enthalten ist. 

 

 

 

 

 

 

Å  Wenn man auch nicht-periodische 

 Signale behandeln will: Perioden- 

 länge Ÿ Ð, Grundfrequenz Ÿ 0. 

4. Laplace-Transformation 
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4.2 Definition 

Kammerton a:  f0 = 440 Hz auf verschiedenen Musikinstrumenten 

4. Laplace-Transformation 

Quelle: http://eitidaten.fh-

pforzheim.de/daten/mitarbeiter/blankenbach/vorlesungen/mathe_2/Fourier_Trafo_kurz_Foli

en.pdf 
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4.2 Definition  

Fourier-Transformation  

Å  Erweiterung der Fourier-Reihe für nicht-periodische Signale. 

Å  Periodenlänge T Ÿ Ð, Grundfrequenz .Ÿ 0 ‫ 

Å  Das Spektrum besteht nicht mehr aus absoluten Amplitudenwerten an diskreten 

 Frequenzen nĀsondern es besteht aus der ,(also Vielfachen der Grundfrequenz) ‫0 

 Amplitudendichte über einer kontinuierlichen Frequenzachse. (Gleiches gilt für die 

 Phasen.) 

 

4. Laplace-Transformation 
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4.2 Definition  

Beispiel: Fourier-Transformation  

 

4. Laplace-Transformation 
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A = 1, T = 1 
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4.2 Definition 

Problematik der Fourier-Transformation:  

Viele Signale können nicht Fourier transformiert werden, weil das Integral nicht konvergiert. 

Beispiel:      Info: Sonderfall a = 0 entspricht Einheitssprung: 

 

 

 

 

 

Ÿ  Für positive a (selbst für a = 0) geht das Integral gegen unendlich! 

Ausweg: Wir dämpfen den Integranden mit einem zusätzlich eingeführten Faktor          . 

Dann konvergiert obiges Integral falls wir ‏ groß genug wählen, also für ‏ > a:  

 

 

Diese neue komplexe Variable nennen wir die Laplace-Variable   s = ‏  + i.   ‫ 

4. Laplace-Transformation 
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4.2 Definition 

Da der Term           für t < 0 aufklingt (nicht dämpft) und damit kontraproduktiv wirkt, 

starten wir bei der Laplace-Transformation immer erst bei t = 0. Dies ist hier aber keine 

Einschränkung, da die Signale sowieso erst ab t = 0 von Null verschieden sind.  

Laplace-Transformation einer Zeitfunktion f(t): 

 

 

 

Laplace-Rücktransformation einer Funktion im komplexen Frequenzbereich F(s): 

 

 

 

F(s) ist die Laplace-Transformierte von f (t). Man schreibt symbolisch:  

4. Laplace-Transformation 

d.h. Zeitpunkt t = 0 ist im Integral enthalten! 
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4.2 Definition 

Damit kennen wir schon unsere erste Laplace-Transformierte: 

 

 

Und als Sonderfall für a = 0 den Einheitssprung: 

 

 

Eine wichtige weitere Funktion ist der Dirac-Impuls. Genau genommen ist das gar keine 

Funktion, denn der Dirac-Impuls ist unendlich hoch und unendlich kurz. Er ist so definiert: 

 

 

 

 

 

ACHTUNG: Das ‏(t) als Bezeichnung des Dirac-Impulses steht in keinem Zusammenhang 

mit dem ‏ als Bezeichnung des Realteils der Laplace-Variablen s.  

4. Laplace-Transformation 

Zeit t T 0 

1/T 

r(t) 

Zeit t 0 
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Auch wenn der Dirac-Impuls nicht realisierbar ist, stellt er ein wichtiges mathematisches 

Hilfsmittel dar. Er hat folgende Ausblendeigenschaft:  

 

 

 

Daraus folgt die Laplace-Transformierte des  

Dirac-Impulses:  

 

 

 

Das bedeutet, alle Frequenzen sind im Spektrum gleich stark vertreten. Damit eignet sich der 

Dirac-Impuls (theoretisch) gut, um die Eigenschaften eines dynamischen Systems zu ermitteln, 

denn alle Frequenzen werden gleich stark angeregt. Jede Über- oder Untergewichtung 

bestimmter Frequenzanteile im Ausgangssignal  

sind dann auf das Systemverhalten zurückzuführen.  

Dazu später mehr... 

4.2 Definition 

4. Laplace-Transformation 

 y(t) = ? dynamisches (t)‏

System 

gilt für alle Frequenzen i+ ‏=in s  ‫‫ 
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r(t) 

„(t) 

 (t)‏

4.2 Definition  

Vergleich der Beträge der Fourier/Laplace-Transformationen der Signale: 

 

4. Laplace-Transformation 

Zeit t T 0 

1 

Zeit t 0 

1 
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1 
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Frequenz ɤ 0 
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1 
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4.2 Definition  

Neben dem Einheitssprung „(t) ist der Dirac-Impuls ‏(t) die am häufigsten betrachtete 

Eingangsgröße für dynamische Systeme. Beide stehen in einer engen Beziehung: 

 

4. Laplace-Transformation 

Zeit t T 0 

1 

„(t) 

Zeit t 0 

1 

 (t)‏
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Faltung 

Der Hauptgrund für das Rechnen mit der Laplace-Transformation ist folgende Beziehung: 

 

 

 

Anfangswert 

Falls die Grenzwerte existieren, lässt sich schnell  

der Anfangswert des Zeitverlaufs bestimmen:  

 

 

Endwert 

Falls die Grenzwerte existieren, lässt sich schnell der Endwert des Zeitverlaufs bestimmen: 

     Die Zeit t und die komplexe Frequenz s  

     verhalten sich invers zueinander! 

4.3 Eigenschaften 

4. Laplace-Transformation 

Zeit t 

f (t) 

f (+0) 

f (ï0) 

(Anfangswert) 

(Anfangs-

bedingung) 
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4.3 Eigenschaften 

Überlagerung 

Die Laplace-Transformation ist eine lineare Transformation: 

 

 

Skalierung der Zeit- bzw. Frequenzachse (Ähnlichkeitssatz) 

Die Zeit t und die komplexe Frequenz s verhalten sich invers zueinander: 

 

 

Verschiebung der Frequenzachse (Dämpfungssatz) 

Eine Frequenzverschiebung führt zu einer exponentiellen Dämpfung der Zeitfunktion: 

 

 

Zeitliche Verschiebung 

Eine einfache Zeitverzögerung um T wirkt sich im Laplace-Bereich relativ kompliziert aus: 

 

 

 4. Laplace-Transformation 
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4.3 Eigenschaften 

Beim Rechnen mit dynamischen Systemen gehört die Differentiation und die Integration 

neben der Faltung zu den wichtigsten Operationen! Auch sie vereinfachen sich drastisch in 

eine Multiplikation mit bzw. Division durch die komplexe Frequenzvariable s.  

 

Differentiation  

ACHTUNG: Hier geht die Anfangsbedingung f (ï0), nicht der Anfangswert f (+0) ein! 

 

 

 

Integration 

Die Integration ist die zur Differentiation inverse Operation. Deshalb eine Division durch s: 

4. Laplace-Transformation 
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Möglichkeiten zur Rücktransformation:  

1.  Verwendung der Tabelle, d.h. Rückgriff auf die Arbeit Anderer für Standardfälle.  

2.  Vereinfachung mittels Partialbruchzerlegung; anschließend Verwendung der Tabelle. 

3.  Explizite Berechnung des Integrals für die Rücktransformation (Residuensatz).  

Lösung 1 ist trivial. Lösung 3 behandeln wir hier nicht. Lösung 2 wird jetzt erklärt... 

Summen-Standardform eines Signals im Laplace-Bereich:  

 

 

(n > m) wobei wir ohne Einschränkungen an = 1 setzen können (redundanter Parameter).  

Produkt -Standardform eines Signals im Laplace-Bereich:  

 

mit den m Nullstellen n1, ..., nm und den n Polstellen p1, ..., pn (n > m).  

4.4 Rücktransformation in den Zeitbereich 
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Totzeit  

(Zeitverzug um Tt) 
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Asymmetrie  

Å Einfaches Ausmultiplizieren: Produkt -Standardform Ÿ Summen-Standardform 

 

 

 

Å Schwieriges Faktorisieren: Summen-Standardform Ÿ Produkt-Standardform 

 

 

 

 

 

 Für Polynome höheren Grades:  

 - nur mit Nullstellen raten Ÿ in Praxis unmºglich, da reell 

 - oder numerisch Ÿ nur (leicht) mit Computer mºglich 

4.4 Rücktransformation in den Zeitbereich 

4. Laplace-Transformation 
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Summen-Standardform:  

System = tf ( Zaehler , Nenner);  % tf  = transfer  function  

 

 

Zaehler  = [5 3 - 1];   % Poly - Koeff . in absteigender Reihenfolge  

Nenner = [2 0 - 0.5 4];   % 0 für s^2 Koeffizienten  

Totzeit = 2;  

System = tf ( Zaehler , Nenner);  % Noch ohne Totzeit!  

System.ioDelay  = Totzeit;  % "Eigenschaft" Totzeit hinzufügen  

 

Alternative:  

s = tf ('s');    % Definiere 's' als Laplace - Variable  

System = (5*s^2+3*s - 1)/(5*s^3 - 0.5*s+4);  

System.ioDelay  = 2;  

 

K = dcgain (System);   % Berechnet die Verstärkung  

4.4 Rücktransformation in den Zeitbereich 
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Produkt -Standardform:  

System = zpk (Nullstellen, Pole, k);   

     % zpk  = zeros - poles - k  

 

 

 

Nullstellen = [ - 1 - 2];  

Pole = [ - 3 - 1+i*2 - 1- i*2];  

k = 5;     % Verstärkung K = G(0) =  

     % 5*(1*2)/(3*(1 - i2)*(1+i2))  

     % = 5*2/15 = 2/3  

4.4 Rücktransformation in den Zeitbereich 
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Zerlegung der Produkt-Standardform in Partialbrüche:  

Å  Ziel: Jeder Summand soll so einfach sein, dass er sich mit der Tabelle 

 rücktransformieren lässt. 

Å  Evtl. Totzeiten T werden separat mit dem Satz zur zeitlichen Verschiebung behandelt: 

 

 

Bei der Partialbruchzerlegung müssen 3 Fälle unterschieden werden: 

1.  Alle Pole sind reell und verschieden. 

2.  Alle Pole sind reell aber es gibt Mehrfachpole.  

3.  Es gibt auch konjugiert komplexe Pole.  

Wir wollen nun also folgendes Signal transformieren (Struktur des Zählers Z(s) ist hier 

uninteressant, Totzeit wird separat behandelt): 

 

4.4 Rücktransformation in den Zeitbereich 
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