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1 Einleitung

Das Ziel des Forschungsvorhabens war die Entwicklung energie- und drehimpulserhaltender Zeitschritt-
verfahren von hoherer Genauigkeitsordnung fiir die nichtlineare Elastodynamik. Zu diesem Zweck wurde
der Finite-Elemente-Ansatz aus den Vorarbeiten [2, 3] der Antragsteller erweitert.

Den energie- und drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren wurde in diesen Vorarbeiten eine aus-
gezeichnete numerische Stabilitdt bei der Berechnung steifer Konfigurationen nachgewiesen. Beispielhaft
wurden Massenpunktsysteme mit steifen Wechselwirkungspotentialen in [2] und und die semi-diskrete
nichtlineare Elastodynamik mit hoher Materialsteifigkeit in [3] behandelt. Die Erhaltung von Invarianten
des zugrundeliegenden dynamischen Systems ist aber auch fiir nicht-steife Systeme wiinschenswert, da
die numerischen Losungen dann im richtigen Losungsraum enthalten sind (siehe [6]). Dies garantiert eine
qualitativ genaue numerische Losung. Die energie- und drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren aus
diesen Vorarbeiten sind jedoch nur von zweiter Genauigkeitsordnung.

Fiir lange Zeit wurden Verfahren von zweiter Genauigkeitsordnung den Verfahren von hoherer Ge-
naugigkeitsordnung vorgezogen; besonders zur Berechnung grofler semi-diskreter Systeme in endlich-
dimensionalen zeitabhéingigen Problemstellungen. Ein méglicher Grund kann ein Theorem in [7] be-
ziehungsweise [8] sein. Dieses Theorem beschreibt die sogenannte Dahlquist-Barriere, welche die maximal
erreichbare Genauigkeit einer A-stabilen linearen Mehrschrittmethode auf zweite Genauigkeitsordnung
begrenzt. Ein weiterer Nachteil sind die grofieren linearen Gleichungssysteme von impliziten Verfahren
hoherer Genauigkeitsordnung. Die Koeffizientenmatrix dieser linearen Gleichungssysteme kann zusétzlich
auch eine groflere Bandbreite besitzen.

Andererseits sind energie- und drehimpulserhaltende Zeitschrittverfahren aufgrund ihrer ausgezeichne-
ten numerischen Stabilitét besonderes attraktiv fiir Berechnungen von mittlerer bis langer Rechendauer.
Aus bekannten Fehlerabschétzungen lésst sich jedoch ein moglicherweise wachsender globaler Fehler vor-
raussagen. Aus diesem Grund kann der Gebrauch eines Verfahrens von niedriger Genauigkeitsordnung
unrealistisch kleine Zeitschrittweiten erfordern um den globalen Fehler in Grenzen zuhalten. Einen effizi-
enteren Weg scheint dagegen die Verwendung von Verfahren hoherer Genauigkeitsordnung darzustellen.

Die meisten der frither entwickelten energie- und drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren fiir me-
chanische Probleme sind jedoch maximal von zweiter Ordnung genau, da sie auf Finite-Differenzen-
Verfahren basieren. Ein Verfahren vierter Ordnung konnte dann mittels der sogenannten Zwischen-
schritt-Methode konstruiert werden. Diese Vorgehensweise wurde in [12] und [13] unabhéngig voneinander
erwahnt. Somit ist die Finite-Differenzen-Methode eine weniger einheitliche Umgebung zum Entwurf von
Verfahren hoherer Genauigkeitsordnung.

Eine systematischere Entwicklung erméglicht die kontinuierliche Galerkin-Methode in der Zeit (ver-
gleiche [14, 15, 16, 17]). Weiterhin hat sich herausgestellt, dass diese Methode aufgrund ihrer inhéren-
ten Energie- und Drehimpulserhaltung ausgezeichnet geeignet ist um energie- und drehimpulserhaltende
Zeitschrittverfahren zu entwickeln (siehe auch [18] und [19]). Aus diesem Grund stellt die kontinuierliche
Galerkin-Methode in der Zeit eine einheitliche Entwicklungsumgebung fiir energie- und drehimpulserhal-
tende Zeitschrittverfahren hoherer Genauigkeitsordnung dar. In den Arbeiten [20] und [21] wurden bereits
energieerhaltende Zeitschrittverfahren basierend auf der kontinuierlichen Galerkin-Methode in der Zeit
entwickelt; sie wurden aber ausschliefllich auf ein-dimensionale Problemstellungen angewendet.

Eine systematische Entwicklung energie- und drehimpulserhaltender Zeitschrittverfahren fiir mehr-
dimensionale mechanische Systeme ist gegenwértig nicht verfiigbar. Das Ziel dieses Projektes war es
diese Liicke zu fiillen. Es wurden daher energie- und drehimpulserhaltende Zeitschrittverfahren héherer
Genauigkeitsordnung durch Modifizierung der c¢G-Methode aus den Vorarbeiten [2, 3] entwickelt. Die
Energieerhaltung wurde dabei mittels einer neuen Projektionsmethode erzwungen. Diese Modifikationen
fithrten dann zu einer erweiterten cG-Methode welche als eG-Methode bezeichnet wurde.

Die Anwendung einer Projektionsmethode oder eines diskreten variationellen Prinzipes sind die haupt-
séchlich angewendeten Methoden zum Entwurf energie- und drehimpulserhaltender Zeitschrittverfahren.
Die Projektionsmethode projeziert eine numerische Losung eines nicht-erhaltenden Verfahrens in einen
erhaltenden Losungsraum. Es wurden zahlreiche Projektionstechniken in der einschlégigen Literatur vor-
geschlagen. Zum Beispiel wurde in den Arbeiten [10, 22, 23, 24, 25, 26] das Erhaltungsgesetz iiber einen
skalaren Parameter erzwungen, der aus einer zusétzlichen Gleichung im linearen Gleichungssystem be-
stimmt wurde. Zwei weitere Mo6glichkeiten konnen als Verdnderung einer gewohnlichen Quadraturregel
bezeichnet werden. In der Arbeit [6] wurde der Quadraturpunkt der Mittelpunktsregel (Kollokations-
parameter) so modifiziert, dass das Erhaltungsgesetz erfiillt wurde und die Genauigkeitsordnung der



numerischen Integration erhalten blieb. In der bereits genannten Arbeit [20] wurden dagegen die Gauf}-
schen Gewichte verédndert um Invarianten und die Genauigkeit beizubehalten. Es lisst sich jedoch nicht
immer eine erfolgreiche Projektion mittels Skalare garantieren, besonders falls mehrere Erhaltungsgesetze
gleichzeitig erfiillt werden sollen (siehe [26]). Ausserdem kann eine ausreichende Modifikation von appro-
ximierten Tensorfeldern im allgemeinen nicht durch Skalare realisiert werden. Beriicksichtigt man diesen
Sachverhalt so lassen sich Konvergenzprobleme bei der iterativen Losung vermeiden. Eine oft ausgeiibte
Technik im Rahmen der nichtlinearen Elastodynamik ist das Ersetzen einer gewohnlichen Ableitung
durch eine erhaltende diskrete Ableitung (siehe zum Beispiel in [9, 11, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]).
Die Projektionsmethode in der obengenannten Arbeit [21] basiert auf verdinderten Testfunktionen der
verwendeten kontinuierlichen Galerkin-Methode.

Die Arbeit [36] beschreibt die Herleitung von Zeitschrittverfahren ausgehend von einem diskreten va-
riationellen Prinzip. Diese Verfahren wurden in der Arbeit [37] als variationelle Integratoren bezeichnet.
Der variationelle Integrator in [38], zum Beispiel, erfiillt die drei grundlegenden Erhaltungseigenschaften
eines autonomen Hamiltonschen Systems mit Symmetrie: Erhaltung der symplektischen Form sowie der
Gesamtenergie und der Impulsabbildungen. Dies ist moglich durch eine adaptive Zeitschrittweitenéinde-
rung nach [39]. Dieser Ansatz wurde in der Arbeit [40] auf die nichtlineare Elastodynamik erweitert und
fithrt auf asychrone variationelle Integratoren mit der Moglichkeit verschiedener Zeitschrittweiten fiir die
unterschiedlichen Elemente im Finite-Elemente-Netz.

In diesem Bericht wird eine weitere Projektionstechnik vorgestellt. Es wird ein gewthnlicher Gradient
eines Potentials durch eine kontinuierliche Funktion ersetzt, welche die Gesamtenergie als Nebenbedin-
gung erfiillt. Diese Projektionstechnik in Verbindung mit einer Kollokation an Gausspunkten fiithrt zu
Gesamtenergie- sowie zu Impuls- und Drehimpulserhaltung. Es wird gezeigt, dass diese Projektionstech-
nik fiir ein mehr-dimensionales dynamisches System wie die semi-diskrete nichtlineare Elastodynamik gut
geeignet ist. Die Untersuchung der Erhaltungseigenschaften sowie des Zeitaufwandes der entwickelten eG-
Methode ist Teil der numerischen Untersuchungen. Weiterhin wird ein numerischer Vergleich zwischen
der ¢G- und der eG-Methode vorgestellt. Aus den Diagrammen des relativen Fehlers kann die Effizienz
der Zeitschrittverfahren fiir lineare, quadratische und kubische Finite-Elemente in der Zeit entnommen
werden.

2 Verallgemeinertes Problem

Sowohl die semi-diskrete nichtlineare Elastodynamik als auch Massenpunktsysteme beschreiben Bewe-
gungen einer Menge von materiellen Punkten B plaziert im Euklidischen Raum R™#m, In der Mas-
senpunktdynamik sind die materiellen Punkte die Massenpunkte und in der semi-diskrete nichtlinearen
Elastodynamik werden die materiellen Punkte durch die rdumlichen Knoten représentiert. Folglich lassen
sich die dynamischen Formulierungen dieser Probleme von einer allgemeineren Problemstellung ableiten.
In diesem Abschnitt wird die dynamische Formulierung dieses verallgemeinerten Problemes vorgestellt.

2.1 Hamiltonsche Formulierung

Wir definieren eine Menge B von Npo; Materiellen Punkten, welche in einer Konfiguration B; zur Zeit ¢
angeordnet sind. Wir identifizieren jeden materiellen Punkt A, A =1,...,np0, in dieser Konfiguration
B; iiber seinen Positionsvektor g4 € R™#m . Wir nehmen freie Bewegungen der Menge B an, so dass die
Anzahl der Freiheitsgrade ngor = NdgimNpoi ist. Der Konfigurationsraum () der materiellen Punkte ist
somit eine offene Menge im n4,f-dimensionalen Euklidischen Raum R"™#/. Punkte in ) werden mit dem
Vektor g = (q*, ..., q"") € Q bezeichnet, den wir den Koordinatenvektor der Konfiguration nennen.
Auf alle materiellen Punkte soll ein konservatives Kraftfeld mit einer potentiellen Energie V : Q — R
wirken. Wir nehmen dabei eine potentielle Energie V(q) an, welche einen Gradienten VgV der Form

VqV(q) = Q(q) q, (1)

hat. Die nichtlineare symmetrische Steifigkeitsmatrix Q) € R"™def X"dof hiingt dabei vom Koordinatenvektor



der Konfiguration ab und besitzt eine Blockstruktur:

Qll cee anpoi

@(q) = Q(Q) ® Indim, wobei Q = c R"™poi XMpoi (2)

anoil cee anoinpoi

Die Matrix I, , bezeichnet die ngiy X ngim Einheitsmatrix und das symbol ® kennzeichnet das direkte
Matrizenprodukt.

Im folgenden soll ein aufgesetzter Punkt eine Differentiation beziiglich der Zeit bedeuten. Wir be-
zeichnen mit dem Vektor g den Geschwindigkeitsvektor der Konfiguration. Die kinetische Energie T' der

Konfiguration ist dann gegeben durch eine quadratische Form in dem Geschwindigkeitsvektor:

1

T(q) = 3q-Ma, 3)

mit einer reguliren symmetrischen Massenmatrix M € R™dos *"dof welche konstant ist und die folgende
Blockstruktur hat:

M11 . Mlnpoi
M=M®®I,,, wobei M = : : € RMpoi XTpoi 4)
M’ﬂ,poil et anoinpoi

Es sei erwéhnt, dass eine diagonale Strukturmatrix M eine Konzentration der Masse in den materiellen
Punkten bedeutet.

Die Lagrange-Funktion L(q, g) des verallgemeinerten Problemes ist die Differenz zwischen der kineti-
schen Energie T'(¢) und der potentiellen Energie V' (q). Wir bezeichnen mit p# die Impulse der materiellen
Punkte. Der entsprechende Impulsvektor p = (p!,...,p"ri) € R™es der Konfiguration ist dann definiert
durch

p=VgL(q,q) =Mgq. (5)
Die Hamilton-Funktion H ergibt sich aus einer Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion beziiglich
des Geschwindigkeitsvektors zu H(q,p) = p- ¢(p) — L(q, g¢(p)). Da der Impulsvektor eine invertierbare
lineare Form im Geschwindigkeitsvektor ist, kann ¢ in der Hamilton-Funktion ersetzt werden. Letztendlich
ist H identisch mit der Gesamtenergie der Konfiguration:

H(q,p) =T"(p) +V(q), wobei T*(p) = %p ‘M 'p (6)

die kinetische Energie der Konfiguration in Abh#ngigkeit des Impulsvektors darstellt. Die Matrix M~!
ist die inverse Massenmatrix, die auch eine Blockstruktur besitzt:

Mt M}

1,npoi
-1 _ —1 : -1 _ . .
M~ =M "®&I,,,, wobei M~ = : : (7)
-1 —1
npoi71 e NpoisNpoi

Seien nun z = (q,p) Punkte im 2ng,¢-dimensionalen Euklidischen Vektorraum. Die Hamiltonschen
kanonischen Gleichungen sind die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung:

2 =]JVzH(2), wobei J = { _01 (1) } ® In,,, (8)

Die Matrix I,,,, bezeichnet die n4of X n4oy Einheitsmatrix. Einsetzen der Gleichungen (1) und (6) in
die Hamiltonschen Gleichungen (8) fiihrt auf die Bewegungsgleichungen

g = Mp,

_ _Q@a ®)

Dieses System von gewdhnlichen Differentialgleichungen héngt nicht explizit von der Zeit ab.



2.2 Energieerhaltung

Eine Hamilton-Funktion H, welche nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, bleibt konstant wihrend der
Bewegung. Die Hamilton-Funktion H(z(t,)) zur Anfangszeit ¢, eines beliebigen Zeitintervalls I; = [tq, 3]
ist somit gleich der Hamilton-Funktion H(z(¢p)) zur Endzeit t,. Da die Gesamtenergie des verallgemei-
nerten Problemes identisch mit der Hamiltonfunktion ist, so ist damit die Gesamtenergie eine Konstante
der Bewegung, was leicht mit dem Hauptsatz der Integralrechnung gezeigt werden kann:

H(2(t)) — H(2(ta)) = / A (=) dt. (10)

Mit den Hamiltonschen Gleichungen (8) ergibt sich die Zeitableitung der Hamiltonfunktion H(z) zu

H(z) =VzH(z) -2 =VzH(z) -JVzH(2). (11)
Die Zeitableitung H verschwindet aufgrund der Schiefsymmetrie der Matrix J und Gleichung (10) fiihrt
somit auf H(z(ty)) = H(z(ta)), was wiederum Gesamtenergieerhaltung bedeutet.

2.3 Impulserhaltung

Falls die potentielle Energie V' des verallgemeinerten Problemes unabhéngig vom Ursprung des Koordi-
natensystems ist, dann ist die Hamiltonfunktion invariant beziiglich einer Translation der Konfiguration.
Dies fithrt zu gleichen Gesamtimpulsen P = """ p# an den Grenzen des Zeitintervalls I; = [t,, ),
was wiederum mit einer Bedingung an die Steifigkeitsmatrix Q verbunden ist. Dies kann mit Hilfe des
Hauptsatzes der Integralrechnung gezeigt werden:

ty .

P(ty) — P(t,) = P dt. (12)

ta
Erhaltung des Gesamtimpulses ist somit eine Konsequenz der verschwindenen Zeitableitung P. Durch
Differenzieren des Gesamtimpulses beziiglich der Zeit ¢ und durch die Anwendung der Bewegungsglei-

chung (9) erhalten wir

P=> p"= > Qasl@d” (13)
A=1 A, B=1

Folglich verschwindet die Zeitableitung des Gesamtimpulses des verallgemeinerten Problemes falls alle
internen Kréfte innerhalb der Konfiguration in der Summe verschwinden:

Npoi

Z Qap(q)q” =0 (14)

A,B=1

2.4 Drehimpulserhaltung

Falls die potentielle Energie V' des verallgemeinerten Problemes unabhéngig von der Orientierung des
Koordinatensystemes ist, dann ist die Hamilton-Funktion H invariant beziiglich einer Rotation der Kon-
figuration. Diese Symmetrie liefert an den Grenzen des Zeitintervalls Iy = [t,, tp] einen konstanten Gesamt-
drehimpuls L = ZZ":"Q g” x p?. Dies kann ebenfalls mit dem Hauptsatz der Integralrechnung verifiziert
werden:

L(ty) — L(t,) = /tb L dt. (15)

a

Die Ableitung des Gesamtdrehimpulses nach der Zeit ¢ und das Einsetzen der Bewegungsgleichung (9)
fiihrt auf die folgende Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses:

L= Z [qA x pt 4+ q? x p“‘] = Z [Mgé,pB x pt +QAB(q)qA X qB] . (16)

A=1 A,B=1

Aufgrund der Symmetrie der Massen- und der Steifigkeitsmatrix in Verbindung mit der Schiefsymmetrie
des Kreuzproduktes heben sich alle Terme der gleichen Matrix gegenseitig auf und fithren zu einer ver-
schwindenden Zeitableitung L. Infolgedessen wird der Gesamtdrehimpuls erhalten im Sinne der Gleichung
L(ty) = L(t,) aufgrund der Definition der Massen- und der Steifigkeitsmatrix.



3 Die zeitliche Finite-Elemente-Methode

In diesem Abschnitt nehmen wir eine Galerkin-basierte Zeitdiskretisierung der Hamiltonschen kanoni-
schen Gleichungen vor. Zu diesem Zweck geben wir eine kurze Zusammenfassung der kontinuierlichen
Galerkin (c¢G) Finite-Elmente-Methode aus den Vorarbeiten [2, 3]. Danach zeigen wir einige Eigenschaf-
ten des resultierenden Zeitschrittverfahrens. Die erste Eigenschaft ist die Kollokationseigenschaft, welche
sich als sehr wichtig bei der Erhaltung von Invarianten erweist. Danach wird die Erhaltung der Invarian-
ten des verallgemeinerten Problemes untersucht. Zum Schluss folgt die Implementierung dieser Familie
von Zeitschrittverfahren.

3.1 Finite-Elemente-Diskretisierung in der Zeit

Wir teilen das zu interessierende Zeitintervall 7 = [tg,T] in N, — 1 nicht-iiberlappende Teilintervalle 7,
der Lange h,, n=1,..., N; — 1, so dass

N,—1
T=|J 7. (17)
n=1

Diese Unterteilung oder Triangulation des Intervalls 7 ist verbunden mit einem Netz von Zeitpunk-
ten tg < t; < ...<ty, =7T. Wir transformieren anschliessend jedes Teilintervall 7,, = [t,,—1, t,] auf ein
Referenzelement Z,, = [0, 1] beziiglich der normalisierten Koordinate o definiert durch

_ t—tn—1
= I ,

« (18)
wobei h,, = t, — t,—1 die Linge von 7, bezeichnet. Demgeméf ist die Bewegung in jedem Teilintervall
7, bestimmt durch das folgende Anfangswertproblem beziiglich dem Referenzelement: Gegeben sei der
Anfangswert zg = z(t,,—1), finde die Bewegung (o : Z, x R?*"or 5 (a, 2¢) — z(a) € R?™407 die bestimmt
ist durch die Differentialgleichung

dz(a)
da

= h, JVzH(z(a)) (19)

3.2 Galerkin-basierte Zeitintegration

Die Galerkin-Methode bestimmt die Knotenwerte der Losungsfunktion so, dass das approximierte Residu-
um der betrachteten Differentialgleichung orthogonal zu allen Funktionen im Testraum ist. Das Residuum
der Differentialgleichung (19) hat die folgende Gestalt:

R(z) = dz hn JIV2H(2). (20)
do
Die ¢cG-Methode basiert auf speziellen Polynomen vom Grade k beziehungsweise k — 1 fiir die Losungs-
beziehungsweise Testfunktionen. Und zwar haben die Testfunktionen die Form z(«) = 21;21 M;i()dz;
mit den Knotenwerten 6z; = 6z((I —1)/(k—1)), I =1,...,k, und die Lésungsfunktionen sind definiert
durch z(a) = 1;111 Mj(a)zy, wobei zy =z((J—1)/k), J=1,...,k+1 die Knotenwerte an dquidi-
stanten Zeitknoten bezeichnet. Die Kontinuitidtsbedingung z1 = zg fiir die Losungsfunktionen liefert eine
kontinuierliche Lésung. Die Funktionen M7 und M benennen die Lagrange-Polynome vom Grad k — 1
beziehungsweise k£ beziiglich der entsprechenden dquidistanten Knoten des Referenzelementes.
Die Galerkin-Orthogonalititsbedingung fiir das Residuum R(z) auf dem Referenzelement Z,, ist die
schwache Form

/0 Joz(a) - R(z(a)) da = 0. (21)

Zieht man den Hauptsatz der Variationsrechnung in Betracht, so erhélt man k Vektorgleichungen fiir
k Unbekannte Knotenwerte z;, J = 2,...,k + 1. Diese Vektorgleichungen sind gegliedert in zwei Inte-
gralterme. Der erste Term beeinhaltet ein Integral iiber ein Polynom vom Grad 2(k — 1). Dieses Integral
kann exakt berechnet werden. Jedoch das zweite Integral muss im allgemeinen durch numerische Inte-
gration bestimmt werden, weil es die Jacobi-Matrix der beliebigen Hamilton-Funktion H enthilt. Wir



beschréinken uns auf die Betrachtung der Ng*-punkt Gauflschen Quadraturregeln, welche eine Polynom
vom Grad 2N — 1 exakt integriert.

Seien & und wy, [ =1,..., N, die Quadraturpunkte beziiglich Z, und die assozierten Gewichte, so
bekommen wir letztendlich das folgende algebraische Gleichungssystem fiir die unbekannten Knotenwerte:

ko a1 Ng
> /MIMZ,da zy—hn Y M(&)IVzH (2(5) w = 0 I=1,... k. (22)
J=1"70 =1

Die Gleichungen (22) reprisentieren eine Familie von Zeitschrittverfahren hoherer Genauigkeitsordnung,
welche die Knotenwerte zy, I = 1,...,k + 1, auf den Anfangswert z( beziehen (vergleiche die Vorarbeiten
der Antragsteller).

3.3 Kollokationseigenschaft

In diesem Abschnitt zeigen wir die Kollokationseigenschaft der Zeitschrittverfahren (22), welche sich fiir
die Erhaltung von Invarianten als bedeutend erweist. Zu diesem Zweck betrachten wir die Gleichun-
gen (22), 16sen jedoch das Integral im ersten Term ebenfalls mit einer Ng*-Punkt Gaufiregel. Denoch soll
dieses Integral exakt integriert werden. Da der entsprechende Integrand ein Polynom vom Grade 2(k — 1)
ist, wird das Integral mit N¢* > k — 1 Gauipunkten exakt bestimmt. Folglich fordern wir zumindest £ — 1
Gaufipunkte in den Gleichungen (22). Mittels der Gleichungen (20) erhalten wir die Gleichungen (22) in
Form des folgenden homogenen linearen Gleichungssystems:

R(z(&1)) wa 0
(Wig, o éng) @ oy, | | = | (23)
R(z(§ng)) wne 0

mit der Strukturmatrix W, welche wie folgt definiert ist:

W, . éng)=[®(&) .. @(Ene) ], wobei  w(a) = : (24)
Mk(oz)

Die Losung des Gleichungssystems (23) ist eindeutig falls N = k ist. In diesem Fall erhélt man die
triviale Losung falls die Koeflizientenmatrix zusétzlich invertierbar ist. Es sei erwdhnt, dass die Inverse
eines direkten Matrizenproduktes gegeben ist durch das direkte Matrizenprodukt der inversen Matri-
zen. Da die Inverse der 2ngor X 2ngoy Einheitsmatrix Isp,,, existiert, muss nur noch gezeigt werden,
dass W(€1, ..., &) regulér ist. Demzufolge muss die Lagrange-Polynombasis des Testraumes die Haar-
Bedingung erfiillen.

Eine Familie von Lagrange-Polynomen erfiillt im allgemeinen die Haar-Bedingung falls sie eine Poly-
nombasis darstellt. Dies kann man leicht nachpriifen indem man diese Familie von Lagrange-Polynomen
mit der Monombasis in Verbindung bringt. Die Haar-Matrix W einer Monombasis die bekannte Vander-

mondesche Matrix. Aus diesem Grund driicken wir die Monome al,j=0,. ..,k — 1, durch die Lagrange-
Polynome My, I = 1,...,k aus. Dies fithrt auf die Gleichungen o/ = 21;21 Mj(a)(az)?. In Matrixschreib-
weise erhalten wir ein lineares Gleichungssystem der Form 9(a) = V(aq,. .., ar) w(a) mit der Vander-

mondeschen Matrix

1
Viar,...,o) = [0(e1) ... ¥(ow) ], wobei  ©(a) = : (25)
of1
Die Strukturmatrix W (&1, ..., &) kann deshalb als Produkt einer inversen Vandermondeschen Matrix

~ ~ —1 ~
mit einer Vandermondeschen Matrix geschrieben werden: W (&1,...,&) =V (a1,..., o) V (&1, ..., &)
Folglich ist die Strukturmatrix regulér fiir paarweise verschiedene Zeitknoten und Gaufpunkte.



Da die Haar-Bedingung fiir den Testraum mit & Gaufpunkten erfiillt ist, so hat das Gleichungssy-
stem (23) aussschliesslich die triviale Losung, welche wie folgt geschrieben werden kann:

dcjl(&) = hoM'p(&)
o I=1,....k (26)
I;fl) = —h VgV (a(&))

Die Zeitschrittverfahren (22) in Verbindung mit einer k-Punkt Gauquadratur erfiillen somit die Hamil-
tonschen kanonischen Gleichungen exakt an den Gaufipunkten &;. Wir nennen diese Kombination die
cG(k)-Methode.

3.4 Gesamtenergieerhaltung

Dieser Abschnitt untersucht die Gesamtenergieerhaltung der c¢G(k)-Methode. Zu diesem Zweck bestim-
men wir die Gesamtenergie am Endpunkt des Intervalls Z, in Abhéngigkeit der Gesamtenergie am An-
fangspunkt. Da die Approximation der Gesamtenergie kontinuierlich ist, benutzen wir dazu den Hauptsatz
der Integralrechnung:

LT (pla) | / av () o)
0

H (2(1)) — H (2(0)) /0 1o dol

Nach dem Einsetzen der kinetischen Energie T* des verallgemeinerten Problemes besteht der erste Inte-
grand aus einem Polynom vom Grade 2k — 1. Das entsprechende Integral kann somit mit einer k-Punkt
Gaufiregel exakt integriert werden. Somit lédsst sich der Hauptsatz der Integralrechnung beziiglich der
kinetischen Energie schreiben als

M~ p(&) wy. (28)

T (p(1) ~ T (p(0)) = 3 2
=1

Die potentielle Energie V' wird als beliebige nichtlineare Funktion angenommen. Der entsprechende
Hauptsatz der Integralrechnung ist fiir eine Quadraturregel erfiillt, die der folgenden Gleichung geniigt:

dq(&)
da

wy (29)

k
V(q(1)) = V(q(0)) = > _ VgV (a(&)) -
=1

Nun ziehen wir die Kollokationseigenschaft der ¢G(k)-Methode in Betracht und nehmen zusétzlich an,
dass die Gleichung (29) erfiillt ist. Einsetzen der Gleichungen (26.1) beziehungsweise (26.2) in die Glei-
chungen (29) beziehungsweise (28) und anschliessende Summation der resultierenden Gleichungen fiihrt
auf H(z(1)) = H(z(0)) unabhéingig von der Zeitschrittweite h,,. Demzufolge ist die c¢G(k)-Methode ein
energieerhaltendes Zeitschrittverfahren falls die Bedingung (29) erfiillt ist. Wir verweisen auf diese Glei-
chung als Energieerhaltungsbedingung der cG(k)-Methode.

3.5 Gesamtimpulserhaltung

Dieser Abschnitt iiberpriift die Gesamtimpulserhaltung der ¢G(k)-Methode im Rahmen des verallgemei-
nerten Problemes. Da die Bewegung durch die ¢G(k)-Methode kontinuierlich approximiert ist, wenden
wir ebenfalls den Hauptsatz der Integralrechnung an um die Gesamtimpulse benachbarter Punkte zu
bestimmen. Der Hauptsatz der Integralrechnung beziiglich des Gesamtimpulses ist wie folgt:

! z(a 122 dpA(a
P (z(1)) — P (z(0)) :/ % da :/0 > deOE)da. (30)

0 A=1

Der Integrand in Gleichung (30) ist eine Summe von Polynomen vom Grade k — 1. Das entsprechende
Integral wird exakt bestimmt durch eine Gauquadratur mit k& Gaupunkten. Weiterhin sorgt die Kol-
lokationseigenschaft fiir eine Erfiillung der Bewegungsgleichungen (9) an k& GauBpunkten. Somit erhilt



man

B

Npoi

P(z(1)) - P(=z —hn Qas(a(&))a” (&) w. (31)

=1 A,B=1

Zieht man Gleichung (14) in Betracht, so fithrt die ¢G(k)-Methode zu einer Gesamtimpulserhaltung
P (z(1)) = P (z(0)) unabhéngig von der Zeitschrittweite.

3.6 Gesamtdrehimpulserhaltung

Eine weitere Invariante des verallgemeinerten Problemes ist der Gesamtdrehimpuls, dessen Erhaltung in
diesem Abschnitt untersucht wird. Wir wenden den Hauptsatz der Integralrechnung an, um den Drehim-
puls am Endpunkt des Referenzelementes zu bestimmen:

1 Mpoi

L) - 20y = [ HEAD g | 3 g la'@) xp (@] o (32)

In Ubereinstimmung mit der kinetischen Energie T* wird das Integral im Hauptsatz der Integralrechnung
mittels £ GauBlpunkten exakt bestimmt:

k Mpos A
L (z(1)) - => > { x p (&) + (&) x dei&) w. (33)

I=1A=1

Infolge der Anwendung der Gleichungen (26) in Verbindung mit Gleichung (1) und der Argumentation
aus Abschnitt 2.4 wird der Gesamtdrehimpuls im Sinne L (z(1)) = L (z(0)) unabhéngig von der Zeit-
schrittweite erhalten.

3.7 Implementierung

Dieser Abschnitt beschreibt die Implementierung der cG(k)-Methode. In Anbedracht der Definition
z = (g, p) kann die ¢G(k)-Methode des verallgemeinerten Problemes wie folgt geschrieben werden:

k 1 1
Z/MIM",dan—hn/ MM~ !p da =0,
0 0
Eoo - I=1,... k. (34)
S [ WMy dap, + b > M(6) Qla(@) alé) w =0,
J=1"0 =1
Wir ordnen die unbekannten Koordinaten und Impulse in den Vektoren x, = (qy, ..., q;,) beziehungs-
weise T, = (Py,...,Py1) an. Die 2k vektoriellen Gleichungen der c¢G(k)-Methode besitzen in Matrix-
schreibweise die Form
Vog+[A L, |z,—hbo [M 'p]—h,[AM ']z, =0, (35)
W @p, + [A'@ Loy, @+ b (WL, 6) @ Loy, | (@) =0, (36)
wobei die folgenden Matrizen der Ubersichtlichkeit wegen eingefiihrt wurden:
A .. A Ay A b1 by
A=| : A= : b=| : b'=| : (37)
A . Ak A o AL bi, by,
Die Koeffizienten dieser Matrizen beziehungsweise der Kraftvektor f sind wie folgt gegeben:
1 1
A]J = / M[MJ+1 da, b[ = / M]Ml da, @(q(fl)) q(§1)w1
0 0
1 1 fag) = ; (39)
Al = / MM,y da, by = / M;M! da. Q(a(é1)) alér) we
0 0
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Da die unbekannten Impulse lineare Kombinationen der unbekannten Koordinaten sind, eliminieren wir
den Vektor x, und erhalten das folgende Residuum:

1
hy,

1

R(z,) = h,

Al o Mq, |+ Al @p, +h, [W(E) @ 1,,,| flz,) (39)

[Aﬁ ®M} T, +

mit den Gausspunkten & = (§1,...,&;) und den Matrizen

A=A At A Al =A"AV, Al =b - A"A7b. (40)

Somit erhalten wir die unbekannten Koordinaten durch die Losung des nichtlinearen Gleichungssy-
stems R(xz,) = 0. Da wir diese Gleichungen iterativ mittels des allgemeinen Newton-Verfahrens losen,
miissen wir sie linearisieren. Unter Verwendung von i als Iterationsindex erhalten wir die Iterationsformel

2 = af) - K7' (@) Rlal"), (41)

wobei Kr(z,) = Vg, R(x,) der folgende Tangentenoperator des Residuums (39) bezeichnet:

Kr(wg) = 3 [A% M| 4 b, [W(e) 0 I, ] K(z,) (42)
mit
K2(§1)w1 Kk+1(§1)w1
K(z,) = Vz, Flzg) = (43)
Ky(&)wr ... Kppr(p)w

Wir initialisieren die unbekannten Koordinaten fiir die erste Iteration mit der folgenden Gleichung:

z,=—-Al®q, —h,A?® [M~' p|] (44)

mit den Matrizen
Al =AY = —ey, AT=[A]A[A] Y - [A] D, (45)
und dem Vektor ey = (1,...,1) € R*. Letztendlich werden die Impulse x, aus den nun bekannten Koor-

dinaten g4, A=1,...,k + 1 wie folgt bestimmt:

1 1
x, = E[A%@M] a:quh—nAg@[Mql]ng@pl (46)
mit den Matrizen
Al = At A Ag =AY, Ag =A"'p. (47)

Das Abbruchkriterium besteht aus einer Uberpriifung der Euklidischen Norm des Residuums auf eine
Unterschreitung einer vorgegebenen Toleranzgrenze e.

4 Semi-diskrete nichtlineare Elastodynamik

Wir beschéftigen uns mit einem hyperelastischen festen kontinuierlichen Korper, plaziert in einem n,g;p,-
dimensionalen Euklidischen Raum. Eine rdumliche Finite-Elemente-Diskretisierung, verbunden mit raum-
lichen Elementknoten, fithrt auf die sogenannten semi-diskreten Bewegungsgleichungen, ein System von
gewOhnlichen Differentialgleichungen in der Zeit ¢t. Da wir an Trajektorien materieller Punkte des festen
kontinuierlichen Korpers interessiert sind, wenden wir die Lagrangesche Beschreibung der Bewegung an.
Alle rdumlichen Knoten zusammen kénnen dann als Konfiguration materieller Punkte des verallgemei-
nerten Problemes in Abschnitt 2 gesehen werden.

11



4.1 Finite-Elemente-Diskretiserung im Raum

Wir betrachten eine Aufteilung eines festen kontinuierlichen Kérpers B C R™¥m in nicht-iiberlappende
Teilbereiche B¢, e = 1,...,n¢;, das heisst

B=|]B (48)

Der Teilbereich B¢ C B wird das e-te Element genannt, definiert durch eine Menge von materiellen Punk-
ten, den sogenannten Elementknoten. Die Positionen der Elementknoten in der Anfangskonfiguration B§
zur Zeit t = 0 werden bezeichnet mit X¢ € BO, a=1,...,nepn, und ihre Positionen in der aktuellen Kon-
figuration Bf zur Zeit t € I =]0,T] werden beze1chnet mit ¢ € B;. Die Positionen x¢ sind gegeben
durch die Abbildungen q? : 1T — R™im g0 dass &2 = q2(t) gilt. Wir verweisen auf den Vektor g2 als den
Positionsvektor des Knoten a im Element B€.

Diese Diskretisierung von B liefert eine Konfiguration B von n,,, materiellen Punkten, welche wir hier
als die rdumlichen Knoten bezeichnen. Die Positionen dieser Knoten in der Anfangskonfiguration By zur
Zeit t = 0 werden gekennzeichnet durch X AeBy, A=1,... ,Npp und ihre Positionen in der aktuellen
Konfiguration B; zur Zeit t € I werden gekennzeichnet durch &4 € B;. Die Positionen 2 sind gegeben
durch die Abbildungen g4 : I — R™im  so dass £ = g(t). Wir verweisen auf den Vektor q” als den
Positionvektor des Knotens A in der Konfiguration B;.

In der semi-diskreten Elastodynamik ist der Euklidische Raum zwischen den rdumlichen Knoten kon-
tinuierlich approximiert. Die Position X, eines Kontinuumpunkts in der Anfangskonfiguration B ist
parametrisiert durch die Abbildung ¥, : [0 — Bf, und seine Position x. in der aktuellen Konfiguration
Bf ist parametrisiert durch die Abbildung %, : O x I — Bf. Gemé&B einer standardisierten isoparametri-
schen Diskretisierung sind diese Abbildungen gegeben durch

Nen Nen

XG = ‘Ile(ne) = ZNa(ne) XZ, Te nev ZN ne qe (49)

Die Menge L1 C R™im ist ein ng;m,-Hyperwiirfel, genannt der Referenzbereich, und N, : 0 — R bezeichnen
Lagrangesche Formfunktionen, welche die Bedingung N,(n%) = 6° erfiillen, wobei n% € O, b = 1,..., ney,
die Elementknoten des e-ten Elementes im Referenzbereich sind.

Die physikalischen Felder werden im isoparametrischen Konzept analog zur Geometrie approximiert.
Die Bewegung eines Kontinuumspunktes von der Anfangsposition X . € B§ zu seiner aktuellen Position
xz. € Bf wird approximiert durch das Feld ¢, : B¢ x I — Bf, definiert durch

Nen

= pu(Xeyt) =0 (Te) (X)) = Y Na(me(Xe)) g2 (t). (50)

Die Lagrangesche Geschwindigkeit eines Kontinuumspunktes in dem Element B¢ ist gegeben durch die
partielle Zeitableitung v.(X,,t) = dp.(X.,t)/0t. Die lineare Tangentenabbildung des Feldes ¢, ist ge-
geben durch den Deformationsgradienten

F.=Vx ¢.=> q'@J."-V,N,, wobei  J. =V, X.. (51)

a=1

Wir betrachten isotropes hyperelastisches Material, fiir welches der zweite Piola-Kirchhoff Spannungs-
tensor entsprechend dem Element B¢ definiert ist als der Gradient Se =2V We der skalarwertigen iso-
tropen Spannungsenergiedichtefunktion W, = W, (C) mit dem rechten Cauchy Green Verzerrungstensor
C.= FZFe als Argument. Bezugnehmend auf die obige Diskretisierung lautet der rechte Cauchy-Green
Tensor

Ce= )Y [q¢ ] N, wobei N¢ =J.7 - [V,N, @ V,Ny] - J. . (52)
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4.2 Hamiltonsche Formulierung

Die potentielle Energie V' der Konfiguration B ist identisch mit der Verzerrungsenergie des Kérpers B. Die
Verzerrungsenergie resultiert aus einer Summation iiber die Verzerrungsenergien V, = f B: We(C.) dV der
Elemente. Der Gradient VgV der Verzerrungsenergie hat die Form der Gleichung (1). Die entsprechende
globale Steifigkeitsmatrix Q folgt aus einem Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen Qe(Ce), das
heisst

Nel

o= A a.(c.. (53)

Die Elementsteifigkeitsmatrizen haben eine Blockstruktur der Form Q, = Q_(C.) ® I, basierend auf
der Strukturmatrix

Q.=| : (54)
mit den Koeffizienten
(O = [ 8u(Co): Ny av. (5)
b

Die kinetische Energie T der Konfiguration B ist die Vereinigung aller kinetischen Energien T, der Elemen-
te, definiert als das Volumenintegral iiber das quadrierte zugehorige Geschwindigkeitsfeld. In Verbindung
mit der approximierten Deformation hat die kinetsche Energie T, die Form

1
-y
2 /s

mit dem Elementkoordinatenvektor g, = (gl,...,g%") und den folgenden Koeffizienten der Element-
massenmatrix M, des e-ten Elementes:

Nen

1 ca 1, .
P0o Ve * Ve dVv = 5 Z M;b qe - qle) = 5 g - Meqe’ (56)
0 a,b=1

- / po NuNy dV. (57)
B

Die Matrizen M, haben eine Blockstruktur der Form M, = M, ® I,,,, , mit der entsprechenden Struk-
turmatrix

My ... MY,

M, = : : (58)

€ e
Nenl —* NenMen

Ein Matrizenzusammenbau der Elementmassenmatrizen M, liefert eine symmetrische globale Massenma-
trix

Mel

M = A M€7 (59)

so dass die kinetische Energie und der Impulsvektor p der Konfiguration gegeben ist durch die Gleichun-
gen (3) beziehungsweise (5).

Der Gesamtimpuls der Konfiguration ist definiert durch eine Summation iiber die Gesamtimpulse P,
aller Elemente. Die Gesamtimpulse P, haben in der Lagrangeschen Beschreibung die Form

Nen

P.= [ povedV=> / po N, dVge. (60)
BS a=1 o

Im Hinblick auf die Vollstéindigkeitsbedingung >"" N, = 1 erhalten wir die Gesamtimpulse P, als die

a=1
Summe aller Impulse p¢ der Elementknoten von B:. Eine weitere Summation iiber die Elemente liefert den

13



Nnp

Gesamtimpuls der Konfiguration als P = ) ,»; p? wie im verallgemeinerten Problem. Der Gesamtimpuls
P wird erhalten falls Gleichung (14) fiir jedes Element B¢ erfiillt ist:

> Qu(Coa=) / Vo [SoNa| - [T Su(C) - ITT] 9N, av gt = o, (61)
a,b=1 b=1""0 a=1

Die Vollstandigkeitsbedingung der rdumlichen Lagrangeschen Formfunktionen fithrt somit zur Gesam-
timpulserhaltung.

Der Gesamtdrehimpuls L der Konfiguration ergibt sich durch Aufsummierung aller Drehimpulse L.
der rdumlichen Elemente, welche gegeben sind durch

Nen Nen

Lo= [ g xveaV= 3 qix Mok = at x bt (62)
BS a=1

a,b=1

Nnp

Eine weitere Summation iiber alle Elemente resultiert in L = >~ " g x p*. Da der Gesamtdrehimpuls
die Form wie im verallgemeinerten Problem hat, wird er erhalten infolge der Symmetrie der Massen- und
der Steifigkeitsmatrix (siehe Section 2).

4.3 Zeitdiskretisierung

Wir verwenden die ¢cG(k)-Methode als Zeitdiskretisierung der semi-diskreten Bewegungsgleichungen. Die-
ses Zeitschrittverfahren hat die Form

k 1 1
Z/M,M_’] danfhn/ M;M ' p da =0,
J=1 0 0

I=1,... k. (63)

k 1 k
S [ iy dap, + hn Y 3116 Q" (6 a(€) wr = 0,
J=170 =1

Die Zeitapproximation Q"(a) der globalen Steifigkeitsmatrix ist gegeben iiber die Elementsteifigkeits-
matrizen Q" = Q.(C"(«)), wobei C" : T, — Rmim*ndim eine beliebige Zeitapproximation des rechten
Cauchy-Green Tensors des Elementes 53¢ kennzeichnet. Die Zeitapproximation F. = ’;Ii Mj(«) F$ des
Deformationsgradienten des Elementes e, mit den Deformationsgradienten F¢ an den Zeitknoten ay,
sei mit cG-Approximation bezeichnet. Sie basiert lediglich auf den approximierten Lésungsfunktionen
g. Die ¢G-Approximation des rechten Cauchy-Green Tensors ist dann gegeben durch C, = FZFe. Wir
bezeichnen die c¢G(k)-Methode in Verbindung mit der ¢G-Approximation als Standard-cG(k)-Methode
oder kurz ¢G(k)-Methode. Man erhilt als Sonderfall fiir £ = 1 die von zweiter Ordnung genaue implizite

Mittelpunktsregel:
I o
-~ 5 M [p +p))=0,
(64)

hn
Py —P1t o Q" (%) lq, + q,] = 0.

Im Rahmen der nichtlinearen Elastodynamik wurde die Mittelpunktsregel auch mittels einer Finite-
Differenzen- Approximation hergeleitet, zum Beispiel in [22, 34, 49].

4.4 Entwurfskriterium fiir Energieerhaltung

Wir leiten nun ein Entwurfskriterium durch Lokalisierung der Energieerhaltungsbedingung fiir die cG(k)-
Methode her. Im Fall der semi-diskreten nichtlinearen Elastodynamik lokalisieren wir beziiglich der rdum-
lichen Diskretisierung und erhalten eine Energieerhaltungsbedingung fiir jedes Element des Netzes. An-
schliessend lokalisieren wir beziiglich der rdumlichen Quadratur und erhalten die folgende Bedingung fiir
einen Kontinuumspunkt im e-ten Element:

W () - w, () = 5. (Che) - 3 vpeae)] YLD
=1 a,b=1
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Wir nehmen an, dass die Zeitapproximation C’Z des rechten Cauchy-Green Tensors die folgende Bedingung
erfiillt:

Nen

> 2N, @ql] = Vg.C (66)
b=1

Mit dieser Gleichung geht die punktweise Bedingung iiber in eine Verzerrungsenergiedichteerhaltungsbe-
dingung;:

w. (Ctw) - w. (CL) = S Vo, (cl@): % w (67)
=1

Das Entwurfskriterium ist somit die Gleichung (67). Diese Gleichung muss jedoch in Verbindung mit der
Gleichung (66) angewendet werden, um die Gradientenform (1) der inneren Krifte aufrechtzuerhalten.

4.5 FErweiterter Gradient

Wir sehen jetzt das Entwurfskriterium (67) als Nebenbedingung an den Gradienten der Verzerrungsener-
giedichtefunktion an. Wir haben somit eine tensorwertige Funktion DW,(«) zu bestimmen, die das Ent-
wurfskriterium als Nebenbedingung erfiillt und minimal vom gewthnlichen Gradienten Vi W.(C"(«))
abweicht. Das Entwurfskriterium kann als folgende Nebenbedingung geschrieben werden:

1 h
G.(DW, (a)) = W,(C"(1)) — W.(C"(0)) - / oW, (a) - 271 g, (68)

Das zugehérige Lagrange-Funktional £, des variationellen Problemes ist dann gegeben durch
1 1
Le=3 / IDW..(a) = Vo We(CL(@)|* dav+ Ac Ge(DWe (). (69)
0

Nach dem Losen der entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen hat die Losung die Form des folgenden
erweiterten Gradienten:

Ge(Vo We h
DWe(a) = VCeWe(CZ(a)) + ( ﬁ ) ac(;eofa) (70)
mit . N N
B 0C;(a) 0C;(a)
N /0 % da da. (71)

Wir wenden ebenfalls eine k-Punkt Gaussquadratur zur Bestimmung der verbleibenden Zeitintegrale an.

4.6 Assumed strain approximation

Hier trennen wir von der c¢G-Approximation jenen Teil, der invariant beziiglich Starrkérperbewegun-
gen ist. Zu diesem Zweck betrachten wir eine allgemeine Starrkérperbewegung eines Elementes B€.
Solch eine Starrkorperbewegung ist definiert durch eine sogenannte Euklidische Transformation mit der
Form x%(t) = a.(t) + R.(t) X{. Der Vektor a.(t) € R™m bezeichnet eine Translation und der Ten-
sor R.(t) € SO(naim) fithrt zu einer axialen Rotation. Die entsprechenden Deformationsgradienten an
den Zeitknoten ay, I =2,...,k + 1, sind geben durch F§ = R} € SO(naim), den Rotationstensoren an
den Zeitknoten oy mit der Orthogonalitiitseigenschaft (R$)T RS = I,,,, . Wir beginnen mit der cG-
Approximation des Verzerrungsmafles, welches in der nichtlinearen Elastodynamik durch den rechten
Cauchy-Green reprisentiert wird:

k41 ko k1
e e e1T e e
Ce:FeTFe:ZMI(Q)CI*Z Z M; M; [F7 - Fj]" [F - Fj], (72)
I=1 I=1J=I+1
wobei C¢ = (F$)TF der rechte Cauchy-Green Tensor an dem Zeitknoten o bezeichnet. Da die Ten-

soren R} Elemente der speziellen orthogonalen Gruppe SO(ngjm) sind, mit der Matrixmultiplikation
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als Gruppenoperation, so ist eine Differenz zweier orthogonaler Tensoren im allgemeinen kein orthogo-
naler Tensor mehr. Der letzte Term der Gleichung (72) wird deshalb von einer Starrkérperbewegung
verdndert. Unter Einbezug der Orthogonalitidtseigenschaft ist jedoch der erste Term unbeeinflusst von
einer Starrkorperbewegung. Der erste Term in Gleichung (72) wird als assumed strain approzimation des
rechten Cauchy-Green Tensors bezeichnet (siehe Vorarbeit [3]):

k+1
Cc=> M(a)C§ (73)
I=1

Die assumed strain approximation ist deshalb jener Teil der cG-Approximation, welcher indifferent hin-
sichtlich Starrkérperbewegungen ist (vergleiche [34]).

4.7 Erweiterter Gradient mit assumed strain approximation

Wir fithren jetzt die assumed strain approximation in den erweiterten Gradienten unter Beibehaltung sei-
ner Energieerhaltungseigenschaft ein. Wir haben zu diesem Zweck das Entwurfskriterium im Gradienten
wie folgt zu schreiben:

606 (El)
1oJe"

k
Ge = We (Ce(1)) = We (Ce(0)) — Z VCEWe (Ce(&)) : wy. (74)
=1

Der zugehorige erweiterte Gradienten mit k-Punkt Gaufiquadratur hat dann die folgende Form:

DW, = Vg, We(Ce(a) + o 25l (73)

wobei i
N, = ZZ acae(igl) : 805;&) . (76)

=1

4.8 Die erweiterte Galerkin (eG) Methode

Die erweiterte cG(k)-Methode oder kurz eG(k)-Methode soll die ¢G(k)-Methode ergédnzt um den er-
weiterten Gradienten und die assumed strain approximation bezeichnen. Diese Famile von energie- und
drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren von hoherer Genauigkeitsordnung hat die Form

k 1 1
Z/ MM, daq.]fhn/ MM ! p da =0,
J=1"0 0 ok (77)

k 1 k
S [ ity dapy + by - N6 Q&) a() wr =0,
J=1"0 =1

Die Zeitapproximation Q(«) der Steifigkeitsmatrix ist gegeben durch die Elementsteifigkeitsmatrizen
@e(a) entsprechend den Koeffizienten

Q) = /B 2DW,(a) : N%, dV (78)

e
0

der Elementstrukturmatrizen Q. Die eG(1)-Methode fiir die semi-diskrete Elastodynamik ist dquivalent
zu den energie- und drehimpulserhaltenden Verfahren in [34]. Dieses Zeitschrittverfahren, welches auf
einer Finite-Differenzen-Approximation von zweiter Genauigkeitsordung basiert, ist gegeben durch die
Gleichungen
9> — 91— fin M~ [p, +p,] =0,
(79)
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Abbildung 1: Bewegung und zugehorige Invarianten eines ebenen ein-blittrigen Propellers (Neo-Hooke-
Material mit A = 3000, = 750, po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 119 Knoten in n. = 100 vier-
knotigen Lagrange-Elementen und berechnet mittels der c¢G(1)- sowie mittels der eG(1)-Methode mit
einer Zeitschrittweite h,, = 0.1/0.2. Die Propeller der eG(1)-Methode sind obenauf dargestellt. Die ge-
punktete Linie kennzeichnet den Wechsel der Zeitschrittweite bei T' = 5.

wobei der Gradient der Verzerrungsenergiedichtefunktion beziiglich des Elementes e approximiert ist
durch den folgenden Differenzenquotienten:

Cc¢+C¢
oW, (2) = v w, (G192 4 L o e, (80)
e 2 M(i
mit den Ausdriicken
e e Ce + Ce (& e
6. . (C5) - w. () - Vo W (Fr ) e - e, s

Ne =||C5 - Ci|I*.

4.9 Numerische Untersuchungen

In diesem Abschnitt prisentieren wir die Implementierung der eG(k)-Methode fiir die nichtlineare Elasto-
dynamik. Wir verifizieren dann die Erhaltungseigenschaften der eG(k)-Methode in numerischen Beispielen
und geben einen Vergleich zwischen der cG(k)- und der eG(k)-Methode im Hinblick auf Erhaltung der
Invarianten, Genauigkeit und numerischen Aufwand wieder. Letztendlich wird auch die Effizienz von
zeitlichen Finiten-Elementen hoherer Genauigkeitsordnung diskutiert.

4.9.1 Implementierung

Die Implementierung sowohl der c¢G(k)- als auch der eG(k)-Methode folgt von Abschnitt 3.7. Wir ha-
ben eine Toleranz € = 10~® im Abbruchkriterium des Newton-Verfahrens verwendet. Die Blocke K j,
J=2,...,k+ 1, des Tangentenoperators haben selbst auch eine Blockstruktur:

11 Inen
Ney ‘K - eKJ
Ks= A | : : (82)
J . .
e=1 GK:’}enl o eK:’}ennen
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Abbildung 2: Bewegung und zugehérige Invarianten eines rdumlichen ein-blittrigen Propellers (Neo-
Hooke-Material mit A = 3000, p = 750, po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 238 Knoten in ne = 100
acht-knotigen Lagrange-Elementen und berechnet mittels der eG(1)-Methode mit einer Zeitschrittweite
hn = 0.1/0.2. Die gepunktete Linie kennzeichnet den Wechsel der Zeitschrittweite bei T = 5.

Wir schreiben die Blocke ¢ K% als Summen eines geometrischen und eines materiellen Anteils, so dass
‘K f‘}b = * Koo + ¢ K gilt. Wir definieren die folgenden Abkiirzungen fiir eine kompaktere Darstel-
lung der Tangentenmatrizen:

T
B =F,®V,N, J.' {EB?,} =77 V,N, @ [F]" (83)

Die geometrischen und materiellen Anteile der cG-Methode lauten mit diesen Abkiirzungen

‘Koewtl = M; Q% I

Ndim?
(84)
Kaenth = M, /B B;: [4VE We(C)] : [BY) v

0

Die geometrischen Anteile der eG-Methode nehmen eine dhnliche Form an als jene der ¢cG-Methode, da
ein geometrischer Anteil ausschliesslich aus der Differentiation der Losungsfunktion q hervorgeht. Jedoch
die entsprechenden materiellen Anteile sind komplizierter infolge der zusétzlichen Terme des erweiterten
Gradienten:

Ndim >

‘Koo = My Q°, T
e 2 / g b T
Bt | My4VE We(Co) + Myd T 1| - {SBJ} dv+

€K nas?? = /
Be N

e . 2 ac@(a) e 4 ac@(a) el . |epb T
+/8Ba. [5%“&7 G ©8 g a L [ BJ} av—
-,

®L§] dv,
5

-€

€

e 4ge aCe
Ba.[ =

€
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Abbildung 3: Bewegung und zugehorige Invarianten eines ebenen 2-bléttrigen Propellers (Neo Hooke Ma-
terial mit A = 3000, p = 750, po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 149 Knoten in n. = 120 vier-knotigen
Lagrange-Elementen and berechnet mittels der ¢G(2)- sowie mittels der eG(2)-Methode mit einer Zeit-
schrittweite h,, = 0.1/0.3. Die Propeller der eG(2)-Methode sind obenauf dargestellt. Die gepunktete Linie
kennzeichnet eine Zeitschrittweitendnderung bei T = 5.

wobel
k
L = 3= [Mote) 555 W W) + M6 [ WetCate) + i S5 [
> o Se (86)
L= > 2% g mee” + [8%751)] ] -
=1

4.9.2 Kompressibles Neo-Hooke Material

Wir betrachten k-blattrige ebene und rdumliche Propeller diskretisiert mit vier- beziehungsweise acht-
knotigen Lagrange-Elementen. Die Propeller sind mit ihrem Mittelpunkt im entsprechenden Euklidischen
Raum positioniert. Mit vorgegebem Anfangswinkelgeschwindigkeitsvektor wo und Anfangstranslationsge-
schwindigkeitsvektor v werden die Anfangsknotengeschwindigkeiten v, A =1, ... , Nnp, nach der Glei-
chung vg‘ =vr + wp X q(j‘ bestimmt. Die Propeller bestehen aus kompressiblem Neo-Hooke-Material mit
den Lamé-Konstanten A = 3000 und p = 750. Die Bewegung startet in einer spannungsfreien Anfangs-
konfiguration mit einer homogenen Massendichte py = 8.93. Die Verzerrungsenergiedichtefunktion des
kompressiblen Neo-Hooke-Materials ist wie folgt:

A
W.(C.) :%[trCef?;]Jrg[ane]quane, mit J, = /C.. (87)

4.9.3 Diskussion

In den Abbildungen 1, 3 und 5 werden die Bewegungen der zwei-dimensionalen Propeller und die zugehori-
gen Invarianten dargestellt. Diese Bewegungen wurden zum Vergleich sowohl mit der cG- als auch mit
der eG-Methode berechnet. Die Abbildungen 2, 4 und 6 zeigen die Bewegungen der betrachteten réumli-
chen Propeller, und die entsprechenden Invarianten berechnet mit der eG-Methode. Wir sehen, dass die
eG-Methode die Erhaltungsgesetze unabhéingig von dem Scharparameter k und von der Zeitschrittweite
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Abbildung 4: Bewegung und zugehorige Invarianten eines rdumlichen zwei-blittrigen Propellers (Neo
Hooke Material mit A = 3000, u = 750, po = 8.93) diskretisiert durchn,, =298 Knoten in ne = 120
acht-knotigen Lagrange-Elementen und berechnet mittels der eG(2)-Methode mit einer Zeitschrittwei-
te hy, = 0.1/0.2). Die Zeitschrittweite wurde geéndert bei T = 5.

hy, erfiillt. Der Gesamtimpuls und der Gesamtdrehimpuls berechnet mit der cG-Methode ist ebenfalls
konstant iiber der Zeit im Gegensatz zur zugehorigen Gesamtenergie. Die cG-Methode zeigt ein Blow-
up-Verhalten, da ihre Gesamtenergie nach einer Zeitschrittweitendnderung steigt. Die Gesamtenergie der
c¢G-Methode hingt ferner von k sowie von der Zeitschrittweite h,, ab.

Das linke Diagramm der Abbildung 7 stellt den Logarithmus des relativen Fehlers zur Zeit T iiber
dem Logarithmus der zugehorigen Zeitschrittweite h,, dar. Die Referenzlosung zur Zeit T' ist berechnet
mittels der eG(4)-Methode mit einem Zeitschritt h,, = 0.001. Die Graphen sind Geraden infolge der loga-
rithmischen Skala beider Achsen. Die Steigung der Geraden gibt die Genauigkeitordnung O(h2*) beider
betrachteten Methoden an. Wir beobachten fiir beide Methoden bei steigenden k, dass sich die Steigung
der Geraden vergréflert und der Achsenabschnitt der Geraden féllt. Aus diesem Grund fithrt ein groferes
k auf eine groflere Zeitschrittweite zur Berechnung der Losung zur Zeit 1" mit vorgegebener Genauigkeit.
Das rechte Diagramm in Abbildung 7 zeigt einen doppelt-logarithmischen Schrieb des relativen Fehler
iiber der zugehorigen CPU-Zeit. Wir erhielten ebenfalls Geraden aufgrund einer linearen Ausgleichsrech-
nung. Zuerst vergleichen wir die benétigte CPU-Zeit beider Methoden. Wir sehen fiir beide Methoden,
dass je grofler k gewihlt wird, desto kleiner ist die benttigte CPU-Zeit. Eine grofleres k fithrt folglich zu
einer Ersparnis von CPU-Zeit aufgrund kleinerer Zeitschrittweiten und niedrigerer Iterationszahlen. Zieht
man die Steigung der Geraden in Betracht, so sieht man im Hinblick auf die benttigte CPU-Zeit, dass
ein grofleres k£ ab einem bestimmten relativen Fehler gerechtfertigt ist. Dieser relative Fehler ist fiir die
c¢G-Methode hoher als fiir die eG-Methode. Zweitens, vergleicht man die CPU-Zeiten beider Methoden
fiir einen festen Scharparameter k, so beobachtet man dass die CPU-Zeit der eG-Methode im allgemeinen
grofler ist als die der cG-Methode. Der Grund fiir diese Beobachtung ist der komplexere innere Kraftvektor
und der entsprechende Tangentenoperator der eG-Methode.

5 Zusammenfassung

Wir beschiiftigten uns mit der kontinuierlichen Galerkin-Methode in der Zeit im Rahmen der semi-
diskreten nichtlinearen Elastodynamik. Die resultierende Familie von k-stufigen Einschrittverfahren be-
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Abbildung 5: Bewegung und zugehorige Invarianten eines ebenen drei-bléittrigen Propellers (Neo Hoo-
ke Material mit A = 3000, p = 750, po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 179 Knoten in n. = 140 vier-
knotigen Lagrange-Elementen und berechnet mittels der c¢G(3)- sowie mittels der eG(3)-Methode mit
einer Zeitschrittweite h, = 0.1/0.4. Die Propeller der eG(3)-Methode sind obenauf dargestellt. Die ge-

punkteten Linien kennzeichnen den Wechsel der Zeitschrittweite bei 7' = 5.
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Abbildung 6: Bewegung und zugehérige Invarianten eines rdumlichen drei-bléttrigen Propellers (Neo
Hooke Material mit A = 3000, p = 750, po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 358 Knoten in ne = 140
acht-knotigen Lagrange-Elementen und berechnet mittels der eG(3)-Methode mit einer Zeitschrittweite
hn =0.1/0.2. Die Zeitschrittweite wurde geéindert bei T = 5.
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Abbildung 7: Genauigkeits- und Effizienzvergleich der cG- mit der eG-Methode fiir £ = 1, 2,3 ermittelt
mit der Bewegung des ebenen ein-blittrigen Propellers (Neo Hooke Material mit A = 3000, pu = 750,
po = 8.93) diskretisiert durch n,, = 119 Knoten in n.; = 100 vier-knotigen Lagrange-Elementen zur Zeit
T=1.

einhaltet numerisch zu integrierende Zeitintegrale. Die Erhaltungseigenschaften dieser Verfahren sind
dann verbunden mit einer Kollokation an k Quadraturpunkten. Da die betrachteten Impulsabbildungen
maximal quadratische Invarianten sind, wurde eine k-Punkt Gaufiregel mit der Genauigkeitsordnung 2k
zur Erhaltung der Impulsabbildungen verwendet. Wir bezeichneten diese Familie von Zeitschrittverfahren
als die ¢G(k)-Methode.

Die gewdhnliche c¢G(k)-Methode ist jedoch nicht energieerhaltend und verwendet keine objektive
Zeitapproximation fiir das betrachtete Verzerrungsmafl. Aus diesem Grund wurde Energieerhaltung mit-
tels einer Projektionsmethode erzwungen, die unabhéngig vom Verzerrungsmaf ist. Diese Projektion
fithrte zu einem erweiterten Gradienten, der in der cG(k)-Methode in Verbindung mit einer objekti-
ven zeitlichen Approximation des Verzerrungsmasses angewendet wurde. Es resultierte eine Familie von
energie- und drehimpulserhaltenden Zeitschrittverfahren der Genauigkeitsordnung 2k, welche die eG(k)-
Methode genannt wurde.

Die prisentierten numerischen Untersuchungen belegen das ausgezeichnete Verhalten der eG(k)-Me-
thode in Langzeitberechnungen von Bewegungen mit grossen Verzerrungen sowie von steifen Konfigura-
tionen. Es wurde gezeigt, dass die relative Genauigkeit der eG(k)-Methode und die der ¢G(k)-Methode
praktisch identisch sind. Ferner existiert ein optimaler relativer Fehler fiir welchen eine hohere Genauig-
keitsordnung empfohlen werden kann. Dieser Grenzwert liegt jedoch in einem niederen Genauigkeitsbe-
reich, so dass eine Methode mit hoherer Genauigkeitsordnung im allgemeinen empfohlen werden kann,
wenn die Losung eine bestimmte Genauigkeit vorweisen soll.
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