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1 Einleitung

Die numerische Zeitintegration in der nichtlinearen Eddgnhamik war in den letzten Jahren Gegenstand verstark-
ter Forschungsaktivitaten. Wesentlicher Grund hiei§ifiy dass haufig eingesetzte Verfahren, deren Eigenschaft
bezuglich Stabilitat, Energieerhaltung und numeridoiesipation in der linearen Elastodynamik bekannt sindien
nichtlinearen Elastodynamik zu schlechten oder sogaripaljsch falschen Ergebnissen fiihren kdnnen. Neuere Un-
tersuchungen zeigen, dass im Rahmen der nichtlinearerriélie korrekte numerische Reproduktion mechanischer
ErhaltungsgrofRen wie Energie und Drehimpuls, zentralali@tsmerkmale eines Zeitintegrators sind. Zeitinégt

ren die diese Erhaltungseigenschaften besitzen, werdérigenden alsnechanische Integratordrezeichnet.

Die in den letzten Jahren fur die nichtlineare Elastodyaemtwickelten mechanischen Integratoren basieren
ausschlieBlich auf finiten Differenzenverfahren. Dahedas Ziel dieses Forschungsvorhabens die Entwicklung me-
chanischer Integratoren auf der Grundlage einer zeitfi¢tie-Diskretisierung. Die Vorarbeiten [2, 3] der Antradkste
zeigten, dass diese Vorgehensweise eine systematiscivicklohg mechanischer Integratoren beliebiger Genauig-
keitsordnung erlaubt.

Die konzeptionell neue Vorgehensweise beruht auf eindlicteen FE-Diskretisierung der nichtlinearen, endlich-
dimensionalen Bewegungsgleichungen in Hamiltonschanfdie auf eine inharent energieerhaltende FE-Formulier-
ung fuhrt. Aus dieser FE-Formulierung resultiert eine Hanvon impliziten Einschrittverfahren, bei denen im Hin-
blick auf die algorithmischen Erhaltungseigenschaftenrdimerische Auswertung von Zeitintegralen eine zentrale
Rolle spielt. Neben der Anwendung gangiger Quadraturédnbesteht die Moglichkeit neue konsistente Quadratur-
formeln zu konstruieren, die die algorithmische Energied IDrehimpulserhaltung sichert. Die inharent energieer-
haltende FE-Formulierung liefert hierbei Designkriteriéir die Konstruktion der neuen Quadraturformeln. Die-Ent
wicklung neuer Quadraturformeln, die auf energie- und tinglulserhaltende, implizite Einschrittverfahren flhyest
somit zentraler Bestandteil des Forschungsvorhabensdéghaltenen neuen Zeitschrittverfahren werden in das am
LTM vorhandene FE-Forschungsprogramm implementiert uerérd algorithmische Erhaltungseigenschaften sowie
deren Genauigkeit an reprasentativen Beispielen detlimiehren Elastodynamik verifiziert.

2 \Vorgehensweise

Zuerst werden die endlich-dimensionalen (semidiskreBavwegungsgleichungen durch eine raumliche Diskretisie-
rung der nichtlinearen Elastodynamik mit Hilfe von isopagrdrischen Verschiebungselementen gewonnen. Die ka-
nonische Form der semidiskreten Bewegungsgleichungemuiert in den Verschiebungsfreiheitsgraden und den
assoziierten Impulsen, bildet somit den Ausgangspunidii zeitliche FE-Diskretisierung. Die zugehorige schwa
che Form ergibt sich durch eine Skalarmultiplikation miktgiellen Testfunktionen und anschliel3ender Integratio
Uber das zu betrachtende Zeitintervall. Die zeitliche Apgmation der Verschiebungen, Impulsen und Testfunkdion
erfolgt dann analog der Vorarbeiten [2, 3] im Rahmen der ikai¢rlichen Petrov-Galerkin-Methode.

Anschlieend wird im Rahmen des subparametrischen FE€fdez ein zeitliches Referenzelement eingefuhrt.
Die zeitlichen Formfunktionen werden mit Lagrangeschelyfamen in allgemeiner Form fur beliebige Polynom-
grade aufgestellt. Wahrend die Raumintegrale wie UbidhGaul3schen Quadraturregeln berechnet werden, ist die
Berechnung der Zeitintegrale der zentrale BestandteilRtegektes. Integrale in denen lediglich die Formfunktio-
nen auftreten, konnen unmittelbar exakt berechnet werb@nIntegrale in denen neben Formfunktionen auch die
inneren Knotenkrafte der raumlichen Diskretisierungkamnmen, sind mit Quadraturregeln zu approximieren. Als
Materialmodelle werden allgemeine hyperelastische §és#tze verwendet.

Aus dem erhaltenen impliziten algebraischen Gleichurgisgyresultieren nach einer Vorgabe des Polynomgrades
k der zeitlichen FE-Approximation, verbunden mit einer kaatkn Wahl einer Integrationsregel zur Berechnung der
Zeitintegrale, spezifische Zeitschrittalgorithmen. Esdwiun wie folgt vorgegangen:

1) Zuerst werden lineare Zeitelemente=£ 1) untersucht. Als denkbar einfachstes konstitutives Modietl das
St. Venant-Kirchhoff Modell eingesetzt und anschlieRegiibbige hyperelastische Stoffgesetze betrachtet. Die
Wabhl der Integrationsmethode fuhrt nun auf folgende Aerei

1.1) Implementierung in das FE-Forschungsprogramm am LTM:
Dabei werden die Zeitintegrale zuerst mit gewohnlichen®zhen Quadraturformeln approximiert. Fur
die raumliche FE-Approximation werden bilineare Versthingselemente benutzt. Durch eine Berech-
nung zweidimensionaler Beispiele wird die inharente Bremrhaltungseigenschaft der zugrundeliegen-
den FE-Formulierung und die Genauigkeitsordnung verifizie



1.2) Entwicklung neuer energie- und drehimpulserhalte@iedraturformeln:
Dazu werden zunachst die Designkriterien fur eine Edmagtvon Drehimpuls und Energie abgeleitet. Ba-
sierend auf diesen Designkriterien werden Quadraturforienstruiert. Anhand numerischer Beispiele
wird die Genauigkeitsordnung festgestellt. Weiterhinduaintersucht, ob bereits bekannte Erhaltungsalgo-
rithmen, die auf der Finiten-Differenzen-Methode basierds Spezialfall der resultierenden Zeitschritt-
verfahren enthalten sind.

2) Zweitens werden theoretisch beliebige Polynomgradebletet. Praktisch werden quadratische Zeitelemente
untersucht und entsprechend den Punkten 1.1) und 1.2}werfa

3 Raumliche FE-Diskretisierung

Die hier untersuchte zeitliche FE-Methode basiert auf derrd&htung eines endlich-dimensionalen nichtlinearen
Hamiltonschen Systems. Bei Betrachtung der nichtline&lestodynamik wird deshalb zuerst eine raumliche FE-
Diskretisierung des betrachteten Korpers durchgefi@iehe auch [4]). Daraus erhalten wir die Hamiltonschen-Gle
chungen in semidiskreter Form, mit denen wir dann die Edngiésatze beziuglich Gesamtenergie, Gesamtdrehimpuls
und Gesamtimpuls fur den raumlich diskretisierten Kgirformulieren.

3.1 Semidiskrete Hamiltonsche Formulierung

Wir betrachten die Bewegung eines Korpgrin einemn 4;,,,-dimensionalen Euklidischen Raum mig;,,, < 3 im
Zeitintervall I; = [0, T']. Die Bewegung beginnt mit der Referenzkonfiguratifiynzum Zeitpunktt = ¢,. Ein belie-
biger Zustande(t) des Korpers fut > 0 geht aus der ReferenzkonfiguratiBp durch die Deformationsabbildung
p(X,t) hervor. Dabei bezeichneX die Position des Korpers in der Referenzkonfiguratigrimaterielle Formulie-
rung). Die Approximation dieser Abbildung nach dem versbhingsbasierten FE-Konzept (siehe [20]) ist

Mnode

z=p(X,t)= > Na(X)g"®). 1)
A=1

wobei Uber die raumlichen Knotet = 1,...,n,,4. Summiert wurde undv4 bzw. g die zugehérigen globalen
Formfunktionen bzw. Positionsvektoren bezeichnen. Ditenele Geschwindigkeid ist somit

Mnode

8(,0 . A
= = N . 2
v=— Agl aAq )

Aus der Deformationsabbildung (1) resultiert der Deforimaggradient

Nnode
F=Veo=)Y q"®VNa. (3)
A=1

Als Verzerrungsmal dient der rechte Cauchy-Green-Tensor

Nnode
C=F"F= Z q”* - q°VN, @ VNp. 4)
A,B=1

Im Rahmen der nichtlinearen Elastodynamik betrachten ypehelastische Materialien, deren symmetrischer zweiter
Piola-Kirchhoffscher Spannungstenssich aus der skalarwertigen Verzerrungsenergiedight€') ableitet:

S =2VW(C). (5)

Die innere potentielle Energie (Verzerrungsenergig) bzw. die potentielle Energig,,; der konservativen aufleren
Krafte ist gegeben durch

Vit = | W(C) dV bzw. Vit = —/ prb-odV— | t-pd4, (6)
Bg BO BBO



mit den Massenkrafteh, dem Oberflachenspannungsvektamd der Dichtepr in der Referenzkonfiguration. Die
Deformationsabbildung (1) fuhrt dann auf

Mnode

Vext = - Z qA : F?xt' (7)
A=1
mit den aufReren Knotenkraften
FA. = | NaiprbdV + Nat dA. (8)
Bg E‘)BO

Fasst man die Knotenkoordinatgfi und die auReren Knotenkrafe

T

, in den Vektoren

a" = "7 ... (g"*)T] 9)
Fz;t = [(FL)" ... (Flnpi)7] (10)

zusammen, so erhalt man
Véxt = —q- Fext- (11)

Die kinetische Energi# des Korpers wird aus der materiellen Geschwindigkeit €¥bhnet.

1 1 .
T = —/ prv-v dV =< > Mapg*-¢® mit MAB:/ prNANg dV. (12)
2 /s, 2 A,B=1 Bo

Werden die Komponentel 4 g in der Massenmatridd = {Mupl,,,,. ’X‘gﬁl zusammengefasst, so hat die kineti-
sche Energie die Form

T:%q-Mq. (13)

Aus der Lagrangeschen Funktion= T' — V;,,; — V,,; erhalt man den generalisierten Knotenimpulsvektor
p=VyL=Mayq, (14)

wobeip” = [(p")7 ... (p"-+)T] die Knotenimpulsgp” enthalt. Die Hamiltonsche FunktioH folgt aus einer
Legendre-Transformation voh beziiglich des generalisierten Knotengeschwindigkekrsg und hat somit die
Form
1
H:§p'M71p+VYint+Vezt- (15)
Die inverse Massenmatrix hat dabei die Fabfi™' = {M;élndim}’}ggdgl mit den Komponented/ , ;.
Aus der Hamiltonschen Funktion (15) resultieren die foldgm semidiskreten Hamiltonschen Gleichungen der
Bewegung der raumlichen Knoten des KorpBrs

g = VpH = M 'p,
1 P P: (16)
= _qu = Fezt - Fint;
mit dem inneren Knotenkraftvektor
Fini = VgVine = VIW(C):VgC dV =Qq. a7)
Bo
Die Matrix Q hat die FormQ = {Q,M;)Indim}’}("i’;ﬁ;1 wobei die Komponente@ 45 gegeben sind durch
Qap= [ SapdV mit Syp=S:VN,4® VNs. (18)

Bo



3.2 Erhaltungsgrof3en

In diesem Abschnitt werden die Satze zur Erhaltung der @e=aergie, des Gesamtdrehimpulses und des Gesamtim-
pulses der raumlichen Diskretisierung des Korpérenter Verwendung der semidiskreten Hamiltonschen Gleiehu
gen (16) aufgestellt.

Energieerhaltung. Die Bewegung des Korpefswird mit Koordinaten beziiglich eines inertialen Bezugtsins
beschrieben. Weiterhin liegen neben skleronomen und baten Zwangsbedingungen auch nur konservative Krafte
vor. Somit ist nach dem Eulerschen Theorem fir homogenétiamen die Gesamtenergie mit der Hamiltonschen
Funktion identisch [22]. Die zeitliche Differentiationddamiltonschen Funktion (15) ergibt

H=p M 'p+[Qq—Fert] G—q Fepy. (19)

Durch Einsetzen der semidiskreten Hamiltonschen Gleighnr{16) in Gleichung (19) erhalt mai = 0 und damit
eine konstante Gesamtenergie, wenn die wirkenden auReafte nicht explizit von der Zeit abhangen. [ |

Drehimpulserhaltung. Der Gesamtdrehimpulg der raumlichen Diskretisierung bezuglich des Ursprudes
inertialen Bezugssystems ist

Nnode

L:/pRgox'vdV:ZqApr. (20)
Bo A=1

Differenziert man den Drehimpuls (20) nach der Zeit, saénman

Mnode

L=> [¢"xp*+q* xp"]. (21)
A=1

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie VMQI}3 und@ 4 p verschwinden aufgrund der Schiefsymmetrie des Vektor-
produktes folgende Summen:

NMnode Nnode
> Mypp®xpt=0 und Y Qasd®xq'=0. (22)
A,B=1 A,B=1

Setzt man die semidiskreten Hamiltonschen GleichungeiiXBleichung (21) ein und berlcksichtigt die Gleichun-
gen (22), so erhalt mah = T mit dem angreifenden Moment

Nnode

T=)Y q"xF,. (23)
A=1

Der Gesamtdrehimpul bleibt somit erhalten, wenn keine auReren Kraftd, angreifen. |

Impulserhaltung. Der Gesamtimpuld der raumlichen Diskretisierung ist gegeben als

P = PRV dv. (24)
Bo

Da wir fUr die globalen FormfunktioneN 4 Lagrangesche Polynome verwenden, ist die folgende Bedmgrfulit:

> Na=1. (25)

Diese Bedingung beschreibt die Vollstandigkeit der Iptdation durch Lagrangesche Polynome (siehe [20]). Nach
Einsetzen der semidiskreten Hamiltonschen Gleichun@jiéd der Beriicksichtigung der Vollstandigkeitsbedin-
gung (25), folgt

Nnode

P=> p (26)
A=1



Zeitliche Differentiation des Impulses (26) und anscldieftes Einsetzen der semidiskreten Hamiltonschen Glegchun

(16.2) ergibt
. Nnode Nnode Nnode
P=N-) F,,=N- V(ZNA>-SZVNBquB. (27)
A=1 Bo A=1 B=1

mit der angreifenden Gesamtkraft

Nnode

N=)Y F.,. (28)
A=1

Durch die Vollstandigkeitsbedingung (25) verschwindiet Summe der inneren Knotenkrafte und es fdij= N.
Somit ist der Impuls wahrend der Bewegung konstant, wemmek&ul3eren Krafte auf die raumliche Diskretisierung
einwirken. ]

4 Zeitliche FE-Diskretisierung

In Kapitel 3 wurden die semidiskreten Hamiltonschen Glergen aus der raumlichen Diskretisierung des Korpers
B gewonnen. Das Zeitschrittverfahren zur Losung der Hamdthen Gleichungen wird jetzt durch eine zeitliche
Diskretisierung der semidiskreten Hamiltonschen Gleigan mit der Petrov-Galerkin-Methode bestimmt (siehe [4])
AnschlieRend werden die Erhaltung von Gesamtenergie mdsahimpuls und Gesamtimpuls nach jedem Zeitschritt
untersucht.

4.1 Zeitschrittverfahren

Zur Anwendung der Petrov-Galerkin-Methode auf die serkigiten Hamiltonschen Gleichungen wird auf die sym-
plektische Notation iilbergegangen (siehe [8]). Die Vaeiabder symplektischen Notation ist der Vektore [q7 pT]T.
Die semidiskreten Hamiltonschen Gleichungen (16) haberdieiForm

s = JVH(z) (29)

mit der symplektischen Matrix bzw. Jacobimatrix

J:{_OI é} bzw. VH(z):[g ]\fl}z—{FSwt}. (30)

Die Matrix O bzw. I bezeichnet die Null- bzw. Einheitsmatrix ufdst der Nullvektor.

Wir diskretisieren das betrachtete Zeitintervill= [0, T'] durch Betrachtung der Zeitpunkte< ¢; < ... <
tn—1 < t, < T und erhalten somit globale Zeitelemerig = [t,_1,t,] der Langeh,, = t,_1 — t,. Nach der
elementorientierten Betrachtungsweise filhren wir mitdansformation

_ t—tn_1

T : at) ™

(31)
ein Masterelement, = [0, 1] ein. Somit haben wir die Petrov-Galerkin-Methode beziigtier folgenden Differenti-

algleichung anzuwenden:
dz

i h,JVH(z). (32)
(03
Die schwache Form dieser Differentialgleichung bezilgties Masterelementés ist gegeben durch
! dz"
/ Jozh {— - thVH(zh)} da =0, (33)
0 dOé
wobei
koo k+1
6zh(a) = Z ](a) 0z1 bzw. zh(a) = Z M](a) Zr (34)
I=1 I=1



die Approximationen der Test- bzw. Losungsfunktion dalfstDie Vektorendz; und z; bezeichnen die Werte an
den Knotemy, I = 1,...,k + 1. Die Knotena; sind aquidistant auf dem Masterelement verteilt, begidnegei
o = 0 und endend bei = 1. Die Formfunktionen\/; bzw. M; sind Lagrangesche Polynome vom Gfad 1 bzw.
k. Wir bezeichnen die Funktionel/; im folgenden als dieeduzierten Formfunktioneit Hilfe der reduzierten
Formfunktionen gilt:

- = > Mi(e) zr. (35)

wobeiz; Linearkombinationen der Knotenwette sind. Im folgenden nennen wir die Knotenwettediereduzierten
KnotenwerteEinsetzen der Funktionen (34) in die schwache Form (33pedgs folgende algebraische Gleichungs-
system:

k 1 1
3 /M,MJda 5, - hn/MIJVH(zh) do =0, (36)
0 0

furr=1,...,k.

Die zeitliche FE-Methode (36) soll im Weiteren in Anlehnuaig die Terminologie in [6] al€G(k)-Methode
bezeichnet werden.

4.2 Erhaltungsgrof3en

Um aus dem algebraischen Gleichungssystem dek)eMéthode energie- und drehimpulserhaltende implizite- Ei
schrittverfahren zu gewinnen, bendtigen wir Designkigte. Folglich werden mathematische Beweise formuliest di
Aufschluss darauf geben unter welchen Bedingungen dier@esargie, der Gesamtdrehimpuls und der Gesamtim-
puls nach jedem Zeitschritt erhalten bleiben. Die physskale Bedingung der notwendigen Abwesenheit von auf3eren
Kraften F.; sei erfullt.

Die Beweise fur die Erhaltungsgrof3en lassen sich analaten Beweisen beziiglich der semidiskreten Formulie-
rung in Abschnitt 3.2 formulieren, wenn man zuerst zeigssddie cGk)-Methode ein&ollokationsmethodist. Dies
bedeutet, dass die algebraischen Gleichungen dét)d@¢thode die zugrundeliegende Differentialgleichurtgriee
Form) in den Quadraturpunkten exakt erfiillen.

Kollokation. Wir betrachten die algebraischen Gleichungen (36) dekE®lethode. Das erste Integral enthalt
nur ein Polynom vom Gra#lk — 2. Die Integration kdnnte somit exakt durchgefiihrt werdéfird jedoch die exakte
Integration durch eine Quadraturformiglder Form

Ny
I{fy = f(&) w (37)
=1
mit N2 Quadraturpunkted;, I = 1,..., N2, und den assozierten Gewichten ersetzt, so ist das Ergebnis nur

N>—1

unter Verwendung vorV,* > k Radau- bzw. GaufRpunkten mit den Ordnung%(rhfl ¢ ) bzw. O(hiN‘?) oder

mit N* > k + 1 Lobattopunkten (Ordnung?(hlesfz)) identisch (siehe [17]). Das zweite Integral enthalt die i
allgemeinen nichtlineare Jacobimatf¢ . Hier muss eine approximierende Quadraturformel benuéztien.

Wir ersetzen jetzt die Integrale durch eine Quadraturfdiiee Form (37) und resubstituieren dazu die Ableitung
der Formfunktion in Gleichung (36). Folglich ergibt sich:

ZM [ 2 6) _ hn IVH (2"(§))| wi =0, (38)

mit =1, ..., k. Die k Gleichungen (38) lassen sich in Matrixschreibweise alfiemogenes lineares Gleichungssy-



stem (LGS) in der Variablem mit z; = R(&) wi, I = 1,..., N, schreiben:

My (&) Mi(&) ... Mi(éng) R(&1) w 0
My(&1) Ma(&) ... Ma(éng) R (&) w2 0
: : : ® I : — (39)
Mi(&1) Mip(&) ... Mi(éns) R(Eng) wig 0
mit 4 ()
R(a) = - — hy JVH(2"(a)). (40)

In Gleichung (39) bedeutet das direkte Matrizenprodukt unfl die n4;,, X ng., Einheitsmatrix. Demnach ist
A ¢ RF naim)x(Ng' naim) die Koeffizientenmatrix und: € RWVe "#m) die Unbekannte des homogenen LGS (39).

Damit das homogene LGS (39) eindeutig losbar ist, mdigs= & gewahlt werden. In diesem Fall besteht die
Losungsmenge nur aus der trivialen Losung=R (&) w; =0, furi=1,..., N* =k, wenn der Rang der Koeffizien-
tenmatrix gegeben ist durdg A = k ng;n,,. Da fur allel kein Quadraturgewicht; null ist, folgt daraus

dz"(&)
da

furi=1,..., k. Das heisst die Koeffizientenmatrik darf nicht singular sein. Somit muss abschie3end nochigfeze
werden, dass die Determinantet A nicht verschwindet.

Da die Determinante der Einheitsmatifxeins ist, ist die Determinate des ProdukiBs I gegeben durch
(det B)™ei= [30]. Die Determinatelet A ist damit ungleich null, wenn gilt:

=h, JVH(2"(&)). (41)

‘7%11(51) ]\:41(52) ]\:41(&)
My (&) My(&) ... Ma(&)

det B = det . . : £ 0. (42)
Mi(&) Mi(&) ... Mi(&)

DaM;, I = 1,...,k, die Lagrangesche Polynome beziiglich der Knatgreine Basis des Vektorraum@x0, 1)
sind, kann jedes Polynof € P(0, 1) dargestellt werden als

k
P(a) =) Mr(a)P(ar). (43)

I=1

Somit auch die Monombasis’ };?;1 des Vektorraume® (0, 1). Das heisst es gilt fur beliebige Knotes € [0, 1]

k
ol = ZMI(a)(aj)j, (44)

I=1

furj=0,...,k—1 (siehe [19]). In Matrixschreibweise haben d&i€leichungen (44) die folgende Form:

1 1 . 1 M, (a)
ok () o (ap)H! M()

Die erste Zeile ist die Vollstandigkeitsbedingung bdizgder Lagrangeschen Polynomé . Die quadratische Matrix

in Gleichung (45) ist die sogenannte Vandermondesche ¥ttiv, . . . , ), deren Determinante die folgende Form
hat
detV(al,...,ak):H(oq—aj). (46)
I>J
Fir paarweise verschiedene beliebige, I =1, .. ., k, ist die Vandermondesche Matrix somit immer regular.



Mit Gleichung (45) lasst sich nun die Matri® darstellen als

B:Vﬁl(ala"':ak)V(Ela"':Ek): (47)
deren Determinantéet B gegeben ist durch:
det B=[] =& (48)
ar —ayg
I>J

Folglich ist die Matrix B fur paarweise verschiedene Knotepund Quadraturpunkig, fur =1, ... k, regular.
Das bedeutet letztendlich, dass unter Verwendungivpaarweise verschiedenen Quadraturpunkjedie Koef-
fizientenmatrixA reguldr ist und deshalb die Gleichung (41) gultig ist. ]

Die Beweise die die Erhaltung der Energie, des Drehimpulselsdes Impulses durch die dg{Methode bele-
gen, verlaufen alle nach einem Schema: Zuerst wird der Hatgptier Integral- und Differentialrechnung beziiglich
der betrachteten ErhaltungsgroRe angewendet. Dann adrdhtegral durch eine Quadraturformel ersetzt, und zuletz
die Kollokationseigenschaft der cg¢Methode verwendet.

Energieerhaltung. Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnunguggizh der Hamiltonsche Funktion
H=T+V lautet:

H(z"(1)) - H (2"(0)) = /;W d‘”/olw dov. (49)

Das Integral Uber die Ableitung der kinetischen Energsst'sich exakt Idsen, da der Integrand nur aus einem Ralyno
vom Grad2 k — 1 besteht:
1 dar h 1 h
/ @) o, | e ) M1 p(a) da. (50)
0 do 0 da

Wird in Gleichung (50) das Integral durch eine Quadraturfek/, der Form (37) ersetzt, so ist die exakte Berechnung
des Integrals nur mitteldy * = k£ Gauf3punkten gegeben. Denn da das Polyn@di einen Grad k — 1 besitzt, wird
es nur durch eine GauRRsche Quadraturformel mit der Orddl(hg *) exakt integriert. Fur eine GauRsche Quadratur
mit k Gaul3punkten gilt deshalb:

) -1 0) = [ B )

k h
) dpdfl) M~ ph (&) wr. (51)
=1

Da das Potential’ im allgemeinen eine nichtlineare Funktion dnist, muss fur das zweite Integral in Gleichung
(49) eine approximierende Quadraturformel benutzt werBamit aber die exakte Integration gewahrleistet ist muss
folgende Bedingung erfullt werden:

1 h a h a
[ L) g g S, &)

Mit dV/da = VgV - dg/da und einer GauBBschen Quadraturformel gilt somit nach Gleigh(52) das folgende
Designkriteriuntfir eine energieerhaltende Quadraturregel:

h
W),

k
V(g"(1) =V (¢"(0)) =D _ VgV (¢"(&)) - (53)
=1

Da k paarweise verschiedene Quadraturpunkte verwendet weheerscht bei der cG{)-Methode Kollokation, so
dass die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in jedemr@uiapdunkt exakt erfullt werden:

h
quO(fl) = hn .1\4—_1 ph (51)’ (54)
d h

Pdfz) = —h,VqV (¢"(&)). o
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Nun setzen wir Gleichung (54) bzw. (55) in Gleichung (53) b@keichung (51) ein:

k h h
TR -TEN) = S T A, 0
n =1
V(d"(1) -V (d"(0) = Z fl- C(f” w. (57)

Die Addition der beiden Gleichungen (57) und (56) unteni®&sichtigung der Definition der Hamiltonschen Funktion
ergibt die Gleichung

H(z"(1)) - H (2"(0)) = 0. (58)
Folglich bleibt die Hamiltonschen Funktidi (die Gesamtenergie des betrachteten Systems) nach jedesohzigt
erhalten, wenit Gaul3punkte verwendet werden und das Designkriterium @G3jtevird. [ |

Drehimpulserhaltung. Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung aveyedet auf die Drehimpuls-
vektorfunktionL(z" (a)) hat die Form:

L) -LE0) = [ w do. (59
= [ S ) xp )] o (0
0 a=1
1Mnode Ah a Ah a
- /0 S Lda( ) % p(a) + () x L’da( )} do. (61)

A=1

Der nachste Schrittist das Ersetzen des Integrals duneh@uadraturformel der Form (37). Werden die Losungsfunk-
tioneng” bzw.p" eingesetzt und die Vektorprodukte ausmultipliziert, shsvor jedem Vektorprodukt ein Polynom
vom Grad2 k — 1. Die Integration kann somit mi Gau3punkten exakt durchgefiihrt werden. Es gilt somit:

k Mnode Ah
L) - L) =3 ) S g o) x LoD w62

Da aufgrund der Kollokationseigenschaft der efsilethode die Hamiltonschen Gleichungen in de@uadratur-
punkten exakt erfullt werden, gilt bei der Abwesenheit @f3eren Kraften:

o (&) S

T = X Mk @) (63
d Ah Nnode
W&, 3 Qhsl@a™ (64

Werden nun die Hamiltonschen Gleichungen (63), (64) uréeBgachtung der Beziehungen (22) in Gleichung (62)
eingesetzt, so folgt:

L (z"(1)) - L (2"(0)) = 0. (65)
Wird also die cGk)-Methode mitk Gaul3punkten integriert, so bleibt der Drehimpuls nachrjedeitschritt erhalten.
[

Impulserhaltung. Zuletzt die Erhaltung des Gesamtimpuldesles Korpers:

P (z"(1)) - P (2"(0)) = /Olw da = /OlnnZOd Wda. (66)

A=1
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Die Integration erfolgt Uiber ein Polynom vom Grad- 1. Die Verwendung vork GauRpunkten fuhrt somit allemal
zu einer exakten Integration. Somit gilt:

Lt dphg)

P("(1) - P("(0) =) Y —g-—~"w (67)
=1 A=1
Wir setzen nun Gleichung (64) in Gleichung (67) ein und ddmal
k  Nnpode
P(2"(1) =P (2"(0)) = =ha Y > Qan(&)"a"" (&) wr. (68)
=1 A,B=1

Mit Gleichung (18) erhalten wir aus Gleichung (68):

k

P (z"(1)) - P (2"(0)) = —hn, /B v ( Z NA> -Shg) Z VNg dVqP" (&) w;. (69)
1 0 A=1 B=1

1=

Fur die raumlichen FormfunktioneN 4 gilt die Vollstandigkeitsbedingung (25), so dass der Graddieser Summe
folglich der Nullvektor ist. Somit haben wir

P (2"(1)) - P (2"(0)) = 0. (70)
Wir haben somit auch Impulserhaltung unter Verwendungi/&@aul3punkten. ]
Die Essenz aus diesen Beweisen sind die folgemesignkriterienzur Konstruktion mechanischer Integratoren
aus der cG()-Methode:

D.1 Die nicht exakt losbaren Integrale mit einer Gaul3sceadraturformel der Form (37) mN = k Gau3punk-
ten integrieren,

D.2 welche zusatzlich die Gleichung (53) erfullt.

Das Problem der Konstruktion mechanischer Integratoteteisinach die Erfullung der Forderung D.2. Wenn man die
Gleichung (53) betrachtet, sieht man prinzipiell zwei Niéigkeiten fur beliebige PotentialEé aus dieser Gleichung
die Struktur eines mechanischen Integrators zu bestimijedie Bestimmung eines geeigneten Gradierigi’
und 2) eine geeignete Veranderung der GewiaehteEs ist aber zu beachten, dass die Modifikationen konsistent
urspriinglichen cG{)-Methode sind. Genauer: Bei 1) durfen sich die HamilttvescGleichungen im Rahmen der
Genauigkeit der cG{)-Methode nicht andern, und bei 2) darf die Veranderungavichte nicht die Genauigkeit der
Gaulischen Quadraturformel beeinflussen. Im folgendenemdydide Moglichkeiten untersucht.

5 Lineare zeitliche finite Elemente

In [21] wurde gezeigt, dass die c¢Methode die Ordnun@(h2*) hat, wenn die Integrale der c&¢Methode mit

k Gauf3punkten und den assozierten Gewichten berechnetw®ieVerwendung vok GauRpunkten schreibt auch
D.1 vor, so dass wir bei Verwendung von linearen finiten Eleteek =1 einen mechanischen Integrator der Ordnung

O(h2) erhalten, wenn wir auch D.2 erfullen.

Die Integration der cQ()-Methode mit einem GauBpunkt = 1/2 und einem zunéachst beliebigen Gewiahfihrt
auf

hy
@-a -5 M "Ipy+p] = 0, (71)

Py = P1 + o |Fly(6) 0 = Fop| = 0, (72)
mit Feyr = [ F ey da. Die innere Knotenkraff™ , (a) ist gegeben durch

F! () = Q"(a)q" (a). (73)
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Da Drehimpulserhaltung nur bei Abwesenheit von auReréxfit&m erfillt ist, muss sich das Kriterium D.2 nur auf die
Verzerrungsenergig;,,; beziehen. Die Forderung D.2 lasst sich deshalb wie folghédieren:

: dc” (&)
/BO wich ) -weh o)) av = /B (; V(@) | AV (74)
Lokalisierung beziiglich des Raumes liefert nun eine lelkarm der Bedingung D.2:
k h
WCHD) - W(CH(0) = 3 vw(Ch(e) - (75)
=1

Bei der cG(1)-Methode mit einem Gauf3puk= 1/2 und einem Gewichéy hat die Gleichung (75) die Form:

, dc™(&)

el (76)

W(C"(1)) - W(CM(0)) = VW (C"(&))
Die Modifikationen zur Erhaltung eines mechanischen lraegs gehen nun dahin, a) die innere Knotenkraft (73)
konsistent zu verandern und gleich dem Gauf3schen Gewiclat = 1 zu setzen, oder b) die innere Knotenkraft
(73) zu belassen und das Gewiahtso zu bestimmen, dass Gleichung (76) erfullt wird. In beiééllen muss das
Produkt der inneren Knotenkrafft;. . mit dem Gewichtp fiir die cG(1)-Methode die Ordnung(h2) besitzen und
die Bedingung (76) erfullen.

Letztendlich resultieren beide Modifikationen in einem ereenergieerhaltenden SpannungsteSsder den ur-

spriinglichen Spannungstenstit(¢, ) ersetzt. Dabei is6 eine Approximation der Ordnun@(h2) der Spannungen.
Wir erhalten dann eine neue innere Knotenkraft

Fint := Qq(&1), (77)

die eine Approximation der Ordnur@(k?) der KnotenkraftF';,,; und somit wie gefordert konsistent zu der cG(1)-
Methode ist.

5.1 Modifikation der inneren Knotenkraft

Wir zeigen zuerst zwei Varianten einer konsistenten Vdeanng der inneren Knotenkrak;,;. Bei beiden wird
jedoch der rechte Cauchy-Green-Tengof¢;) durch einen diskreten rechten Cauchy-Green-Te@sersetzt, der
die Ordnung?(h2) der cG(1)-Methode gewahrleistet wegen der Beziehung

C (&) = C+ O(hy). (78)

Die Varianten unterscheiden sich in der Wahl des Gradied&rverzerrungsenergiedichk&, aus dem die Span-
nungen berechnet werden. Bei der ersten Variante wird daytische GradienDWW benutzt. Dies fuhrt dazu, dass
die Energieerhaltung nur bei einem Material, hier 8eiVenant-KirchhofMaterial, erfullt ist. Bei der zweiten Vari-
ante wird ein diskreter Gradie®tW der Ordnung)(h?2) der Verzerrungsenergiedichte eingefiihrt, derlféliebige
Verzerrungsenergiedichtelie Gesamtenegie erhalt.

Das St. Venant-Kirchhoff Material ist definiert durch dier¥errungsenergiedichte

W(C):%E::D:E mit E(C):%[C—I], (79)

wobei E bzw.® den Green-Lagrange-Verzerrungstensor bzw. den vierstuidastizitatstensor bezeichnet. Demzu-
folge ist der Spannungstensor gegeben durch

S=2VW =29 :E. (80)

Zur Erlangung der Energieerhaltung wird nun der Spannmg;strsh(gl) durch folgenden diskreten Spannungsten-
sorS ersetzt:

S =2VIV(C) (81)
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mit dem diskreten rechten Cauchy-Green-Tensor
C=01-&)C1+&0C,. (82)

Es wird also der rechte Cauchy-Green-TerSapproximiert mit einem mittleren rechten Cauchy-Greensbe und
nicht durchC” in der Mittelpunktskonfiguration. Durch die Linearitat@ieichung (80) gilt fiir den Spannungstensor
das Gleiche. In [4] wird (82) als diassumed strain modificatiotles rechten Cauchy-Green Tensors bezeichnet.
Die energieerhaltende Wirkung wurde in [4, 26] gezeigt.téfeivurde in [26] gezeigt, dass das entsprechende Finite-
Differenzen-Verfahren, die Mittelpunktsregel, mit dergkpximation (81) die Ordnun@(h?2) besitzt. Die Konsistenz

zu linearen finiten Elementen ist also gegeben.

Nun zur Betrachtung beliebiger hyperelastischer Materialelle durch die Definition eines diskreten Gradienten.
Die Einfihrung eines diskreten Gradienten geht zuridk[&B]. Fur Massenpunktsysteme wurde im Rahmen der
Lagrangeschen bzw. Hamiltonschen Mechanik in [23, 24, 251 3] bzw. [10, 28] ein diskreter Gradient der Ordnung
O(h2) angegeben. Letztere Ausfihrungen wurden in [11] auf dibthineare Elastodynamik erweitert. Nach [11]
wird nun der GradienU W (C" (¢,)) durch den folgenden diskreten GradienB# ersetzt:

h
W(Cs) — W(Cy) — VIV(C) : dCT(fl) ach (e
dc(&) dc"(&) da
do =~ da
Dieser diskrete Gradient bleibt durch die Symmetrie dektamtCauchy-Green-Tensors symmetrisch, d.h der diskrete
Spannungstens&=2 DW ist auch symmetrisch. In [11] wird gezeigt, dass der digk@tadient die Ordnun@(h?2)
aufweisst. Die Energieerhaltungsbedingung (76) wird raindliskreten Gradienten (83) offensichtlich erflllt.

DWW := VIV (C) +

. (83)

5.2 Modifikation des Quadraturgewichtes

Nun wenden wir uns der Bestimmung des Quadraturgewiehtas Erzwingung von Energieerhaltung fiir beliebige
Verzerrungsenergiedichten zu. In [7] wurde zu diesem Theimasystematische Methode dargelegt. Darin wird nach
derleast-squareddethode (siehe [18]) die Abweichungw, des Gewichtes von dem GauRschen Gewiaht unter

der Nebenbedingung der Energieerhaltung minimiert unduddddie Ordnung einer Gauf3schen Quadraturformel
erreicht. Zu minimieren ist hier die Lagrangesche Funktion

£(.X) = § (0~ w))? + AG() (84)
wobei A der Lagrangesche Multiplikator ur@{«) die folgende Nebenbedingung ist:
h
6(1) = W(CH(1) - W(C"(0)) - vw(C(e) : L i = ®5)

(Vergleiche auch [16] Seite 40). Das Minimum der Lagrangesd-unktion (84) ist das Gewicht

w(C" (1)) - w(C"(0))
cdc (&)’
' da

Somit bleibtw nahe beiw, = 1. Dies bestatigt auch eine Taylorreihenentwicklung derz¥gungsenergiedichte
W (C"()) beziiglicha in einer Umgebung von =¢; im Zahler. Denn es gilt:

(86)

w =

VI (C"(&))

w=1+0Mh2)=w +0(h2) = hlimozf) = w. (87)
n—r
Ahnliche Betrachtungen werden auch in [27] im Rahmen detelfiinktsregel angestellt. Die Genauigkeitsordnung
O(h2¥) der GauRschen Quadratur ist somit erreicht. Das neue Ge(@6ist zeitlich veranderlich. Deshalb wurde
in [7] der Begriff dynamic integration rulgepragt. Man erhalt also durch Skalierung des SpannengstsS” (¢;)
einen neuen Spannungstensor

w(C"(1)) - W(C"(0))

o)
vIr(ch(e) - S8

S=2VW(C"(&))

(88)
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Die dynamisch integrierte cG(1)-Methode ist bei den sogatenProjektionsmethodesinzuordnen (siehe [27, 16]),
denn die fur beliebige Gewichte stets drehimpulserhdidmsung (die Losung liegt also auf der Mannigfaltigkeit
L =const.), wird durch das neue Gewiehtauf die Mannigfaltigkeitd = const. projiziert [27, 9].

6 Zeitliche finite Elemente beliebigen Grades

Ein wesentliches Ziel des Forschungsvorhabens ist dietiiddi®n mechanischer Integratoren mit einer Genauigkeit
von hdherer Ordnung fur beliebige Verzerrungsenergie@iniv. Wir wollen nun die Methoden aus Kapitel 5 auf
beliebige zeitliche finite Elemente verallgemeinern.

Es wird zuerst ein einfaches Modellproblem untersucht,di@svesentlichen Merkmale der Elastodynamik bein-
haltet: grof3e und relativ langsame Absolutbewegungenziomea mit hochfrequenten Relativbewegungen. Solche
Bewegungen lassen sich an einem Massenpunkt untersuchsichién einem Zentralkraftfeld bewegt. Dieses Mo-
dellproblem wird als Einkodrperproblem bezeichnet [8]eliacobimatrix der Hamiltonsche Funktion hat auch hier
die Form (30). Jedoch sind fur einen Massenpunkt die Vektgrund p jetzt der kartesische Koordinatenvektor
a = [q1, )" und der Impulsvektop = [p1, p»]”. Ferner haben die Matrize® und M ! die Form
DV(T) 11

1 bzw. M~ =—1, (89)
m

Q:

wobei das Potentidl’ = V' (r) der Zentralkraft eine Funktion des Radius= ||q|| ist, so dassDV (r) die Ableitung
df/(r)/ dr bezeichnet. Die Masse des Massenpunktes symbolisigkufgrund der aquivalenten Strukturen der Jaco-
bimatrizen des Einkorperproblems und der Elastodynasitiki die Beweise fur die Energie- und Drehimpulserhaltung
beim Einkdrperproblem analog zur Elastodynamik.

Der Spezialfall eines quadratischen Potentials muss gt hetrachtet werden. Denn ein maximal quadratisches
Potential, wie das von Hooke, wird mit der d3{Methode ohne Modifikation mi Gaul3punkter; und den assozier-
ten Gewichteny; exakt integriert, und erfullt deshalb auch die Energie#éting. Es soll somit gleich ein beliebiges
Potentiall’ betrachtet werden. Mit den Matrizen (89) hat die £f5{lethode folgende Form:

k I h 1
2/ M M;y dan——”/ Mip"da = o0, (90)
J=1 0 m Jo
k T I R qh
Z/ MM, dozf)J+hn/ M; [DV(rh)—h—Fm} da = o. (91)
J=1"0 0 "

6.1 Modifikation der Quadraturgewichte

Zuerst beschaftigen wir uns mit delynamic integration ruleFir die cGg)-Methode mit einer Ordnun@(h2F)
bendtigen wirk GauRpunkte, und somit auéhGewichtew, deren Abweichung zu den Gauf3schen Gewichten wieder
minimiert werden soll. Die Gewichte kdnnen in Form der \@kinw = (w;)%_, undw = (w;)%_, dargestelltwerden.
Wie uiblich definieren wir die Differenz der beiden Vektoras die Euklidische Nornfjw — w||. Zu minimieren ist
folglich die Lagrangesche Funktion

£l = gl — wl + XG(w) (92)
mit der Nebenbedingung . .
G(w) =V(rh(1)) = V(" (0)) —h - =0. (93)
wobei der Vektoth gegeben ist durch
~ k
(b _ dV(Th(fi))
h - (hl)i=1 - ( da - . (94)

Das Minimum der Lagrangeschen Funkti6fwo, \) ist gekennzeichent durch ein verschwindendes Differbutia
Das heif3t die Bestimmungsgleichungen sind gegeben durch

Vel \) = 0, (95)
ML(w,)\) = 0. (96)
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Unter Beriicksichtigung von (92) ergibt sich aus Gleich(®g) die Nebenbedingung (93), und aus Gleichung (95)
die Beziehung
W =w+\h. (97)

Durch Eliminieren des Lagrangeschen Multiplikatarergeben sich die Gewichte dgynamic integration ruleu

&= w4 VW) _‘Z(_’Z(O)) —hewy, (98)

Durch die GauRRsche Quadratur mit einem Restglied der OgidUik2*+1) im Zahler, gilt fur die Differenz der
Gewichte

w—w=0h* = lim &—w=0. (99)
hn—0

Die Konsistenz zur Gaufl3quadratur ist offensichtlich getwasir kbnnen somit das betreffende Integral in Gleichung
(91) wie folgt approximieren:

1 h k h
M, DV L da ~ ST DV M L 1
| 00V & do > DV () f (100)

Im Hinblick auf Gleichung (98) wird also die Approximatioesl Zentralkraftgesetzes multiplikativ erweitert.
Der Spezialfall linearer finiter Element& & 1) resultiert in dem folgenden Verfahren:

n

h
Q-5 [P, +ps] = 0O, (101)

A

Py — Py + th(TQ) - V(rl) qdq + q> — 0, (102)
r9 —T1 ry + 1o

wobeir; den Radius am Knotehdes Masterelemenfs, bezeichnet. Vergleicht man das Verfahren (101),(102) mit
der cG(1)-Methode, so sind folgende Substitutionen zurer&n:

Viry) = V(r1)

ro —T

DV(r*(&)) — DV = (103)
k+1

&) = 1= Mi(&)rr=(1-&)r & (104)
I=1

Das komplette Verfahren (101),(102) ist schon aus [10] bekaDer diskrete Gradient (103) der Ordnu@gh?)
wird ebenfalls in [14] verwendet. Die Approximatiordes Radius wird in [2] alessumed distance interpolation
bezeichnet. Analog zwssumed strain modificatiagilt nach einer Taylorreihenentwicklung:

r(&) =r+ O(h2). (105)

Im Gegensatz z& = 1 ist den Autoren furk > 1 kein entsprechender mechanischer Integrator aus deratuter
bekannt.

6.2 Modifikation der Ableitung

Wir haben in Kapitel 5 gesehen, dass bei linearen finiten Efgen eine geeignete additive bzw. multiplikative Er-
weiterung des Spannungstensors zu Energieerhaltuntefileine multiplikative Erweiterung ergab sich durch die
dynamic integration ruledie wir schon oben verallgemeinert haben. Die Rolle deeAbhg der Verzerrungsenergie-
dichteV (C) (Spannungstensor) iibernahm dabei die Ableitung des faite¥i(r) (Betrag der Zentralkraft).

Additiv erweitert wurde der Spannungstensor innerhalb diskreten Gradienten (83). Wir suchen somit eine
additive Erweiterungsfunktiorh der AbleitungDV’, die zur Erfilllung der Energieerhaltung fithrt. Der Arsit
somit

A =DV - DV. (106)
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Solch eine Aufgabe lasst sich mit der Variationsrechni@sgh, wenn ein zu minimierendes Funktional beziighich
gefunden wird. Wir sind nach déeast-squareddethode vorgegangen und haben dieNorm der DifferenzA auf
dem Masterelementt, = [0, 1] mit dem Designkriterium als Nebenbedingung minimiert. Béiar »,, — 0 muss
A der Nullfunktion entsprechen, da dann Energieerhaltuhgsenit der AbIeitungDV erfullt ist. Das vorliegende
isoperimetrische Problem ist somit wie folgt: Das Lagrasaye Funktional

LDV, \) = /OlF(a) da + AG(DV) (107)
ist zu minimieren mit der Nebenbedingung
G(DV) = V(r(1)) = V((0)) — /OlG(a) da (108)
und den Funktionen
F(a) = % [A@)]?,  G(a) =DV(a) d’;(of“). (109)

Die Losung dieses isoperimetrischen Problems kann mamisehmen. Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum
des Lagrangeschen Funktionals (107) ist die Eulerschel@lag

O(F+\G)
oA

wobei der konstante Lagrangesche Multiplikaxorieder aus der Nebenbedingugighier Gl. (108)) bestimmt wird.
Nach der Eliminierung von mittels der Nebenbedingung folgt:

=0, (110)

V(r(n)—f/(rm))—/o DV(r) & da )

1 2 da
[ &) e
o | da
Wir haben somit eine analytische Funktion in der normiegeit «, die in der cGk)-Methode an dek& Gau3punkten
ausgewertet wird. Im folgenden nennen wir diese Modifikatiee Gradientenerweiterung

Da die Integrale in (111) nicht exakt gelost werden konmemss eine Quadraturregel angewendet werden. Wendet
man die Gau3sche Quadratur iVif Gaul3punkten an, so ergibt eine anschlie3ende Taylorreiiteicklung dass die

FunktionA der Ordnungf)(hiN" ) ist. Durch den Einsatz in der c&-Methode mit der Ordnun@(h2F) reichen
alsoN, =k Gaul3punkte aus. Unbestimmt ist jetzt noch die Approxinmedies Radius als Funktion vor.

Wir betrachten nun den Spezialfdll= 1. Wahlt man die cG-Approximation” des Radius, so erhalt man als
Funktionswert am GauRpungt=1/2 den diskreten Gradienten

V(a) = DV(a) +

(111)

pv (1) =2 T =V el

ry — T

(112)

Setzt man nun diesen Funktionswert in die cG(1)-Methodeseierhalt man das Verfahren (101),(102), welches auch
von derdynamic integration rulgeneriert wurde.

Wahlt man dieassumed distance interpolati¢h04) des Radius, so erhalt man den Gradienten (103). Eie 1
ergeben somit beide Approximationen das Verfahren (1002). Furk > 1 liefern die beiden betrachteten Vorge-
hensweisen jedoch unterschiedliche mechanische IntegratVergleichbare Finite-Differenzen-Verfahren sirehd
Autoren nicht bekannt.

7 Numerische Untersuchungen

In den vorherigen Kapiteln haben wir konsistente Modifiaéin der cG-Methode fiir die Elastodynamik £ 1)

und das Einkorperproblenk (> 1) vorgestellt, die die cG-Methode zu einem mechanischesghator macht. In
diesem Kapitel werden wir die mechanischen IntegratoréiBaispiele anwenden und die Erhaltungseigenschaften
Uberprifen. Gleichzeitig wird die Konsistenz der Veriaidurch eine Prifung der Konvergenz und Genauigkeitsord
nung untersucht. Die numerischen Untersuchungerdgeamic integration rulesowie derGradientenerweiterung
begannen wir am Einkorperproblem und betrachteten sdértFallk = 2 (siehe Kapitel 7.2).
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Abbildung 1 Links ist die Diskretisierung und Eingangsbelastung ddsnienprofils dargestellt. Die Abbildung rechts zeigt
den Zeitpunktl' = 1 der resultierenden ebenen Bewegung @igssi-starren Rahmenprofils. Das Material des Rahmengprofil
ist als St. Venant-Kirchhoff Material im ebenen Spannuogtand modelliertE = 105, » = 0.3 undp = 0.1). Beschleunigt
wurde mitF = 50 und7T7, = 0.2. Die Zeitschrittweite betru@,, = 0.01 bzw. h,, = 0.025.

7.1 Lineare zeitliche finite Elemente in der Elastodynamik

Zuerst werden wir di@mssumed strain modificatiamtersuchen, die fur St. Venant-Kirchhoff Material aus d&(1)-
Methode einen mechanischen Integrator machen. Wir wathierMaterialparameterH, v) so, dass der wichtige
Grenzfall eines quasi-starren Korpers vorliegt.

Der quasi-starre Korper spielt in Untersuchungen vonidteigratoren fiir die Elastodynamik eine wichtige Rolle,
da er ein sogenanntsteifes Problendarstellt. Ein steifes Problem ist dadurch gekennzeighiasts es Losungen auf
stark unterschiedlichen Zeitskalen hat. Es existieresub@en, die sich auf einer Zeitskala andern die sehr ktirz is
im Vergleich zum Integrationsinterval und Losungen diehsauf einer weitaus langeren Zeitskala andern [29]. Da
meistens nur letztere Losungen von Interesse sind, soikenumerischen Methoden auch nur diese Losungen finden,
fur die eine entsprechend grol3e Zeitschrittweite geniigt

Hier ist die interessante Losung auf der langen Zeitskedaeyentliche Starrkdrperbewegung. Die tiberlagerten
hochfrequenten Bewegungen der Knoten, die aus der endlgtedfigkeit herrihren, sind die uninteressanten Losun-
gen auf der kurzen Zeitskala. Durch die Wahl einer entsgmegino3en Zeitschrittweite soll der mechanische Zeitinte-
grator deshalb im wesentlichen die Starrkdrperbewegutgpeechend seiner Genauigkeit auflésen. Die Uberlagert
Bewegungen konnen ungenau wiedergegeben werden.

Wir betrachten ein durch Vier-Knotenelemente diskretisie Rahmenprofil, und beschleunigen es durch Einzel-
krafte. Die normierten Kraftrichtungen an den belasté&tanten sind zeitunabhangig und Abbildung 1 zu entnehmen.
Der Betragf (t) jeder Einzelkraft ist zeitabhangig und berechnet sichdmigolgenden stetigen Dreiecksfunktion:

2F Ty,

— <t < —
17, O<t< 2
f(t): —£t+2F E<t§TL (113)
Ty, 2
0 t>1Tg

In Abbildung 1 ist auf der rechten Seite eine Momentanaufmahber resultierenden ebenen Bewegung des quasi-
starren Korpers wiedergegeben. In Abbildung 5 sind dieeBnisse deassumed strain modificatioder cG(1)-
Methode mit der einfachen cG(1)-Methode zusammen datte€iben wird der Zeitverlauf der Gesamtenergie und
des Drehimpulses wiedergegeben. Bis zur gestrichelteie Lis- T, wird das Rahmenprofil durch die Einzelkrafte
beschleunigt. Daher nehmen Energie und Drehimpuls statig\a dem Zeitpunkt = T, wird mit einer groReren

18



Zeitschrittweite gerechnet. Daher zeigt sich bei der c@(&}hode ein schlagartiges Blow-Up-Verhalten. Die Energi
derassumed strain modificatidoleibt dagegen konstant. Der Drehimpuls wird auch wirklidth beide Methoden
im Rahmen der Maschinengenauigkeitdscheps = 10~1°) exakt erhalten. Die Schriebe in der Mitte geben einen
Einblick auf die Erfullung der globalen Energieerhaltshgdingung. Die linke Abbildung zeigt die exakte Energie-
erhaltung derassumed strain modificatiom Rahmen der Maschinengenauigkeit. Mit dargestellt ist Thleranz
des Newton-Raphson-Verfahrens= 10~8. Im Vergleich dazu erfillt die cG(1)-Methode die Energlestung nur
im Mittel; genauer: diel.o-Norm der Energie beziiglich der Zeit verschwindet durahldisung der Hamiltonschen
Gleichungen mit dem Galerkin-Verfahren.

Folglich konnten die theoretischen Betrachtungen auchemisch bestatigt werdefilbrig bleibt noch die Verifi-
zierung der Konsistenz daissumed strain modificatioDiese sollen die unteren beiden Abbildungen zeigen. Links
wird die Konvergenz des Newton-Raphson-Verfahrens wigelggben und rechts ist der relative Fehler

o a(T) — a.(D)]
! lg. (Tl

des Koordinatenvektogszum Zeitpunk(l' Uber der Zeitschrittweité,, doppelt-logarithmisch aufgetragen. Dabei ist
q, eine Referenzlosung mit einer Zeitschrittweite von= 10~*. Fur das untersuchte steife System ist Konvergenz
derassumed strain modificatidmesser als die der einfachen cG(1)-Methode. Dagegen iselimuigkeitsordnung
beider Verfahren identisch. Somit ist erwiesen, dassd#imed strain modificati@ine konsistente Modifikation der
cG(1)-Methode ist.

Wir betrachten jetzt den diskreten Gradienten, der aus @ét)eMethode fir beliebige Verzerrungsenergiedich-
ten W (C) einen mechanischen Integrator macht. Als Beispiel waklgrdas Rahmenprofil aus Abbildung 1 mit
kompressiblem Neo-Hooke Material. Die entsprechendeéreungsenergiedichte ist gegeben mit

(114)

W (C) = % [sprC — 3] + % (1n Vdet 0)2 — puln Vdet C. (115)

Wir wahlen die Materialparameterund A so, dass eine Bewegung unter gro3en Verzerrungen stattfind&bbil-
dung 2 ist ein Zustand der ebenen Bewegung dargestellt. iebBisse der Untersuchungen beziglich Erhaltungs-
eigenschaften und Konsistenz zur cG(1)-Methode sind inldbbg 6 wiedergegeben. Die numerische Untersuchung
bestatigte die analytische Betrachtung. Energie und iBnehls werden im Rahmen der Maschinengenaugkeit durch
den diskreten Gradienten erhalten. In der Abbildung linksroist der Drift der Energie der einfachen cG(1)-Methode
nach der Belastungsphase zu erkennen. Dieses Verhaltele wigder durch eine VergrofRerung der Zeitschritte nach
der Belastungsphase hervorgerufen. Aus dem Vergleich wmvétgenzeigenschaft und Genauigkeitsordnung ist die
Wahrung der Konsistenz zur cG(1)-Methode ersichtlich.

7.2 Quadratische zeitliche finite Elemente beim Ein&rperproblem

In diesem Kapitel wenden wir uns den Modifikationen aus kKagider cGk)-Methode fur das Einkodrperproblem zu.
Wie in Kapitel 2 beschrieben, werden hier die numerischetetdnchungen fir quadratische Formfunktionee(2)
dargelegt.

Ein konkretes Potentidl’ der Zentralkraft motivieren wir aus der Verzerrungseneigj,; eines Stabpendels aus
einem homogenen, elastischen Stab der Ldnged der Mass@/ . Der Stab wird dabei als eindimensionales Kontinu-
um aus St. Venant-Kirchhoff Material angesehen. Auf eirkBiperproblem fiihrt dann die Betrachtung des Stabpen-
dels als ein mathematisches Pendel mit einer reduziertssdétaam freien Ende eines masselosen elastischen Stabes
(siehe Abbildung 3). Durch den Verzicht auf ein umgebendewitationsfeld wirkt nur eine Zentralkraft entlang des
Stabes.

Entsprechend der Definition kann ein Stab nur Normalkréfttnehmen und sich somit nur in Normalenrichtung
verformen. Wir kbnnen dabei eine Veranderung des Staisgbaittesd vernachlassigen, da wir wieder den numerisch
kritischen Fall eines quasi-starren Kontinuums untersackollen. Die Stabverformung kann deshalb durch die zwei
Endpunktel und 7 sowie zwei lineare Lagrange-Formfunktionen

N@=30-8  uwd  N©=30+8 (116)
eindeutig bezuglich eines raumlichen Masterelemefges [—1, +1] parametrisiert werden [1]. Die Position eines
infinitesimalen Stabelementes lge€ 75 in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration ist dann

X (&) = Ni(§) X1 + Na(§) X bzw. z(§) = Ni(§) 1 + Na(§) za. (117)
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Abbildung 2 Zustand bell’ = 1 der ebenen Bewegung des Rahmenprofils aus Neo-Hooke Mgtesa10®, . = 500 und
p = 0.1). Beschleunigt wurde wieder durch die Einzelkrafte mit= 50 und 77, = 0.2. Die Zeitschrittweite ish,, = 0.01
bzw. h, = 0.045.

Der Deformationsgradiert der betrachteten Stabverformung ist dann gegeben durch

Oy l
wobei ) als Streckung bezeichnet wird. Aus dem Deformationsgradielassen sich nun die Verzerrungen durch den
rechten Cauchy-Green-Teng0rbzw. durch den Green-Lagrange-VerzerrungensteBsangeben:

C=XNN®N, E:%[AQ—l]thN. (119)

Folglich ergibt sich nach Gleichung (79) zusammen mit deastitatstensor
e 1
D =EI", mit Iz'jykl = 3 [0k 6jl + 041 6jk] , (120)

die Verzerrungsenergiedichte (C) des St. Venant-Kirchhoff Materials zu

W= g [\ —1). (121)

Letztendlich ist die Verzerrungsenergdig,: = fso W(C) dV des homogenen Stabes wie folgt:

1 .
Vine = 5k [X - 1%, (122)
mit BAL
=2 (123)

Als PotentialV’ () der Zentralkraft des Einkdrperproblemes erhalten wir som

N 1 2

Vir)= 3 k[r® —1] (124)

Dieses Potential wurde auch schon in [12] in Verbindung reinddiskreten Gradienten der Ordnu@gh?) beim
Einkdrperproblem untersucht.
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Raumliches Masterelement

Abbildung 3 Links ist die physikalische Anordnung des Pendels abgebildie rechte Abbildung zeigt die Kinematik einer
allgemeinen Stabbewegung. Dabei siBBybzw. B; die Referenz- bzw. Momentankonfiguration. Die nichtlimeBeformati-
onsabbildung bezeichnet. Die Richtung des Stabes in der Referenz- bzw. Momentardunafiion gibt der Normalenvektor
N bzw.n an. Die Lange in der Momentankonfiguration wird thifekennzeichnet.

Wir wollen den Fall eines quasi-starren Kontinuums untetst und wahlen dementsprechend eine hohe Steifig-
keit £ des Potentials. Die Bewegung wird mit einer Anfangsgesetigkeitv (¢ = 0) und zusatzlich wie bei den
elastodynamischen Beispielrechnungen mit einer eiraggen’Kraft initiiert (siehe Abbildung 4). Der zeitabhégey
Betragf(t) der Einzelkraft berechnet sich aus der Funktion (113), wdbemaximale Betrad” = m g (g = 9.81)
gewahlt wurde. Die eingepragte Kraft soll somit einesangfliche Gewichtskraft simulieren. Die Anfangsbedingemg
wurden konsistent mit der kinetischen Grundgleichung wigtfberechnet:

2
mr” :%;m[rz—ﬂ. (125)
Nach Vorgabe einer Geschwindigkeiergibt die Losung der biquadratischen Gleichung (125p@ieaue Lange des
Pendelstabes und somit die Position der Masse
Das Zeitschrittverfahren der cG(2)-Methode hat fur daskBiperproblem folgende Form:

ma, =

h
—Sqit4ay+as - —[py+2p] = 0, (126)
h
@1 —4a+5g; — —[2py +2ps] = 0, (127)
5 2 1 v gt
6p1_§p2_6p3+hn/0 MlDV(rh)r—hdoz = 0, (128)
1 2 5 Lo gt
6p1+§p2—6p3+hn/0 M, DV (") 7 da = 0. (129)

Wir beginnen mit der Untersuchung da@ynamic integration rulenach der die beiden Integrale in den Gleichungen
(128), (129) nach Gleichung (100) unter Beriicksichtiguag & = 2 approximiert werden. Dabei sind die beiden
Gewichtew;, I = 1,2, gegeben durch:

Virs) = V(r )—va(rh)q—-dihw
’ ! P rh da q" dg"
W = w + : =1 : DV(r") = . = (130)

Die Abbildung 4 zeigt rechts die Bahn des Massenpunkieisn (X,y)-Koordinatensystem. Sie stellt eine Rotati-
on des quasi-starren Pendels um etwas mehr als 360 Gradhdsbildung 7 werden die zugehdrigen Ergebnisse

21



-© Standard cG(2)
—— Dynamische cG(2)
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Abbildung 4 Die Abbildung links zeigt die Anfangsbedingungen des PEnglestrichelt, sowie eine beliebige Lage im Bela-
stungsinterval0, 7] mit der Richtung der Eingangsbelastufig) durchgezogen gezeichnet. Rechts ist die ebene Bahnkurve
des PendelsI{ = 1, m = 10, k = 10°) bisT =~ 3 dargestellt. Die Berechnung erfolgte mit einer Anfangsesndigkeit

vo = 1 und einer Belastungsdauer v = 0.3 bei einer Zeitschrittweité,, = 0.06.

derdynamic integration rulenit denen der cG(2)-Methode verglichen. Oben sind die EuhgkgroRen Energie und
Drehimpuls Uber der Zeit aufgetragen. Man sieht, dass dacltinwirkung der eingepragten Kraft die Energie der
dynamic integration rulevie erwartet exakt nach jedem Zeitschritt konstant bldilie Energie der cG(2)-Methode
bleibt dagegen wieder nur im Mittel konstant. Weiter ist aobachten, dass die mittlere Energie der cG(2)-Methode
nach der Belastungsphase Uiber der Energielgeamic integration ruldiegt. Aus einem Vergleich der Energiewerte
mit der Energie der Referenzlosung,(; ~ 29,6134) erkennt man, dass die Energie der cG(2)-Methode deutlich
mehr abweicht als die Energie diynamic integration ruleTatsachlich weichen die Energieverlaufe schon in der Be
lastungsphase voneinander ab. Der Drehimpuls wird wiedeibeiden Methoden erhalten. Die Schriebe in der Mitte
zeigen die Verlaufe der beiden dynamischen Gewidghteiw,. Wie erwartet bleiben sie in der Nahe des Gaul3schen
Gewichtesw = 0.5. Man sieht auch, dass die Belastungsphase eine grof3ereié¢thwg verursacht, da hier keine
Energieerhaltung moglich ist. Die Verlaufe der dynarhiet Gewichte nach der Belastungsphase sind zwar relativ
unruhig aber denoch periodisch. Da die Bewegung period&chvar ein periodischer Verlauf zu erwarten. Unten
werden Konvergenz und der relative Fehler dargestellt.Toleranz des Newton-Raphson-Verfahrens betrug bei den
Berechnungen des Einkorperproblenaes 10-5. Man erkennt, dass die Konvergenz dgnamic integration rule
bei diesem steifen System etwas besser ist als die der d&®)ede. Die Genauigkeitsordnungen sind wieder iden-
tisch. Somit lasst sich auch die erwartete Konsistenzigeamic integration ruleu der cG(2)-Methode numerisch
bestatigen.

Zum Schluss betrachten wir die cG(2)-Methode @itidientenerweiterungvobei die cG-Approximation” des
Radius verwendet wurde. Nach Gleichung (111) wird der @nathV(a) der cG(2)-Methode (126)-(129) ersetzt
durch

R R R qh dqh
V(T3)—V(T1)—ZDV(T)T—h'Ew1 Ma) dgh(a)
DV (a) = DV (a) + L qh(a) : qd 2 (131)
q dq rUl{a [0}
R K

Die berechnete Bahn ist identisch mit der in Abbildung 4. istlichen Ergebnisse sind in Abbildung 8 wiedergege-
ben. Der Vergleich deGradientenerweiterungnit der cG(2)-Methode beziiglich Energie und Drehimputgtgrdie
gleichen Verhaltnisse wie bei ddynamic integration rulenur dass die Zeitschrittweite, mit der Gradientenerwei-
terunggroRer gewahlt werden konnte und somit der Unterschiéu Bmergieverlauf groRer ist. In der Mitte werden
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die Gradienten der beiden Methoden fur die beiden GauRRpuddegestellt. Man erkennt, dass sich fiir dieses steife
System die Approximation des Gradienten (entspricht detraékraft) durch dieGradientenerweiterungerbessert
hat, da die Periodizitat der Verlaufe der erweitertendigaten ausgepragter ist. Die Untersuchung von Konvergen
und Genauigkeitsordnung in der unteren Zeile von Abbild8negrgab ebenfalls ein Nachweis der Konsistenz der
Gradientenerweiterung

8 Zusammenfassung

Gegenstand der hier dargelegten Untersuchung waren enengil drehimpulserhaltende (mechanische) Integrato-
ren fur die nichtlineare Elastodynamik. Diese Integratoresultierten hier aus einer raumlichen und zeitlichEn F
Diskretisierung der nichtlinearen Elastodynamik.

Im ersten Teil des Forschungsvorhabens wurde die zeitkdBéormulierung entwickelt. Aus der raumlichen
FE-Diskretisierung mittels isoparametrischen Verschigiselementen resultierten die endlich-dimensionakemits
diskreten) Bewegungsgleichungen in Hamiltonscher Forras®Bewegungsgleichungen fithrten auf die Erhaltung
von Gesamtenergie, Gesamtdrehimpuls und Gesamtimpulsaderlichen FE-Diskretisierung. Die zeitliche FE-
Diskretisierung der semidiskreten Bewegungsgleichurdjech die Petrov-Galerkin-Methode generierte ein Zeit-
schrittverfahren, die cG{-Methode. Die Vorgabe des Gradesler zeitlichen finiten Elemente sowie einer Integrati-
onsregel zur Berechnung der Zeitintegrale ergaben sparifideitschrittalgorithmen. Die zeitliche FE-Diskregising
ermoglichte auch die Angabe eines Designkriteriums fachanische Integratoren. Nach dem Designkriterium war
die Integrationsregel zur Berechnung der Zeitintegratedié Erhaltung von Gesamtenergie und Gesamtdrehimpuls
verantwortlich. Algorithmische Drehimpulserhaltungedahte die cGk)-Methode nach einer Integration ntitGaul3-
punkten. Dies wurde mit Hilfe der Kollokationseigensclu#it cG{)-Methode in Verbindung mit einer Integration mit
k GauBpunkten gezeigt. Algorithmische Energieerhaltungleverreicht, wenn die berechnete Losung den Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung bezuglich dergatellen Energie erfillt.

Die Anwendung des Designkriteriums zur Konstruktion vorchranischen Integratoren erfolgte im ersten Schritt
an linearen finiten Elementen in der Zekt & 1). Als Materialgesetz wurde zuerst der Spezialfall des $hant-
Kirchhoff Materials betrachtet, um spater den Fall eingagi+starren Korpers numerisch zu untersuchen. Fiurtdas S
Venant-Kirchhoff Material resultierte ein mechanischetegrator aus einem modifizierten Verzerrungstenassy-
med strain modification Fur beliebige hyperelastische Materialgesetze gingeohanische Integratoren zum einen
aus der Einfuhrung eines diskreten Gradienten der Varnggenergiedichtegradientenerweiterurjgund zum an-
deren aus der Bestimmung eines neuen konsistenten Quagdnaichtes dynamic integration rulghervor. Jede der
vorgestellten Modifikationen der cG(1)-Methode fuhrté ainen diskreten Spannungstensor, der an Stelle des im
Rahmen der Petrov-Galerkin-Methode approximierten Spagstensors verwendet wurde. Es wurde gezeigt, dass
diese neuen Spannungstensoren die algorithmische Eadrgiging ermdglichen, ohne die Genauigkeitsordnung der
zugrundeliegenden Petrov-Galerkin-Methode zu beahtigen.

Die numerischen Eigenschaften der mechanischen Integrateurden durch eine Berechnung einer ebenen Be-
wegung eines Rahmenprofils gezeigt. Zuerst mit quasiestaBt. Venant-Kirchhoff Material, um die gute Eignung
derassumed strain modificatidiir steife Differentialgleichungssysteme zu praseetieund dann mit weichem Neo-
Hooke Material, um die Erhaltungseigenschaften@edientenerweiterunfiir beliebige Materialgesetze bei grof3en
Verzerrungen zu zeigen. Die numerischen Untersuchungstatigien die Erhaltungseigenschaften und die Konsi-
stenz der neuen Spannungstensoren.

Im zweiten Teil des Forschungsvorhabens wurden mechanistbgratoren fur zeitliche finite Elemente beliebi-
gen Gradeg konstruiert. Im Sinne einer Problemreduktion wurde ein lgltgtoblem betrachtet, das die wesentlichen
Merkmale der Elastodynamik aufweist: das Einkorperpeahl Beziiglich des Einkdrperproblemes wurde diyea-
mic integration ruleund dieGradientenerweiterunguf beliebigek verallgemeinert. Bei deGradientenerweiterung
wurden zwei mogliche Approximationen des Radius dargetigren Anwendung fik = 1 beide auf das Verfahren
fuhren, welches auch dynamic integration rulerzeugt. Dagegen sind die Verfahren k> 1 verschieden.

Die numerischen Untersuchungen bezogen sich auf eine Pemdgung eines elastischen Stabes aus quasi-
starrem St. Venant-Kirchhoff Material. Dieses elastisphgsikalische Pendel wurde im Sinne einer raumlichen Dis-
kretisierung durch ein mathematisches Pendel ersetztheelaus einem masselosen elastischen Stab besteht an des-
sen freien Ende sich ein Massenpunkt befindet. Die Beweglgigeungen dieses Einkdrperproblemes wurden mit
quadratischen finiten Elementen in der Zéit-£ 2) diskretisiert. Die Berechnungen der einfachen cG(2)Hdde
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wurden mit den Berechnungen ddynamic integration rulaind derGradientenerweiterungerglichen. Fur beide
Modifikationen wurden die Erhaltungseigenschaften undikdiasistenz zur cG(2)-Methode bestatigt. Bei den Be-
rechnungen im steifen Fall fuhrte digradientenerweiterunguch auf eine sichtlich verbesserte Approximation des
Stabkraftverlaufes tiber der Zeit.

9 Ausblick

In der Fortsetzung des Forschungsvorhabens sollen im \tlesem mechanische Integratoren hoherer Ansatzord-
nung ¢ > 1) untersucht werden. Hierzu sollen die bereits beim Eipkgproblem (siehe Abschnitt 7.2) erfolgreich
verwendeten Ansatzynamic integration ruleind Gradientenerweiterunguf die nichtlineare Elastodynamik erwei-
tert werden.

Zunachst sollen in einem Zwischenschritt Massenpuniesys untersucht werden. Die Problemstruktur bei Mas-
senpunktsystemen und bei der semidiskreten nichtlined@i@stodynamik ist vergleichbar: Man betrachtet Bewegun-
gen von Punkten im Euklidischen Raum auf die ohne auesiftknur gegenseitige innere Krafte wirken. Der we-
sentliche Vorteil der Betrachtnung von Massenpunktsystegegeniiber der semidiskreten Elastodynamik besteht in
dem reduzierten Programmieraufwand. In diesem Zusamnngritemn auf die Vorarbeit [2] zuriickgegriffen werden.
Die unterschiedlichen Ansatze sollen fir Massenpurstésye formuliert und getestet werden, bevor im Anschluss
die Erweiterung auf die nichtlineare Elastodynamik erfolg erster Linie sollen quadratische Zeitelemerite« 2)
und eventuell auch kubische Zeitelemerite( 3) implementiert werden.

Des Weiteren wird eine zusatzliche Steigerung der Effizider entwickelten mechanischen Integratoren ange-
strebt, um die Berechnung mit Verfahren hoherer Genaitigikelnung fur die Anwendung attraktiver zu machen.
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Abbildung 5 Bewegung des Rahmenprofils aus St. Venant-Kirchhoff Maltéfi = 10°, » = 0.3 undp = 0.1) im ebenen
Spannungszustand. Berechnet mit dssumed strain modificatidiir £ = 1 (F' = 50, Tt = 0.2, h, = 0.01 bzw. h,, =
0.025).
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Abbildung 6 Ebene Bewegung des Rahmenprofils aus Neo-Hooke Mat&rial {02, 1« = 500 undp = 0.1). Berechnet mit

dem diskreten Gradienten fér= 1 (F' = 50, Tt = 0.2, h,, = 0.01 bzw. h,, = 0.045).
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Abbildung 7 Ebene Bewegung des Stabpendels aus St. Venant-Kirchhaéirisla(E = 10°). Berechnet mit dedynamic
integration rulefir k = 2 (T = 0.3, h, = 0.06).
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