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EinleitungThematik dieser Arbeit ist die Implementierung und Anwendung des, vonP. Betsch und P. Steinmann [1] im Rahmen der Petrov-Galerkin-Finite-Elemente-Methode entwickelten, Zeitschrittverfahrens zur numerischenL�osung von Bewegungsgleichungen diskreter dynamischer Systeme. Die Im-plementierung und Durchf�uhrung numerischer Beispielrechnungen erfolgteunter Matlab 5.0 (siehe Anhang D).Das Galerkin-Verfahren ist ein N�aherungsverfahren zur L�osung von Inte-gralgleichungen und im allgemeinen partieller Di�erentialgleichungen mittelseiner Bilinearform �uber geeigneten Funktionenr�aumen U (Ansatzfunktions-raum) und V (Testfunktionsraum). Im Gegensatz zur Bubnov-Galerkin-Methode, die identische Funktionenr�aume U und V verwendet, sind bei derPetrov-Galerkin-Methode die Funktionenr�aume unterschiedlich [2].Das Zeitschrittverfahren geht aus der Anwendung der Petrov-Galerkin-Methode auf die kanonischen Hamiltonschen Gleichungen hervor, die Sy-steme gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen erster Ordnung darstellen, undz�ahlt zu den Zeitschritt-Algorithmen die vom Ansatz her Energie-erhaltendsind [1].Die numerisch und zum Teil analytisch berechneten Beispiele beziehen sichauf zwei konservative, autonome Zwei-Massenpunktsysteme, die sich formaldurch ihre Nebenbedingungen unterscheiden:1. Als Beispiel eines Systems ohne jegliche Zwangsbedingungen wird dasZweik�orperproblem untersucht, welches die Bewegung zweier Massen-punkte im Raum beschreibt. Dabei wirken keine �au�eren Kr�afte aufdas System, sondern es besteht nur eine gegenseitige Ein
u�nahme derMassenpunkte.2. Ein System mit holonomen Zwangsbedingungen repr�asentiert hier dasebene Doppelpendel im Anzugsbereich der Schwerkraft in Erdn�ahe.v



vi EINLEITUNGBei dem Zweik�orperproblem werden die Bahnkurven unterschiedlicher Po-tentiale V des konservativen Kraftfeldes ermittelt. Zum Teil geht einer nu-merischen L�osung der Bahnkurve eine analytische L�osung vorweg. Die nu-merischen Berechnungen werden �uberwiegend in kartesischen Koordinatendurchgef�uhrt. Als Sonderfall des, hier so bezeichneten, binomialen Potenti-als geht der Duffing-Schwinger hervor [3], dessen Phasenkurven analytischund numerisch in Polarkoordinaten berechnet werden.Die Behandlung des Doppelpendels reduziert sich letztendlich auf die Be-handlung einer einfachen Konstellation. Die Bewegungsgleichungen werdenunter Verwendung von Absolutwinkeln und Relativwinkeln aufgestellt. F�urdas linearisierte System erfolgt neben der numerischen L�osung auch eine ana-lytische L�osung. Abschlie�end erfolgt ein Vergleich der numerischen L�osungmittels Absolutwinkel bzw. Relativwinkel hinsichtlich der Numerik.



Kapitel 1Das ZeitschrittverfahrenAllgemein werden hier dynamische N -Massenpunktsysteme betrachtet, diek holonomen Zwangsbedingungen unterliegen [1]. Folglich besitzen die be-trachteten Systeme n = 3 N � k Freiheitsgrade, die durch n generalisierteKoordinaten qi (i = 1; : : : ; n) beschrieben werden. Jede Koordinate qi stellteine Komponente eines Vektors q in einem n-dimensionalen Kon�gurations-raum dar.Weiterhin soll das betrachtete System konservativ sein, d.h. die generalisier-ten Kr�afte Qi ergeben sich aus einem Potential V = V (q; t) das explizit vonder Zeit abh�angen kann: Q = �@qV (1.1)Die Funktion T = T (q; _q; t) mit den generalisierten Geschwindigkeiten _q =dq=dt sei die kinetische Energie des Systems.Derartige Systeme werden �ublicherweise im Rahmen der LagrangeschenMechanik behandelt. Hier folgen aus der Lagrange-Funktion L = T � Vdie Lagrangeschen Gleichungen 2. Art:ddt �@ _qL�� @qL = 0 (1.2)Die Bewegungsgleichungen (1.2) bilden ein System von n nichtlinearen gew�ohn-lichen Di�erentalgleichungen zweiter Ordnung der Form�q + f(q; _q; t) = 0 (1.3)1



2 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHREN1.1 Die schwache FormDa die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art Di�erentialgleichungen zweiterOrdnung liefern, sind sie aber f�ur die L�osung mit dem Galerkin-Verfahrenschlecht geeignet. Dies zeigt die folgende Rechnung:Der erste Schritt zur L�osung der Gln. (1.2) mit dem Galerkin-Verfahrenist die Bildung einer Bilinearform [4, 5] im betrachteten Zeitbereich I =[t0; t0 + T ] mit der Testfunktion �q:Z t0+Tt0  ddt �@ _qL�� @qL! �q dt = 0 (1.4)Die Gl. (1.4) nennt man die schwache Form der Gl. (1.2).Die Kontinuit�atsanforderungen an die L�osungsfunktion und die Testfunktionsind in Gl. (1.4) unterschiedlich. Aus diesem Grund wird durch eine partielleIntegration des ersten Termes von Gl. (1.4) eine symmetrische schwache Formherbeigef�uhrt:h@ _qL � �qit0+Tt0 � Z t0+Tt0 �@ _qL � � _q+ @qL � �q� dt = 0 (1.5)Die schwache Form in Gl. (1.5) stellt zwar gleiche Kontinuit�atsanforderungen,enth�alt aber einen Randterm f�ur t = t0 +T . Da aber Bewegungsgleichungenkeine Randwertprobleme darstellen, sondern lediglich Anfangswertproblemeist diese schwache Form nicht sinnvoll.Es gilt somit eine Form der Bewegungsgleichungen zu �nden, die ohne par-tielle Integration gleiche Kontinuit�atsanforderungen an die L�osungsfunktionund die Testfunktion stellt.Aus der Theorie gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen ist bekannt [2], da�jedes Di�erentialgleichungssystem beliebiger Ordnung durch die Einf�uhrungneuer Variablen auf ein �aquivalentes Di�erentialgleichungssystem erster Ord-nung zur�uckgef�uhrt werden kann. Ein solches Di�erentialgleichungsystemerster Ordnung erfordert keine partielle Integration.Nach Gl. (1.2) bietet sich die Einf�uhrung einer Variablen p an, mit der De-�nition: p := @ _qL (1.6)Zu bemerken ist, da� in der Lagrangeschen Mechanik so der generalisierteImpuls p de�niert ist [6, 7, 8].



1.1. DIE SCHWACHE FORM 3Ferner wird vorrausgesetzt, da� Gl. (1.6) nach der generalisierten Geschwin-digkeit _q au
�osbar ist. Somit kann der generalisierte Impuls p als neueVariable eingef�uhrt werden und ersetzt mit Gl. (1.6) die generalisierte Ge-schwindigkeit _q. _p� @qL = 0 (1.7)Da aber die Lagrange-Funktion L = L(q; _q; t) noch von der generalisiertenGeschwindigkeit abh�angt, mu� eine Variablentransformation durchgef�uhrtwerden. Eine Transformation einer Variablen _q in eine Variable p nachder De�nition in Gl. (1.6), kann allgemein, d.h. bei einer noch unbekann-ten Lagrange-Funktion, mittels einer Legendre-Transformation durch-gef�uhrt werden [6]. Danach entsteht eine neue Funktion H = H(q;p; t):H(q;p; t) := _q � p� L(q; _q; t) (1.8)Die entstandene Funktion H(q;p; t) hei�t Hamilton-Funktion.Die �Aquivalenz der Variablens�atze (q; _q) und (q;p) fordert die �Aquivalenzder totalen Di�erentiale beider Seiten der Gl. (1.8). Das totale Di�erentialder linken Seite ist: dH = @qH dq+ @pH dp+ @H@t dt (1.9)Die rechte Seite von Gl. (1.8) f�uhrt unter Ber�ucksichtigung von Gl. (1.6) aufdas folgende totale Di�erential:dH = �@qL dq+ _q dp� @L@t dt (1.10)Ein Vergleich der Koe�zienten von Gl.(1.9) mit Gl. (1.10) ergibt:_q = @pH und @qH = �@qL (1.11)sowie @H@t = �@L@t (1.12)Nach Einsetzen der Gl. (1.7) in die Gln. (1.11) folgt:_q = @pH (1.13)_p = �@qH (1.14)



4 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHRENDie Gln. (1.13) und (1.14) nennt man wegen der formalen Einfachheit undSymmetrie kanonische Hamiltonsche Gleichungen [8]. Sie sind zu den La-grangeschen Gleichungen 2. Art �aquivalent und bilden demzufolge die ge-suchten Di�erentialgleichungen erster Ordnung.Die Hamilton-Funktion H und die kanonischen Hamiltonschen Gleichun-gen bilden das Fundament der Hamiltonschen Mechanik. Die Hamil-tonsche Mechanik beschreibt ein System in einem 2n-dimensionalen Pha-senraum, der von den 2n unabh�angigen Koordinaten qi, pi (i = 1; : : : ; n)aufgespannt wird [7].Die schwachen Formen der kanonischen Hamiltonschen Gleichungen sind:Z t0+Tt0 � _q� @pH� �p dt = 0 und (1.15)Z t0+Tt0 � _p+ @qH� �q dt = 0 (1.16)Gleichsetzen der beiden schwachen Formen f�uhrt auf eine einzige schwacheForm: Z t0+Tt0 �� _q� @pH� �p� � _p+ @qH� �q� dt = 0 (1.17)Diese schwache Form ist durch die kanonischen Hamiltonschen Gleichungenauf Anhieb symmetrisch und bietet gleiche Kontinuit�atsanforderungen f�ur dieTestfunktionen und die L�osungsfunktionen.1.2 Diskretisierung der ZeitNach der Erstellung der schwachen Form erfolgt die Unterteilung des Zeitin-tervalls I = [t0; t0 + T ] in eine Anzahl �niter Zeitelemente (siehe Abb. 1.1)der L�ange hn = tn � tn�1 (n = 1; : : : ; N) wobei tN � t0 + T ist [1]:
t

t0 t1 tN-1 tN

Abbildung 1.1: Diskretisierung der ZeitNXn=1 Z tntn�1 �� _q� @pH� �p� � _p+ @qH� �q� dt = 0 (1.18)



1.3. ELEMENTORIENTIERTE BETRACHTUNG 51.3 Elementorientierte BetrachtungF�ur die Finite-Elemente-Formulierung reicht die Betrachtung eines repr�asen-tativen Elementes In = [tn�1; tn] aus [4]. Durch die Einf�uhrung einer um-kehrbaren Koordinatentransformation Te : t 7! �(t) wird das repr�asentativeElement auf einMasterelement Î = [0; 1] mit k+1 Knoten �j (j = 1; : : : ; k+1)abgebildet (siehe Abb. 1.2) [1]:Te : �(t) = t� tn�1tn � tn�1 = t� tn�1hn (1.19)mit hn := tn � tn�1.Diese Transformation bildet den ersten Knoten auf tn�1 und den letztenKnoten auf tn ab: �(tn�1) = �1 bzw. �(tn) = �k+1 (1.20)
In-2 In-1 In In+ 1

1 2 k+1 α

α=0 α=1

tntn-1
Te

Î 

t

Abbildung 1.2: Masterelement des Zeitschrittverfahrens1.4 PETROV-GALERKIN-ApproximationIm Rahmen der Petrov-Galerkin-Methode werden f�ur die L�osungsfunk-tionen und die Testfunktionen unterschiedliche Ans�atze gew�ahlt. Die L�osungs-funktionen q(t) und p(t) werden durch abschnittsweise glatte Lagrange-Polynome vom Grade k approximiert, die kontinuierlich �uber die Element-grenzen verlaufen [1]: qh(�) = k+1Xi=1 Mi(�) qi (1.21)



6 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHRENph(�) = k+1Xi=1 Mi(�) pi (1.22)mitMi(�) als Lagrange-Formfunktionen des Masterelements Î vom Gradek mit folgender Form:Mi(�) = k+1Yj=1 �� �j�i � �j ; 1 � i � k + 1 (1.23)j 6=iDas Erf�ullen der Interpolationsbedingung Mi(�l) = �il, mit �il als demKronecker-Delta, stellt die Interpolation �uber die Knotenwerte qi der ge-neralisierten Koordinaten bzw. �uber die Knotenwerte pi des generalisiertenImpulses sicher.In der schwachen Form in Gl. (1.18) m�ussen die zeitlichen Ableitungen _qh =dqh=dt und _ph = dph=dt eingesetzt werden. Diese ergeben sich zu:_qh(�(t)) = dqh(�)d� � d�dt � �qh�0 (�) 1hn= 1hn k+1Xi=1 M 0i(�) qi (1.24)Nach analoger Rechnung ergibt sich die zeitliche Ableitung des generalisiertenImpulses: _ph(�(t)) = 1hn k+1Xi=1 M 0i(�) pi (1.25)Die Approximation der Testfunktionen �q(t) und �p(t) erfolgt durch La-grange-Polynome vom Grad k�1 mit diskontinuierlichem Verlauf �uber dieElementgrenzen hinweg: �qh(�) = kXi=1 ~Mi(�) �qi (1.26)�ph(�) = kXi=1 ~Mi(�) �pi (1.27)wobei die ~Mi(�) ebenfalls Lagrange-Formfunktionen sind, die aber ausLagrange-Polynomen mit einem niedrigeren Grad k � 1 bestehen.



1.4. PETROV-GALERKIN-APPROXIMATION 7Bemerkung 1.1 Die Approximationen �qh(�) und �ph(�) der Testfunktio-nen sind m�oglicherweise diskontinuierlich, da sie Spr�unge bei tn aufweisenk�onnen [1].Die schwache Form wird, durch die Substitution t 7! � �uber die Koordinaten-transformation Te, auf das Masterelement Î bezogen und durch das Einsetzender Approximationen _qh(�) und _ph(�) der L�osungsfunktionen bzw. �qh(�)und �ph(�) der Testfunktionen diskretisiert:hn Z 10 � _qh(�)� @pH(�)� �ph(�) d�hn ��hn Z 10 � _ph(�) + @qH(�)� �qh(�) d�hn = 0 (1.28)Dabei l�a�t sich durch die Form der Transformation Te die Zeitschrittweite hnk�urzen: Z 10 � _qh(�)� @pH(�)� �ph(�) d��� Z 10 � _ph(�) + @qH(�)� �qh(�) d� = 0 (1.29)Die Ersetzung der L�osungsfunktionen q(t) und p(t) durch ihre Approxima-tionspolynome qh(�) bzw. ph(�) in den partiellen Ableitungen der Hamil-ton-Funktion H, f�uhrt in denselben auf eine alleinige Abh�angigkeit von �.Einsetzen von Gl. (1.24) und Gl. (1.27) in die diskretisierte schwache Formder ersten kanonischen Gleichung ergibt:Z 10  1hn k+1Xi=1 M 0i(�) qi � @pH(�)! kXj=1 ~Mj(�) �pj d� = 0kXj=1 Z 10  ~Mj(�)hn k+1Xi=1 M 0i(�) qi � ~Mj(�) @pH(�)! �pj d� = 0 (1.30)Nach Gl. (1.30) liegt es nahe die Formfunktionen M 0i(�) wie folgt zu de�nie-ren: �qh�0 (�) = k+1Xi=1 M 0i(�) qi =: kXi=1 ~Mi(�) ~qi (1.31)sowie �ph�0 (�) = k+1Xi=1 M 0i(�) pi =: kXi=1 ~Mi(�) ~pi (1.32)



8 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHRENMit Gl. (1.31) folgt aus Gl. (1.30):kXj=1 1hn kXi=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~qi � Z 10 ~Mj @pH(�) d�! �pj = 0 (1.33)Da die Testfunktion �p beliebig sein soll, gilt das auch f�ur ihre Knotenwerte�pj und demzufolge m�ussen die Klammern verschwinden.kXi=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~qi � hn Z 10 ~Mj @pH(�) d� = 0 (1.34)mit j = 1; : : : ; k.Dies ist die erste Gleichung des allgemeinen Zeitschrittverfahrens. Die zweiteGleichung folgt nach analoger Rechnung und Argumentierung aus der zweitenkanonischen Gleichung:kXi=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~pi + hn Z 10 ~Mj @qH(�) d� = 0 (1.35)1.5 Lineare ZeitelementeDer Fall k = 1 steht f�ur lineare Formfunktionen Mi der L�osungsfunktionenund konstante Formfunktionen ~Mi der Testfunktionen [1]. Hier ist somit eindiskontinuierlicher Verlauf der Testfunktionen gegeben.Nach Gl. (1.23) haben die Mi mit i = 1; 2 folgende Gestalt:M1(�) = �� �2�1 � �2 und M2(�) = �� �1�2 � �1 (1.36)Bei k = 1 besitzt das Masterelement zwei Knoten. Einen bei � = �1 � 0und einen bei � = �2 � 1. Somit liegen die nachfolgenden Formfunktionenvor: M1(�) = 1� � (1.37)M2(�) = � (1.38)Demnach werden die generalisierten Koordinaten und der generalisierte Im-puls wie folgt approximiert:qh(�) = q1 + � (q2 � q1) (1.39)ph(�) = p1 + � (p2 � p1) (1.40)



1.6. STABILIT�AT DES ZEITSCHRITTVERFAHRENS 9Nach Gl. (1.31) oder Gl. (1.32) ergeben sich die Formfunktionen ~Mi aus derDi�erentiation von Gl. (1.39) oder Gl. (1.40) nach �:�qh�0 (�) � q2 � q1 =: ~M1 ~q1 (1.41)Ein Koe�zientenvergleich in Gl. (1.41) ergibt:~M1 = 1 und ~q1 = q2 � q1 (1.42)Das allgemeine Zeitschrittverfahren hat somit nach den Gln. (1.42) f�ur lineareZeitelemente folgende Gestalt:q2 � q1 � hn Z 10 @pH(�) d� = 0 (1.43)p2 � p1 + hn Z 10 @qH(�) d� = 0 (1.44)1.6 Stabilit�at des ZeitschrittverfahrensUm numerische Stabilit�at von Verfahren zur Berechnung dynamischer Sy-steme nachzuweisen, wird sich oft der �Uberpr�ufung eventueller Erhaltungs-gr�o�en bedient [1]. Ein Beispiel ist die Energieerhaltung bei konservativen,autonomen Systemen.Autonome dynamische Systeme charakterisieren sich durch eine fehlende ex-plizite Zeitabh�angigkeit in der Lagrange-Funktion, d.h. es gilt:@L@t = 0 (1.45)Nach Gl. (1.12) folgt daraus, da� f�ur autonome Systeme im Rahmen derHamiltonschen Mechanik die Hamilton-Funktion H = H(q;p) eine Er-haltungsgr�o�e ist. F�ur das in Kapitel 1.4 vorgestellte Zeitschrittverfahrenbedeutet das, da� eine numerische Stabilit�at bei der Berechnung autonomerSysteme an Hand der Hamilton-Funktion nachgepr�uft werden kann.Weiterhin kann gezeigt werden, da� bei konservativen, autonomen Systemendie Hamilton-Funktion H mit der Gesamtenergie E identisch ist [7]. Somitkann das Zeitschrittverfahren auch f�ur solche Systeme �uber die Hamilton-Funktion auf Stabilit�at untersucht werden.Die folgende Rechnung beweist eine Erhaltung der Hamilton-Funktion H =



10 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHRENH(q;p) autonomer Systeme, unabh�angig von der Anzahl der Knoten [1]:Eine Skalarmultiplikation von Gl. (1.34) mit ~pj und Gl. (1.35) mit ~qj ergibt:kXi=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~qi � ~pj � hn Z 10 ~Mj @pH(�) d� � ~pj = 0 (1.46)kXi=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~pi � ~qj + hn Z 10 ~Mj @qH(�) d� � ~qj = 0 (1.47)f�ur j = 1; : : : ; k.Eine nachfolgende Summation �uber j f�uhrt auf:kXi;j=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~qi � ~pj � hn kXj=1 Z 10 ~Mj @pH(�) d� � ~pj = 0 (1.48)kXi;j=1 Z 10 ~Mi ~Mj d� ~pi � ~qj + hn kXj=1 Z 10 ~Mj @qH(�) d� � ~qj = 0 (1.49)Durch die Kommutativit�at des Skalarprodukts ergibt eine Subtraktion derbeiden Gln. (1.48) und (1.49):Z 10 kXj=1 ~Mj ~qj � @qH(�) d� + Z 10 kXj=1 ~Mj ~pj � @pH(�) d� = 0 (1.50)Eine Resubstitution der Formfunktionen ~Mj mit den Gln. (1.31) und (1.32)f�uhrt auf: Z 10  @qH(�) � dqh(�)d� + @pH(�) � dph(�)d� ! d� = 0 (1.51)Mit dH(�)d� � dH(qh(�);ph(�); �)d� == @qH(�) � dqh(�)d� + @pH(�) � dph(�)d� + @H(�)@� (1.52)folgt aus Gl. (1.51): Z 10  dH(�)d� � @H(�)@� ! d� = 0 (1.53)



1.6. STABILIT�AT DES ZEITSCHRITTVERFAHRENS 11Nach der Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung folgt:"dH(�)d� #10 = Z 10 @H(�)@� d� (1.54)Die Resubstitution der lokalen Koordinate � durch die Zeit t ergibt:Hn �Hn�1 = Z tntn�1 @H@t dt (1.55)Folglich bleibt die Hamilton-Funktion H im autonomen Fall (@H=@t = 0)nach jedem Zeitschritt erhalten.



12 KAPITEL 1. DAS ZEITSCHRITTVERFAHREN



Kapitel 2Das Zweik�orperproblemIn diesem Kapitel ist die Aufgabe gestellt, die Bewegung zweier Massenpunk-te m1 und m2 in einem euklidischen, drei-dimensionalen Raum E3 numerischzu berechnen. Ferner enth�alt E3 das Inertialsystem (x1; x2; x3). Die Bewe-gung der Massen verl�auft ohne Ein
�usse von �au�eren Kr�aften (siehe Abb. 2.1)[6, 7, 8]. Die numerische L�osung �ndet �uber das, im vorangegangen Kapi-tel erl�auterten, Zeitschrittverfahren statt, welches aus der HamiltonschenMechanik hervorgeht.
x1 

x2 

x3 

m2r2

r1
m1

r

Abbildung 2.1: Zwei-Massenpunktsystem im E313



14 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM2.1 Reduktion des Zweik�orperproblemsEin System mit zwei Massenpunkten besitzt im E3 pro Massenpunkt dreiFreiheitsgrade. Man w�urde also sechs Koordinaten ben�otigen, um diesesProblem in der urspr�unglichen Form zu beschreiben. Es kann aber gezeigtwerden, da� die Bewegung zweier Massenpunkte unter den vorherrschendenBedingungen auf ein �aquivalentes Problem reduziert werden kann [6, 7, 8],das mit zwei Koordinaten eindeutig beschrieben werden kann.Im Rahmen der Newtonschen Mechanik lauten die Bewegungsgleichungenf�ur die beiden Massenpunkte m1 und m2 (siehe Abb. 2.1) wie folgt [6]:m1 �r1 = F12 (2.1)m2 �r2 = F21 (2.2)Dabei ist F12 die Kraft die m2 auf m1 aus�ubt und F21 die Kraft von m1auf m2. Nach dem dritten Newtonschen Axiom �uber actio und reactiosind beide entgegengesetzt gleich, d.h. F12 = �F21. Folglich lauten dieBewegungsgleichungen [8]: m1 �r1 = �F (2.3)m2 �r2 = F (2.4)mit F := F21 als ein Kraftfeld, das auf m1 gerichtet ist.Ein euklidischer Raum ist zugleich auch ein a�ner Raum. Wendet man dieAxiome eines a�nen Raumes [9] auf den hier betrachteten euklidischen RaumE3 an, so kann das Kraftfeld F zwischen den Massen nur vom Di�erenzvektorr := r2 � r1 und dessen ersten Zeitableitung abh�angen. Allgemein ist aucheine explizite Zeitabh�angigkeit m�oglich [8].F = F(r; _r; t) = f(r; _r; t) er= f(r; _r; t) rr (2.5)mit r = krk2 dem Betrag von r, und der skalarwertigen Funktion f die denBetrag der Kraft bzw. die L�ange des Kraftvektors angibt.Die Bewegungsgleichungen sind in den Koordinatenvektoren r1 und r2 for-muliert. Die Kraft F h�angt aber von r ab. Somit ist die Einf�uhrung von rals Koordinate sinnvoll. Dies l�a�t sich geschickt dadurch erreichen, in demdie Bewegung nicht auf den Koordinatenursprung bezogen wird, sondern auf



2.1. REDUKTION DES ZWEIK�ORPERPROBLEMS 15
x1 
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Abbildung 2.2: Gegenseitige Ein
u�nahme zweier Massenpunkteden Schwerpunkt R der beiden Massenpunkte. Der Schwerpunktvektor Rbei N Massenpunkten ist de�niert durch [6, 7]:R := PNi=1 mi riPNi=1 mi (2.6)Werden die beiden Bewegungsgleichungen (2.3) und (2.4) addiert, f�uhrt dasmit Gl. (2.6) auf: �R = 0 (2.7)Aus der Subtraktion der mit m2(m1 + m2)�1 multiplizierten Gl. (2.3) vonder mit m1(m1 +m2)�1 multiplizierten Gl. (2.4) folgt:� �r = F (2.8)mit � := m1m2m1 +m2 (2.9)Die Absolutbewegung des Schwerpunktes R ist nach Gl. (2.7) gleichf�ormigund von der Relativbewegung in Gl. (2.8) v�ollig entkoppelt. Die Relativbe-wegung entspricht der Bewegung einer sogenannten reduzierten Masse � ineinem festgehaltenen Kraftfeld F(r; _r; t), wobei r der Ortsvektor von � imE3 ist [8].



16 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMSomit ist die Relativbewegung �aquivalent zu einer Bewegung eines Massen-punktes der Masse � in einem drei-dimensionalen euklidischen Raum E3, aufdessen Ursprung ein Kraftfeld gerichtet ist. Die Betrachtung der entkoppel-ten Schwerpunktsbewegung ist nicht mehr notwendig [8].2.2 �Aquivalentes Eink�orperproblem2.2.1 R�aumliches Eink�orperproblemSei r der Ortsvektor der reduzierten Masse � in einem drei-dimensionaleneuklidischen Raum E3. Die �Aquivalenz zum Zweik�orperproblem fordert einKraftfeld F das fest auf den Ursprung des E3 gerichtet ist. Allgemein be-zeichnet man ein Kraftfeld F, das immer auf einen bestimmten Punkt r0eines euklidischen Raumes zeigt, als Zentralkraftfeld. Ein ZentralkraftfeldF(r), das fest auf den Ursprung gerichtet ist, kann nur die folgende Formbesitzen [8]: F(r) = f(r) rr (2.10)mit r = krk2.
x2 

F(r)
µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ                                              

x1 

x3Abbildung 2.3: Zentralkraft im E3Weiterhin sollen hier nur konservative Zentralkraftfelder interessieren. Es



2.2. �AQUIVALENTES EINK �ORPERPROBLEM 17existiert also eine Potentialfunktion V , aus dem das Zentralkraftfeld hervor-geht [8]: F(r) = �@rV (2.11)Nach einem Satz der Analysis ist die Existenz eines Potentials V eines Vek-torfeldes F(r) �aquivalent mit [10]:rot F(r) = 0 (2.12)Die Anwendung dieser Bedingung auf das Zentralkraftfeld in Gl. (2.10) er-gibt: rot�f(r) rr� = f(r)r rot r+ gradr  f(r)r !� r (2.13)Nach den Gesetzen der Tensorrechnung [11] gilt:rot r � �gradr r : E = �I : E= �ij ejik ek= eiikek= 0 � ekrot r = 0 (2.14)mit I = �ij ei
 ej dem Einheitstensor und E = eijk ei
 ej 
 ek dem Permu-tationstensor.Mit Gl. (2.14) verschwindet der erste Term von Gl. (2.13) und die Rotationder Zentralkraft wird genau dann Null, wenn der Ortsvektor r zu gradr f(r)parallel ist. Daraus folgt, da� r immer senkrecht auf den �Aquipotential
�achensteht. Folglich sind die �Aquipotential
�achen kugelf�ormig. Die skalare Funk-tion f kann dann nicht mehr von der Richtung abh�angen und hat somit dieForm: F(r) = f(r) rr (2.15)Das zugeh�orige Potential V kann dann ebenfalls nur von r abh�angen und esgilt: F(r) = �dV (r)dr rr (2.16)Es wurde hiermit bewiesen, da� der Betrag f eines Zentralkraftfeldes F(r)nur vom Abstand r vom Ursprung des euklidischen Raumes abh�angen kann,wenn es konservativ sein soll [8]. Die umgekehrte Richtung l�a�t sich einfacher



18 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMbeweisen [6]: Die Arbeit A12, die bei der Verschiebung eines Massenpunktesvom Punkt 1 zum Punkt 2 in einem konservativen Kraftfeld geleistet wird,ist wegunabh�angig. L�ost man im Falle eines Zentralkraftfeldes entsprechendder Form in Gl. (2.10) das Kurvenintegral der Arbeit A12 auf, so f�uhrt daszu einem bestimmten Integral, dessen Wert lediglich von den Abst�anden r1und r2 der Punkte vom Ursprung abh�angt:A12 = Z 21 F � dS = Z r2r1 f(r) dr (2.17)2.2.2 Ebenes Eink�orperproblemBis hier wurde die L�osung eines r�aumlichen Zweik�orperproblems auf dieL�osung eines �aquivalenten r�aumlichen Eink�orperproblems reduziert. Damitwurde die Anzahl der Freiheitsgrade auf drei verringert. Die folgende Be-weisf�uhrung zeigt, da� sich die Reduktion fortsetzen l�a�t [8].Bei einem Zentralkraftfeld mit festem Ursprung ist der Drehimpuls L = r�peine Erhaltungsgr�o�e der Bewegung, wenn der Anfang des Ortsvektors r imKraftzentrum liegt. Dabei ist p = � _r der Impuls des Massenpunktes. DieseAussage l�a�t sich durch eine vektorielle Multiplikation der Bewegungsglei-chung (2.8) mit r beweisen:ddtL � ddt (r� � _r) = � (_r� _r+ r� �r)= � r� �r= r� F= 0 (2.18)Die rechte Seite der Gl. (2.18) verschwindet, weil das Zentralkraftfeld F par-allel zu r verl�auft.Da somit der Drehimpuls L w�ahrend der Bewegung seine Richtung nicht�andert, bleibt seine Richtung zum Ortsvektor r unver�andert. Die Lage desDrehimpulses relativ zum Ortsvektor r l�a�t sich mit einer Skalarmultiplika-tion der beiden bestimmen:r � L � r � (r� p) = rm (rj pk eijk) �mi= ri rj pk eijk= r1r2p3 + r3r1p2 + r2r3p1 ��r2r1p3 � r1r3p2 � r3r2p1= 0 (2.19)



2.3. BAHNGLEICHUNG DER REDUZIERTEN MASSE 19Nach Gl. (2.19) steht der Ortsvektor r senkrecht auf dem konstanten Dre-himpuls L. Damit wird die Bewegung r = r(t) des Massenpunktes mit derMasse � in einer Ebene ausgef�uhrt.Die L�osung eines r�aumlichen Zweik�orperproblems kann somit letztendlich aufdie L�osung eines �aquivalenten ebenen Eink�orperproblems reduziert werden.Folglich wird das �aquivalente Eink�orperproblem mit zwei generalisierten Ko-ordinaten beschrieben [6, 7, 8].2.3 Bahngleichung der reduzierten MasseIn diesem Abschnitt wird das �aquivalente ebene Eink�orperproblem in denPolarkoordinaten r und � analytisch behandelt. Ziel ist die Bestimmung dergeometrischen Bahn r = r(�) der Masse �. Die Wahl polarer Koordinatenbietet sich aber auch generell an, weil das Potential V (r) des Zentralkraft-feldes nach Gl. (2.16) nur von r abh�angt [8]. Da ein konservatives Mas-senpunktsystem vorliegt, werden die Bewegungsgleichungen im Rahmen derLagrangeschen Mechanik aufgestellt.Sei nun E := (x = x ex + y ey 2 E3 j x; y 2 R) die Ebene in der sich derMassenpunkt mit der Masse �, entsprechend Kapitel 2.2.2, bewegt. Dabeiliegt der Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems im Ursprung des E3, undstellt ein ebenes Inertialsystem dar. Diese Ebene E l�a�t sich direkt mit demDrehimpuls L und einem Anfangspunkt r0 := r(t = 0) in der Normalenformangeben: E : L � (r� r0) = 0 (2.20)Die Bahn die der Massenpunkt in E beschreibt, wird im folgenden �uber diepolaren Koordinaten r = krk2 und � berechnet.Die Bewegungsgleichungen folgen im Rahmen der Lagrangeschen Mecha-nik aus der Lagrange-Funktion L = T � V . Diese hat in Polarkoordinatendie folgende Gestalt [8]:L = 12 � � _r2 + r2 _�2�� V (r) (2.21)mit � als reduzierte Masse.Hier ist zu erkennen, da� die Koordinate � nicht explizit in der Lagrange-Funktion L enthalten ist, sondern nur ihre zeitliche Ableitung _�. Somit ist �zyklisch und ihr generalisierter Impuls p� ist aufgrund der Lagrangeschen



20 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM
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Abbildung 2.4: Polarkoordinaten r und �Gleichungen 2. Art eine Erhaltungsgr�o�e:p� � @L@ _� = � r2 _� = const. (2.22)Der generalisierte Impuls p� ist nach Gl. (2.22) identisch mit dem Betrag l =kLk des Drehimpulses L des Massenpunktes. Demzufolge ist l eine Konstanteder Bewegung. Somit ersetzt die folgende Gleichung die Bewegungsgleichungbzgl. �: l = � r2 _� (2.23)Bemerkung 2.1 Eine Gleichung, die aus der Ausnutzung einer Erhaltungs-gr�o�e entsteht, wird auch als ein "erstes Integral\ der Bewegungsgleichungenbezeichnet. Diese Bezeichnung st�utzt sich auf die Tatsache, da� aus dieserGleichung durch einmalige Integration die L�osung der Bewegungsgleichungenhervorgeht [7].Bei der ersten Koordinate � verringerte die Verwendung eines ersten Inte-grals, die Anzahl der notwendigen Integrationen auf eine Integration. Ausdiesem Grund ist es ratsam die zweite Koordinate r aus einem weiteren erstenIntegral abzuleiten, und nicht aus den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art.F�ur konservative, autonome Systeme stellt die Gesamtenergie E = T+U eineErhaltungsgr�o�e dar [7, 8]. Daher wird E als zweiter Parameter eingef�uhrt:E = 12 � � _r2 + r2 _�2�+ V (r) = const. (2.24)



2.3. BAHNGLEICHUNG DER REDUZIERTEN MASSE 21Eliminiert man _� mit dem ersten Integral (2.23) in der Energie in Gl. (2.24),so folgt das zweite erste Integral :_r = drdt = �vuut 2m  E � V (r)� l22 � r2! (2.25)Bemerkung 2.2 Das Vorzeichen von _r ist positiv bzw. negativ, wenn sichdie Masse � vom Ursprung des euklidischen Raumes wegbewegt bzw. auf ihnzu bewegt [8].Die ersten Integrale stellen Dgln. erster Ordnung dar. Somit entsteht bei derIntegration jeweils eine Integrationskonstante, die jeweils aus einem bekann-ten Wert bestimmt werden. Die Integrationskonstante aus der Integration�uber r wird aus r(t = 0) =: r0 bestimmt. Die aus der Integration �uber �entstandene Integrationskonstante ergibt sich aus �(t = 0) =: �0 [8].Um nun die geometrischen Bahn r = r(�) zu bestimmen werden die erstenIntegrale wie folgt separiert:dt = � r2l d� (2.26)dt = � drr 2m �E � V (r)� l22 � r2� (2.27)Gleichsetzen der beiden Gleichungen f�uhrt auf eine separierte Di�erential-gleichung mit einer L�osung � = �(r).� r2l d� = � drr 2m �E � V (r)� l22 � r2� (2.28)Die L�osung erh�alt man durch Integration �uber � bzw. r:� (r) = � l� Z rr0 drr2 r 2m �E � V (r)� l22 � r2� + �0 (2.29)Die Umkehrung der Funktion � = �(r) ergibt die gesuchte Bahngleichungr = r(�).



22 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM2.4 Analytisch integrierbare PotentialeUm die Bahngleichung r = r(�) aus Kapitel 2.3 analytisch bestimmen zuk�onnen, mu� das Integral in Gl. (2.29) gel�ost werden. Zweck dieses Kapitelsist die Separation betrachteter Potentiale in Potentiale die noch analytischintegrierbar sind und in Potentiale die eine numerische L�osung erfordern.Physikalisch sinnvoll ist die Betrachtung solcher Potentiale V (r), die durcheine Potenzreihe dargestellt, oder zumindest hinreichend genau angen�ahertwerden k�onnen [7]: V (r) = 1Xn=�1 an rn+1 (2.30)mit den reellen Zahlen an 2 R.Die Untersuchung einer solchen Potenzreihe als Potential reduziert sich aufdie Betrachtung des folgenden Potentials:V (r) = a rn+1 (2.31)mit a 2 R.Dabei soll das Potential (2.31) bzgl. dem Parameter n auf analytische Inte-grierbarkeit hin �uberpr�uft werden.Der erste Schritt ist die Umschreibung des Integrals in Gl. (2.29). Durcheine Substitution r�1 7! u der Integrationsvariablen r, l�a�t sich das Integraleinfacher l�osen: �(u) = �0 � Z uu0 duq2 � El2 � 2 � V (u)l2 � u2 (2.32)Mit dem Potential (2.31) folgt aus Gl. (2.32):�(u) = �0 � Z uu0 duq2 � El2 � 2 � al2 u�n�1 � u2 (2.33)Das Integral in Gl. (2.33) ist von der FormZ R(u;qp(u))du (2.34)mit einer rationalen Funktion R und einem Polynom p(u), das hier minde-stens vom Grad zwei ist.



2.4. ANALYTISCH INTEGRIERBARE POTENTIALE 23F�ur n = �1;�2;�3 ist p(u) = 
 u2 + � u + � ein Polynom zweiten Grades.Ein solches Integral hei�t vom Kreistyp [2], wenn p(u) keine zweifache Null-stelle besitzt. Integrale vom Kreistyp lassen sich durch Substitutionen l�osen,bei denen trigonometrische Funktionen auftreten.Bemerkung 2.3 Der Fall n = �1, hat physikalisch eine geringe Bedeutung,da hier nach Gl. (2.31) ein konstantes Potential vorliegt und somit in derEbene E das Zentralkraftfeld F identisch null ist. Dagegen ist der Fall n =�2 physikalisch besonders wertvoll, denn hier liegt das ber�uhmte Kepler-Potential vor [7].Bei n = �4 liegt ein kubisches Polynom p(u) = � u3 + 
 u2 + � u + � vor.Besitzt p(u) keine mehrfache Nullstelle, so handelt es sich um ein elliptischesIntegral. Elliptische Integrale werden durch Substitutionen gel�ost, in denenelliptische Funktionen verwendet werden. Elliptische Funktionen sind, imGegensatz zu den periodischen trigonometrischen Funktionen, doppeltperi-odisch und besitzen zwei Frequenzen �1 und �2 [2].Der Fall n = �5 f�uhrt ebenfalls zu einem elliptischen Integral, wenn in demPolynom p(u) = " u4+ � u3+ 
 u2+� u+� vierten Grades keine mehrfachenNullstellen vorkommen. Wie im Fall n = �4 f�uhren Substitutionen mit el-liptischen Funktionen zur L�osung [7].Bei dem Fall n = 0 f�uhrt eine Erweiterung des Integrals in Gl. (2.33) mit u�und � = 1 auf ein elliptisches Integral, wenn p(u) keine mehrfachen Nullstel-len enth�alt. �(u) = �0 � Z uu0 u� duq2 � El2 u2� � 2 � al2 u�n�1+2� � u2(�+1) (2.35)Mit � = 1 und der Substitution u2 7! w ergibt sich in Gl. (2.35) f�ur n = 1ein Integral vom Kreistyp:�(w) = �0 � Z ww0 dwq2 � El2 w � 2 � al2 w 1�n2 � w2 (2.36)Bemerkung 2.4 Der Fall n = 1 f�uhrt auf das sogenannte Hooke-Potential,das zum Beispiel das Potential der Federkraft einer linearen Spiralfeder ist.F�ur n = �7 und � = 1 ergibt sich aus Gl. (2.36) ein elliptisches Integral.F�uhrt man in Gl. (2.36) noch eine Erweiterung mit w durch, so liegt f�ur



24 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMn = 3 und n = 5 jeweils ein elliptisches Integral vor.Hiermit sind die M�oglichkeiten ersch�opft, um maximal elliptische Integraleherzuleiten. L�osbare Integrale ergeben sich noch aus Gl. (2.35) f�ur spezi-elle Paare (n; �) [7]. Im allgemeinen ist f�ur die restlichen Exponenten einenumerische L�osung erforderlich.2.5 Potentiale f�ur geschlossene BahnenEigenschaften der geometrischen Bahn r = r(�) der Masse �, lassen sich mitder Funktion r(�) leicht bestimmen. Zum Beispiel ist eine notwendige, abernicht hinreichende, Bedingung f�ur eine geschlossene Bahn, da� die Funktionr(�) periodisch sein mu�, d.h. es gilt:r(�) � r(�+ 2�) (2.37)Die Integration der Gl. (2.29) ist jedoch in den meisten F�allen entwederanalytisch nur schwer oder gar nicht durchzuf�uhren. In diesen F�allen lassensich einige qualitative Aussagen �uber die radiale Bewegung der Masse � mitHilfe einer graphischen Methode tre�en [7, 8].Nach Gl. (2.24) ist das erste Integral bzgl. der Gesamtenergie E:E = 12 � � _r2 + r2 _�2�+ V (r) (2.38)Wird mit Gl.(2.23) _� durch den Betrag l des Drehimpulses ersetzt, so folgt:E = �2 _r2 + V (r) + l22 � r2 (2.39)In dieser Gleichung ist nur r eine Variable. Aus diesem Grund l�a�t sichdie Radialbewegung, die vom Verlauf des Winkels nicht beein
u�t wird, alsein-dimensionale Bewegung eines Massenpunktes der Masse � in einem so-genannten e�ektiven Potential V 0(r) mitV 0(r) := V (r) + l22 � r2 (2.40)au�assen. Dabei stellt der Term Vz(r) := l2 (2 � r2)�1 das Potential der aufdie Masse � wirkenden Zentrifugalkraft dar [8]. Durch eine Diskussion des



2.5. POTENTIALE F�UR GESCHLOSSENE BAHNEN 25Graphen der Funktion V 0 = V 0(r) k�onnen qualitative Informationen �uber dieRadialbewegung gewonnen werden.Am Beispiel des Kepler-Potentials wird die Methode des e�ektiven Poten-tials demonstriert [7, 8]:Bei der Gesamtenergie E1 kommt der Massenpunkt aus dem Unendlichen(r !1) nur bis auf r = r0 an das Kraftzentrum heran. Denn bei r = r0 istE1 = V 0 und somit, nach Gl. (2.39) unter Ber�ucksichtigung der Gl. (2.40),_r = 0. Also stoppt die Bewegung, d.h es liegt ein Umkehrpunkt vor. Danachbewegt sich der Massenpunkt wieder ins Unendliche. Es liegt also ein o�eneBahn vor.
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Abbildung 2.5: E�ektives Potential V 0(r) des Kepler-PotentialsBewegt sich der Massenpunkt mit der Gesamtenergie E2, so erreicht das ef-fektive Potential die Energie E2 bei den Radien r1 und r2. Es liegen also zweiUmkehrpunkte vor, zwischen denen der Massenpunkt hin und her l�auft. Obdie Bahn geschlossen ist, l�a�t sich hier nicht erkennen. Nur, da� sie begrenzt,also nicht o�en ist.Die Gesamtenergie E3 ist gleich dem Minimum des e�ektiven Potentials. Hierverschwindet die kinetische Energie der Radialbewegung ( _r = 0). Der Mas-senpunkt bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius r0. Dieser ergibt sichaus der analytischen Minimum-Bedingung"dV 0(r)dr #r=r0 = 0 (2.41)



26 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMvon V 0(r), zu r0 = l2� a (2.42)mit der Konstanten a des Potentials V (r).Das Beispiel zeigt, da� die graphische Darstellung des e�ektiven PotentialsV 0(r) die Radien r1 und r2 der Umkehrpunkte liefert. Mit Hilfe der Umkehr-punkte l�a�t sich nun kl�aren, ob die Bahn innerhalb der Radien r1 und r2geschlossen ist.Nach Gl. (2.37) mu� die Funktion r(�) periodisch sein, damit eine geschlos-sene Bahn vorliegt. Wenn die Funktion r(�) periodisch sein mu�, dann tri�tdas auch auf deren Umkehrfunktion �(r) zu, die sich aus Gl. (2.29) ergibt.Bei einer Bewegung des Massenpunktes von einem Umkehrpunkt zum ande-ren und wieder zur�uck, �andert sich der Winkel � um den Wert:�� = 2 l� Z r2r1 drr2 q 2� (E � V 0(r)) (2.43)Wegen Gl. (2.37) ist �(r) genau dann periodisch, wenn �� kommensurabelzu 2� ist [8], d.h. es gilt: ��2� = n1n2 2 Q (2.44)mit den ganzen Zahlen n1 und n2 und Q als Menge der rationalen Zahlen.In diesem Fall f�uhrt der Winkel �, w�ahrend der Radius n2 Zyklen durchl�auft,n1 ganze Uml�aufe aus. Somit kehrt der Massenpunkt zur Ausgangspositionzur�uck und die Bahn schlie�t sich.Wichtig bei dieser Methode ist, da� f�ur die F�alle in denen das bestimmteIntegral nicht analytisch l�osbar ist, unter Umst�anden eine Quadratur schonausreichen kann.Nach einem Theorem von J. Bertrand existieren nur zwei Potentiale, de-ren gesamte begrenzten Bahnen geschlossen sind [7]: Das Kepler-PotentialV (r) = �kr�1 (n = �2) und das Hooke-Potential V (r) = kr2 (n = 1). F�uralle andere Werte f�ur n liegen Zentralkraftpotentiale vor, die im allgemeinen,d.h. mit Ausnahme spezieller Paare (E,l), zu o�enen Bahnen f�uhren [8]. Indiesem Fall wird in unendlich langer Zeit das gesamte ringf�ormige Gebietzwischen den Radien r2 > r1 und r1 �uberstrichen.



2.6. NUMERISCHE L �OSUNG IN KARTESISCHEN KOORDINATEN 272.6 Numerische L�osung in kartesischen Ko-ordinatenDie numerische L�osung des �aquivalenten Eink�orperproblems �uber das Zeit-schrittverfahren aus Kapitel 1.5 f�ur lineare Elemente, erfolgt im Rahmen derHamiltonschen Mechanik, die auf der Hamilton-Funktion H(p;q) auf-baut. Die generalisierten Koordinaten sollen die kartesischen Koordinaten q1und q2 sein (siehe Abb. 2.6). Die numerische L�osung wird allgemein gehaltenund auf keinem bestimmten Potential begr�undet.
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q1Abbildung 2.6: Kartesische Koordinaten q1 und q2Da hier ein konservatives, autonomes Eink�orpersystem vorliegt, ist die Ha-milton-Funktion H identisch mit der Gesamtenergie E=T+V [7]:H(p;q) = T (p;q) + V (q) (2.45)mit dem generalisierten Impuls p und q = [q1; q2]T als Koordinatenvektor.Die kinetische Energie T ist allgemein:T = 12 � _r2 (2.46)mit dem euklidischen Ortsvektorr = q1ex + q2ey (2.47)In Matrizendarstellung ergibt sich die kinetische Energie T zu:T = �2 _qT I _q (2.48)



28 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMmit I als Einheitsmatrix.Der generalisierte Impuls p wird aus der Lagrange-Funktion L = T � Vabgeleitet [6, 7, 8]: p � @ _qL(q; _q) = @ _qT (q; _q)= �2 @ _q � _qT I _q� (2.49)Nach einer Rechenregel aus der Matrizenrechnung gilt [12]:@ _q � _qT I _q� = 2 I _q (2.50)Unter Ber�ucksichtigung dieser Rechenregel folgt f�ur den generalisierten Im-puls p: p = �2 (2 I _q)= � _q (2.51)Demnach ist der Vektor _q der generalisierten Geschwindigkeiten:_q = 1� p (2.52)Nach dem Einsetzen von Gl. (2.52) in die kinetische Energie T nach Gl. (2.48)hat die Hamilton-Funktion H die folgende Form:H (p;q) = 12 � pT I p� V (q) (2.53)Das Zeitschrittverfahren zur numerischen L�osung ist nach den Gln. (1.43)und (1.44) allgemein wie folgt:q2 � q1 � hn Z 10 @pH(�) d� = 0 (2.54)p2 � p1 + hn Z 10 @qH(�) d� = 0 (2.55)Das Zeitschrittverfahren ben�otigt somit die partiellen Ableitungen der Ha-milton-Funktion H. Die partielle Ableitung nach dem generalisierten Im-puls p folgt aus der Gl. (2.53) unter Ber�ucksichtigung der Rechenregel in



2.6. NUMERISCHE L �OSUNG IN KARTESISCHEN KOORDINATEN 29Gl. (2.50): @pH = 12 � @p �pT I p�= 1� p (2.56)Die partielle Ableitung nach dem Koordinatenvektor q ergibt sich aus derGl. (2.53) mit Hilfe der Kettenregel der Di�erentiation zu:@qH = @qV (q) � dV (r(q))dr @qr(q) (2.57)Dabei ergibt die partielle Ableitung von r nach q folgendes:@qr(q) = 1r(q)q (2.58)wegen r � krk2 = qq21 + q22 (2.59)Somit gilt f�ur die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion nach demKoordinatenvektor: @qH = dV (r(q))dr 1r(q) q (2.60)Um die Integration �uber � in Gl. (2.54) und Gl. (2.55) durchf�uhren zu k�onnen,m�ussen der kontinuierliche generalisierte Impuls p und der kontinuierlicheKoordinatenvektor q durch ihre diskreten Pendanten ph(�) und qh(�) ersetztwerden. Da die numerische L�osung auf keinem bestimmten Potential aufbaut,l�a�t sich die Integration analytisch nur in Gl. (2.54) durchf�uhren:q2 � q1 � hn2 � (p1 + p2) = 0 (2.61)p2 � p1 + hn Z 10 dV (r(qh(�)))dr 1r(qh(�)) qh(�) d� = 0 (2.62)Einsetzen von Gl. (2.61) in Gl. (2.62) f�uhrt auf folgendes Gleichungssystemin dem Variablenvektor q2:2 �hn (q2 � q1)� 2 p1 + hn Z 10 dV (r(qh(�)))dr 1r(qh(�)) qh(�) d� = 0 (2.63)



30 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMDieses Gleichungssystem ist im allgemeinen nichtlinear in q2, aufgrund desim allgemeinen nichtlinearen Potentials V . Zur iterativen L�osung diesesnichtlinearen Gleichungssystems wurde das allgemeine Newton-Raphson-Verfahren [4, 13] mit einer Toleranz von 10�13 implementiert. Das zu l�osendeResiduum R(q2) = 0 stellt das Gleichungssystem (2.63) dar. Die TangenteKT f�ur das Newton-Raphson-Verfahren berechnet sich zu:KT = @q2R (q2)= 2 �hn I+ hn Z 10 @q2@qV (qh(�)) d� (2.64)Die Ableitung nach dem Knotenvektor q2 im Integral l�a�t sich durch dieKettenregel der Di�erentiation aufspalten:@q2@qV (qh(�)) = @2qV (qh(�)) @q2qh(�) (2.65)Mit @q2qh = � nach Gl. (1.39) folgt:@q2@qV (qh(�)) = @2qV (qh(�)) � (2.66)Die zweifache Ableitung des Potentials nach q ergibt unter Ber�ucksichtigungvon Gl. (2.57): @2qV (q) = @q  dV (r(q))dr @qr(q)! (2.67)Mit Gl.(2.58) und der Produktregel f�ur eine Di�erentiation eines Produktesaus einer skalarwertigen und einer vektorwertigen Funktion folgt [11]:@2qV (q) = dV (r(q))dr @2qr(q) + 1r(q) q
 @q  dV (r(q))dr ! (2.68)mit 
 als Symbol f�ur das dyadische Produkt.Eine weitere Vereinfachung wird durch die Benutzung der Kettenregel f�ur dieDi�erentiation der Klammer nach q im letzten Term erzwungen:@2qV (q) = dV (r(q))dr @2qr(q) + 1r2(q) d2V (r(q))dr2 qqT (2.69)mit qqT als Matrixschreibweise des dyadischen Produktes q
 q [14].Die Matrix @2qr(q) folgt aus Gl. (2.58) durch eine weitere Ableitung nach



2.6. NUMERISCHE L �OSUNG IN KARTESISCHEN KOORDINATEN 31dem Koordinatenvektor q:@2qr = @q  1r(q) q!= 1r(q) I+ q
 @q  1r(q)!= 1r(q) I� 1r3(q) qqT (2.70)Dabei wurde in der mittleren Zeile die Kettenregel f�ur die Di�erentiationnach q benutzt. Somit besitzt letztendlich die Tangente KT die folgendeGestalt:KT = 2 �hn I+ hn Z 10 �T1(qh(�)) I+ T2(qh(�))Q(qh(�))�� d� (2.71)mit den skalarwertigen FunktionenT1(q) = 1r(q) dV (r(q))dr (2.72)T2(q) = 1r2(q)  d2V (r(q))dr2 � 1r(q) dV (r(q))dr ! (2.73)und der Matrix Q(q) = qqT (2.74)Um die Implementierung der numerischen L�osung unabh�angig von einembestimmten Potential zu halten, wird die Integration im Residuum und inder Tangente durch eine Quadratur nach Gau� ersetzt [4, 13]:2 �hn (q2 � q1)� 2 p1 + hn ngpXi=1 dV (r(qh(�i)))dr 1r(qh(�i))qh(�i) wi � 0 (2.75)mit ngp als die Anzahl der Gau�-Punkte und wi als das Gewicht zum i-tenGau�-Punkt.Der Fehler, der durch die Quadratur entsteht, ist auch mit linearen Form-funktionen bei gen�ugend hoher Anzahl von Gau�-Punkten vernachl�assigbarklein [1].KT � 2 �hn I+ hn ngpXi=1 �T1(qh(�i)) I+ T2(qh(�i))Q(qh(�i))��i wi (2.76)



32 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM2.7 Numerische L�osung in PolarkoordinatenIn diesem Kapitel wird eine zweite Form der numerischen L�osung des �aqui-valenten Eink�orperproblems er�ortert: Das Zeitschrittverfahren in Polarkoor-dinaten. Analog zu Kapitel 2.6 sei hier kein bestimmtes Potential V vorr-ausgesetzt.
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Abbildung 2.7: Polarkoordinaten r = q1 und q2Die Gesamtenergie E = T + V ist gleich der Hamilton-Funktion H =H(p;q) des betrachteten konservativen, autonomen Eink�orpersystems [7].Somit gilt f�ur H: H(p;q) = T (p;q) + V (q) (2.77)mit p als generalisierten Impuls und q = [q1; q2]T als Vektor der generalisier-ten Koordinaten.Die kinetische Energie T der Masse � im Zentralkraftfeld ist:T = 12 � _r2 (2.78)mit r = q1 (cos q2 ex + sin q2 ey) (2.79)als euklidischen Ortsvektor der Masse � zum Koordinatenursprung. DieEnergie T hat dann in Matrizenschreibweise die folgende Form:T = �2 _qTM(q) _q (2.80)mit M(q) = " 1 00 q21 # (2.81)



2.7. NUMERISCHE L �OSUNG IN POLARKOORDINATEN 33Bemerkung 2.5 Die Matrix M hei�t die Metrik der Polarkoordinaten [15].Aus der Lagrange-Funktion L = T � V , wird der generalisierte Impuls pwie folgt berechnet:p � @ _qL(q; _q) = @ _qT (q; _q)= �2 @ _q � _qTM(q) _q� (2.82)Mit der Rechenregel aus Gl. (2.50)@ _q � _qTM(q) _q� = 2M(q) _q (2.83)folgt der generalisierte Impuls p zu:p = �M(q) _q (2.84)Eine Multiplikation der Gl. (2.84) mit der InversenM�1 der MatrixM, ergibtden Vektor _q der generalisierten Geschwindigkeiten:_q = 1� M�1(q) p (2.85)Die Inverse M�1 ergibt sich nach der folgenden Rechenregel f�ur das Invertie-ren einer 2� 2-Matrix [10]:A = " a bc d # =) A�1 = 1det(A) " d �b�c a # (2.86)Demzufolge ergibt sich die Invertierung der Matrix M aus Gl. (2.81) zu:M�1(q) = " 1 00 q�21 # (2.87)Das Ersetzen von _q in der kinetischen Energie T mit Gl. (2.85) durch dengeneralisierten Impuls p f�uhrt auf die Hamilton-Funktion H:H(p;q) = T (p;q) + V (q) (2.88)= 12 � �M�1(q) p�T M(q) �M�1(q) p�+ V (q)= 12 � pT �M�T (q)M(q)M�1(q)� p+ V (q)= 12 � pT M�T (q) p + V (q)H(p;q) = 12 � pT M�1(q) p+ V (q) (2.89)



34 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMwegen M�T =M�1, durch die Symmetrie der Matrix M [2].Die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion H f�ur das Zeitschritt-verfahren, k�onnen damit aus Gl. (2.89) berechnet werden. Die partielle Ab-leitung nach dem generalisierten Impuls p ist nach Gl. (2.83) wie folgt:@pH = 12 �@p �pT M�1(q) p�= 1� M�1(q) p (2.90)Die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion nach dem Vektor q der ge-neralisierten Koordinaten ergibt:@qH = 12 � @p �pT M�1(q) p�+ @qV= 12 � " pT @@q1M�1(q) ppT @@q2M�1(q) p # + @qV@qH = 12 � " pT @@q1M�1(q)pT @@q2M�1(q) #p+ @qV (2.91)Die Di�erentiation des Potentials l�a�t sich nach der Kettenregel wie folgtvereinfachen:@qH = 12 � " pT @@q1M�1(q)pT @@q2M�1(q) #p + dV (r(q))dr @qr(q) (2.92)mit @qr(q) = " 10 # (2.93)Aus Gl. (2.81) l�a�t sich erkennen, da� die generalisierte Koordinate q2 zy-klisch ist und somit auch in der Inversen vonM in Gl. (2.87) nicht enthaltenist. Folglich ist die zweite Zeile der Matrix im ersten Term von Gl. (2.92) derNullvektor: @qH = 12 � " pT0 # @@q1M�1(q) p+ dV (r)dr " 10 # (2.94)Das Zeitschrittverfahren zur numerischen L�osung ist mit Gl. (2.90) undGl. (2.94) nach Kapitel 1.5:q2 � q1 � hn� Z 10 M�1(qh(�)) ph(�) d� = 0 (2.95)



2.7. NUMERISCHE L �OSUNG IN POLARKOORDINATEN 35p2 � p1 + hn2 � Z 10 24 �ph(�)�T0 35 @@q1M�1(qh(�)) ph(�) d�++ hn Z 10 dV (r(qh(�))dr d� " 10 # = 0 (2.96)Hierbei wurde die Ersetzung der kontinuierlichen L�osungsfunktionen q undp durch die diskreten L�osungsfunktionen qh(�) und ph(�) bereits vorgenom-men.Die generalisierte Koordinate q2 � � ist nach Kapitel 2.3 zyklisch. Folglichist der zugeh�orige generalisierte Impuls p(2) � p� nach Gl. (2.22) eine Erhal-tungsgr�o�e. Dies ist auch im vorliegenden Zeitschrittverfahren zu erkennen,denn die zweite Komponente der vektoriellen Gleichung (2.96) ergibt:p(2)2 � p(2)1 = 0 (2.97)mit pi := [p(1)i ; p(2)i ]T als Matrixdarstellung des i-ten Knotenvektors undp := [p(1); p(2)]T als Matrixdarstellung des kontinuierlichen generalisiertenImpulses p.Werden die Gleichungen (2.95) und (2.96) nach den analytisch durchf�uhr-baren Integrationen komponentenweise hingeschrieben, so entsteht folgendesGleichungssystem:q(1)2 � q(1)1 � hn2 � �p(1)1 + p(1)2 � = 0 (2.98)q(2)2 � q(2)1 � hn� 0@ p(2)1q(1)1 q(1)2 1A = 0 (2.99)p(1)2 � p(1)1 � hn� 0@ p(2)1q(1)1 q(1)2 1A2 q(1)1 + q(1)22 ++ hn Z 10 dV (r(qh(�))dr d� = 0 (2.100)p(2)2 � p(2)1 = 0 (2.101)mit qi := [q(1)i ; q(2)i ]T als Matrixdarstellung des i-ten Knotenvektors.Wird Gl. (2.98) in Gl. (2.100) eingesetzt, so entsteht im Falle eines nur vomRadius abh�angigen Potentials eine nichtlineare skalare Gleichung mit ledig-lich dem Radius q(1)2 als Variable. Diese Gleichung mu� iterativ gel�ost wer-den, wozu das Newton-Raphson-Verfahren verwendet wird. Analog zu



36 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMden kartesischen Koordinaten wird eine Toleranz wird 10�13 angesetzt. DasResiduum R(q(1)2 ) = 0 lautet somit:R(q(1)2 ) = q(1)2 � q(1)1 � hn� p(1)1 � q(1)1 + q(1)24 0@hn� p(2)1q(1)1 q(1)2 1A2 ++ h2n2 � Z 10 dV (r(qh(�))dr d� (2.102)Da das Residuum R(q(1)2 ) eine skalare Funktion ist, ergibt sich die TangenteKT ebenfalls zu einer skalaren Funktion:KT = @R@q(1)2= 1 + 14 0@hn� p(2)1q(1)1 q(1)2 1A20@2 q(1)1q(1)2 + 11A++ h2n2 � Z 10 @@q(1)2 dV (r(qh(�))dr d� (2.103)Die Anwendung der Kettenregel der Di�erentiation auf die partielle Ablei-tung im Integral in Gl. (2.103) f�uhrt auf:KT = 1 + 14 0@hn� p(2)1q(1)1 q(1)2 1A20@2 q(1)1q(1)2 + 11A++ h2n2 � Z 10 d2V (r(qh(�))dr2 � d� (2.104)mit @q(1)h@q(1)2 = � (2.105)wobei qh := [q(1)h ; q(2)h ]T ist.Damit die Implementierung der numerischen L�osung unabh�angig vom ver-wendeten Zentralkraftpotential ist, wird die Integration der zweiten Ab-leitung des Potentials V numerisch durchgef�uhrt. Eine Quadratur nachGau� mit gen�ugend hoher Anzahl von Gau�-Punkten, soll die Integra-tion ann�ahern [4, 13]:Z 10 d2V (r(qh(�))dr2 � d� � ngpXi=1 d2V (r(qh(�i))dr2 �i wi (2.106)



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 37wobei wi das Gewicht zum i-ten Gau�-Punkt ist und ngp die Anzahl derGau�-Punkte.Analog wird mit der ersten Ableitung des Potentials V im Residuum (2.102)verfahren.Die numerische L�osung in Polarkoordinaten hat somit gegen�uber der Verwen-dung kartesischer Koordinaten den Vorteil, da� die Iteration ausschlie�lich ineiner Variablen durchgef�uhrt wird. Vorteilhaft bei der numerischen L�osungin kartesischen Koordinaten ist die Tatsache, da� eine Nichtlinearit�at nur dasPotential V verursachen kann.2.8 Das KEPLER-ProblemDas in der Himmelsmechanik wichtigste Zentralkraftpotential ist das Kep-ler-Potential [8]: V (r) = �kr (2.107)mit k > 0.Auf diesem Potential beruht das Gravitationsgesetz von Newton [8]. DasKepler-Potential aus Gl. (2.107) entspricht dem Fall n = �2 der analytischintegrierbaren Potentialen aus Kapitel 2.4.2.8.1 Analytische L�osungDie Bahn r = r(�) folgt direkt aus Gl. (2.33) unter Ber�ucksichtigung desKepler-Potentials aus Gl. (2.107). Jedoch wird an dieser Stelle das Integralals ein unbestimmtes Integral geschrieben, damit die beiden Integrationskon-stanten additiv sind und zu einer Integrationskonstanten �0 zusammengefa�twerden k�onnen [7, 8]:�(u) = �0 � Z duq2 � El2 + 2 � kl2 u� u2 (2.108)mit u � r�1.Dabei ist die Konstante �0 nicht notwendigerweise identisch mit der Kon-stanten �0 bei t = 0. Die Integrationskonstante �0 wird aus einer Anfangs-bedingung der Funktion r(�) bestimmt.



38 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMIn einer Integraltabelle �ndet man die folgende Au
�osung eines Integrals vomKreistyp:Z dup
 u2 + � u+ � = 1p�
 arccos � 2 
 u+ �p�2 � 4 
 �! (2.109)f�ur 
 < 0 und �2 � 4 � 
 > 0.Mit 
 = �1; � = 2 � kl2 ; � = 2 � El2 (2.110)sind diese Bedingungen erf�ullt. Somit ergibt sich die Funktion �(u) zu:�(u) = �0 � arccos l2 u� k � 1q1 + 2 E l2� k2 (2.111)Nach einer Resubstitution der Variable u durch r�1 hat die Umkehrfunktionr(�) die folgende Form: r(�) = p1 + " cos(�� �0) (2.112)mit p := l2� k (2.113)" := r1 + 2 E pk (2.114)Die Gl. (2.112) stellt einen Kegelschnitt dar, der mit einem Brennpunkt imKoordinatenursprung liegt. Die Konstante p wird der Halbparameter und "die Exzentrizit�at der Bahn genannt. Der Winkel �0 kennzeichnet den Um-kehrpunkt der Bahn, der dem Koordinatenursprung bzw. im Zweik�orpersy-stem dem gemeinsamen Schwerpunkt am n�achsten kommt. Diesen Punkt derBahn nennt man das Perihel. Der Bahnpunkt, der bei einer begrenzten Bahnam weitesten vom Koordinatenursprung bzw. vom Schwerpunkt entfernt ist,wird als Aphel bezeichnet [7, 8].Die Bahnen der Gl. (2.112) sind mathematisch nach der Exzentrizit�at " zuunterscheiden. Da die Gesamtenergie E die einzige physikalische Gr�o�e ist dienur von der Exzentrizit�at abh�angt, sind die Bahnen physikalisch auch nachder Gesamtenergie E unterscheidbar (siehe Tab. 2.1). Die Gesamtenergie E



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 39darf wegen k > 0 einen minimalen Wert nicht unterschreiten. Sonst w�urdeder Radikant von " nicht gr�o�er-gleich null bleiben und somit die Exzentri-zit�at imagin�ar werden. Nach der Exzentrizit�at " bzw. der Gesamtenergie desMassenpunktes sind nun vier Bahnformen zu unterscheiden [7, 8]:" > 1 E > 0 Hyperbel" = 1 E = 0 Parabel0 < " < 1 E0 < E < 0 Ellipse" = 0 E = E0 KreisTabelle 2.1: Bahnen des Kepler-PotentialsIst die Gesamtenergie E des Massenpunktes genau E = E0, so bewegt sichder Massenpunkt auf einer Kreisbahn mit dem Radius r0 um den Koordi-natenursprung. Der Wert E = E0 ist der angesprochene minimale Wert derGesamtenergie. E0 = � k2 p und r0 = p (2.115)Liegt die Gesamtenergie E des Massenpunktes im Bereich E0 < E < 0,dann ist die Bahn eine Ellipse. Die Abst�ande rper und raph des Perihels bzw.Aphels vom Koordinatenursprung betragen:rper = p1 + " und raph = p1� " (2.116)Dies folgt aus Gl. (2.112) f�ur � = �0 bzw. � = �0 + �. Die gro�e Halbachsea der Ellipsenbahn ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel der Abst�andeaus den Gln. (2.116) zu:a � rper + raph2 = p1� "2 = � k2 E (2.117)Bei E = 0 ist der Kegelschnitt eine Parabel mit einem Perihelabstand vonrper = p2 (2.118)Besitzt der Massenpunkt eine Gesamtenergie E > 0, so ist dessen Bahn eineHyperbel.



40 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMBemerkung 2.6 Negative " rufen die gleichen Bahnformen in der gleichenReihenfolge von " = 0 bis " < �1 hervor, nur da� die Bahnen um 180� inmathematisch-positivem Drehsinn gedreht sind, weil allgemein gilt [16]:� cos(�) = cos(180� + �) (2.119)2.8.2 Numerische BeispielrechnungenDie numerische L�osung wird an Hand vier verschiedener Anfangsbedingun-gen zum Zeitpunkt t = 0 durchgef�uhrt. Jede Anfangsbedingungen f�uhrtjeweils auf ein Beispiel der vier charakteristischen Bahnformen des Kep-ler-Potentials. Die Vorgabe der Bahngeometrie liefert die Anfangswerte f�urPosition und zugeh�origen generalisierten Impuls. Hier ist die numerischeL�osung mittels kartesischen Koordinaten verwendet worden.Kreis Bei der Kreisbahn erfolgt die Spezi�kation der Bahngeometrie ledig-lich durch Vorgabe des Radiuses r0. Nach den Gleichungen (2.115) ergibtsich direkt der Halbparameter p und somit aus dessen De�nition der Betragdes Drehimpulses l: l = �q� k r0 (2.120)Das Vorzeichen gibt die Drehrichtung des Massenpunktes auf der Kreisbahnbzgl. des mathematischen Drehsinnes an. Weiterhin folgt aus Gl. (2.115) dieGesamtenergie des Massenpunktes:E0 = � k2 r0 (2.121)Mit der Gesamtenergie E und dem Drehimpulsbetrag l ist die Bewegungeindeutig vorgegeben. Man betrachte den Punkt P0 auf der y-Achse mitq0 � [x0; y0]T = [0; r0]T (2.122)Allgemein ergibt sich die Geschwindigkeit des Massenpunktes aus der zeit-lichen Ableitung des Ortsvektors. Da die Bewegungsgleichungen in Kapitel2.3 in Polarkoordinaten formuliert sind, wird an dieser Stelle der Ortsvektorauch in Polarkoordinaten gebildet. Nach Gl. (2.79) gilt dann:_r = r _� (� sin� ex + cos� ey) (2.123)



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 41Wird in Gl. (2.123) _� durch das erste Integral (2.23) ersetzt, so ergibt sichder Geschwindigkeitsvektor _r zu:_r = l� r (� sin� ex + cos� ey) (2.124)F�ur die numerische L�osung in kartesischen Koordinaten ist somit der Vektor_q der generalisierten Geschwindigkeiten:_q = l� r " � sin�cos� # (2.125)Der generalisierte Impuls p ist dann nach Gl. (2.52):_p = lr " � sin�cos � # (2.126)Der betrachtete Punkt P0 auf der y-Achse besitzt die Polarkoordinaten (r; �) =(r0;+90�). Somit gelten folgende Anfangsbedingungen:q0 = [0; r0]T (2.127)p0 = [� lr0 ; 0]T (2.128)Der generalisierte Impuls p0 zum Zeitpunkt t = 0 mu� also negativ sein,um eine Bewegung in mathematisch positiven Drehsinn zu verursachen undumgekehrt.In Abb. 2.8 ist im oberen Rechnerschrieb die Kreisbahn der reduzierten Mas-se � zu erkennen und im unteren Rechnerschrieb die Gesamtenergie E = E(t)und das e�ektive Potential V 0 = V 0(r). Dabei haben die Zeit t f�ur die Ge-samtenergie E und der Radius r f�ur das e�ektive Potential V 0 identischeSkalenteilungen.Die numerischen Berechnungen wurden mit f�unf Gau�-Punkten (int=5)und einer Zeitschrittweite hn � dt = 0:1 durchgef�uhrt. F�unf Gau�-Punkteentspricht der h�ochsten Gau�-Punktezahl die implementiert wurde. DerFehler ist hier schon vernachl�assigbar klein [1]. Die gepunkteten Kurvenstellen die numerischen Berechnungen aus dem Zeitschrittverfahren dar. Diedurchgezogenen Kurven entsprechen der analytischen L�osung des Kepler-Problems. Bei der hier gew�ahlten Schrittweite dt sind die Punkte der nume-rischen L�osung so dicht, da� die analytische L�osung nicht mehr zu erkennen
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Abbildung 2.8: Kreisbahn des Kepler-Potentials bei � = 2, k = 1ist. Die Kurve des e�ektiven Potentials V 0(r) wird ebenfalls numerisch be-rechnet und durch eine gestrichelte Kurve angezeigt.Der vorgegebene Radius ist r0 = 2. Dies entspricht einer Gesamtenergie derMasse � = 2 von E = �0:25 bei k = 1. Die Energieerhaltung des Systemswird durch die konstante Energie veri�ziert. Der Betrag des Drehimpulsesist positiv gew�ahlt worden, so da� die reduzierte Masse � die Bahn gegenden Uhrzeigersinn durchl�auft. Da bei einer Kreisbahn das Minimum des ef-fektiven Potentials vorliegt, ber�uhrt in der Abb. 2.8 die Gesamtenergie E beir0 = 2 das e�ektive Potential im tiefsten Punkt.Ellipse Die elliptische Bahn mu� durch zwei Parameter festgelegt werden.



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 43Dazu eignen sich die Radien rper und raph des Perihels und des Aphels. DieBestimmung des Betrages l des Drehimpulses und der Gesamtenergie E ausdiesen beiden Radien kann auf zwei Wegen erfolgen: 1. Mit den mathemati-schen Beziehungen (2.116) und den De�nitionen des Halbparameters p undder Exzentrizit�at " und 2. aus physikalischen Betrachtungen, �uber die Me-thode des e�ektiven Potentials V 0. Um eine weitere Anwendung der Methodedes e�ektiven Potentials zu demonstrieren wird der zweite Weg gegangen.Aus Abb. 2.5 erkennt man, da� bei einer Ellipse die Kurve des e�ektivenPotentials V 0 zwei Schnittpunkte mit der Gesamtenergie E = E2 aufweist.Die Schnittpunkte sind bei den Radien r = r1 � rper und r = r2 � raph.Folglich liegt bei rper und bei raph das gleiche e�ektive Potential vor:V 0(rper) � � krper + 12 l2� r2per = � kraph + 12 l2� r2aph � V 0(raph)l = �s2 k � rper raphrper + raph (2.129)Weiterhin folgt, da� die Gesamtenergie E der elliptischen Bahn gleich deme�ektiven Potential V 0(rper; raph) ist. Mit Gl. (2.129) folgt:E = V 0(rper; raph) � � krper + k raphrper (rper + raph)= � krper + raph (2.130)Legt man den Anfangspunkt P0 auf die x-Achse, so herrschen nach Gl. (2.126)folgende Anfangsbedingungen:q0 = [rper; 0]T und p0 = [0; lrper ]T (2.131)In Abb. 2.9 ist eine elliptische Bahn mit rper = 1 und raph = 3 dargestellt.Die Gesamtenergie der reduzierten Masse ist auf dieser Bahn E = �0:25bei k = 1. Der Betrag l des Drehimpulses wurde wieder positiv angesetzt.Im unteren Rechnerschrieb sind die Schnittpunkte des e�ektiven Potentialsmit der Gesamtenergie bei den Radien r = rper und r = raph zu erkennen.Charakteristisch f�ur das Kepler-Potential ist die Lage des Ursprungs desx-y-Koordinatensystems in einem Brennpunkt der Ellipse [6, 7, 8].
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Abbildung 2.9: Elliptische Bahn des Kepler-Potentials bei � = 2, k = 1Parabel Nach Tab. 2.1 liegt eine parabolische Bahn vor, wenn die Gesam-tenergie E verschwindet. Die Abb. 2.10 zeigt eine solche Parabelbahn, diemit rper = 2 beginnt. Als Anfangsbedingungen werden die Gln. (2.131) ver-wendet. Dazu mu� noch der Drehimpulsbetrag l berechnet werden.Nach der Methode des e�ektiven Potentials gilt f�ur das Perihel dieser Para-bel: E = V 0(rper) � � krper + 12 l2� r2per = 0 (2.132)
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Abbildung 2.10: Parabolische Bahn des Kepler-Potentials bei � = 2, k = 1Aus Gl. (2.132) leitet sich die Gl. (2.118) und der notwendige Betrag desDrehimpulses ab: l = �q2 � k rper (2.133)In Abb. 2.10 wurde der Betrag des Drehimpulses positiv gew�ahlt. Deshalbverl�a�t der Massenpunkt das Perihel im mathematisch-positiven Drehsinn.Bemerkung 2.7 Die analytische Bahnkurve und die numerische Bahnkurveenden in Abb. 2.10 nicht an der gleichen Stelle, da die numerische L�osung inkartesischen Koordinaten den Graph (x(t); y(t)) mit der Zeit t als Kurvenpa-rameter liefert und die analytische Bahnkurve den Graph (x(r(�)); y(r(�)))
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Abbildung 2.11: Hyperbel als Bahn des Kepler-Potentials bei � = 2, k = 1mit dem Winkel � als Kurvenparameter darstellt.Hyperbel Eine hyperbolische Bahn liegt nach Tab. 2.1 nur bei einer Gesam-tenergie E > 0 vor, d.h das e�ektive Potential V 0 mu� bei Vorgabe von rperfolgende Bedingung erf�ullen:E = V 0(rper) � � krper + 12 l2� r2per > 0 (2.134)Mit Gl. (2.134) ist der Betrag des Drehimpulses so zu w�ahlen, da� gilt:jlj > q2 � k rper (2.135)



2.9. DAS HOOKE-POTENTIAL 47In Abb. 2.11 ist der Betrag des Drehimpulses wie folgt:l = q3 � k rper (2.136)Der Betrag l des Drehimpulses ist somit positiv. Folglich wird das Perihelim mathematisch-positiven Drehsinn verlassen. Die Gesamtenergie E desMassenpunktes berechnet sich mit Gl. (2.136) zu:E = V 0(rper) � k2 rper (2.137)Als Anfangsbedingungen dienten in Abb. 2.11 die Gln. (2.131) f�ur die Vor-gabe des Perihels.Bei der hyperbolischen Bahn in Abb. 2.11 ist ein Perihelabstand von rper = 2vorgegeben. Mit einer reduzierten Masse � = 2 und einem Potentialfaktork = 1 ist die Gesamtenergie E = 0:25. Entsprechend Bemerkung 2.7 endendie analytische und die numerische Bahnkurve nicht an der gleichen Stelle.Im unteren Rechnerschrieb ist der Schnittpunkt des e�ektiven Potentials mitder Gesamtenergie bei r = rper zu erkennen.2.9 Das HOOKE-PotentialAls Modell f�ur die Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralkraftfeld,dessen Potential das Hooke-Potential V mitV (r) = �12 k r2 (2.138)ist, kann ein Massenpunkt dienen, der an einer linearen Spiralfeder reibungs-frei im Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems gelagert ist und sich mit ei-ner konstanten Kreisfrequenz ! = _� = const: um die Lagerung dreht (sieheAbb. 2.12). Dabei wirken auf den Massenpunkt keine anderen Kr�afte. DiePotentialkonstante k entspricht dabei der Stei�gkeit der Spiralfeder. In Ka-pitel 2.4 wurde festgestellt, da� das Hooke-Potential in Gl. (2.138) demanalytisch integrierbaren Fall n = 1 entspricht.2.9.1 Analytische L�osungMit Gl. (2.138) ergibt sich die Bahn r = r(�) direkt aus der L�osung desIntegrals in Gl. (2.36). Die Integration wird hier allerdings unbestimmt vor-genommen, damit zwei additive Integrationskonstanten vorliegen die zu einer
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y 

x Abbildung 2.12: Feder-Modell f�ur das Hooke-PotentialIntegrationskonstanten �0 zusammengefa�t werden k�onnen:�(w) = �0 � 12 Z dwq� kl2 + 2 � El2 w � w2 (2.139)mit w � r�2.Der Wert der Konstanten �0 ist nicht notwendigerweise identisch mit demWinkel �0 bei t = 0.Somit wird best�atigt, da� das Hooke-Potential ein Integral vom Kreistypliefert. Allgemein gilt f�ur ein Integral vom Kreistyp die folgende Au
�osungZ dwp
 w2 + � w + � = 1p�
 arccos � 2 
 u+ �p�2 � 4 
 �! (2.140)wenn 
 < 0 und �2 � 4 � 
 > 0 ist.Mit den Koe�zienten 
 = �1; � = 2 � El2 ; � = � kl2 (2.141)sind diese notwendigen Bedingungen erf�ullt. Somit ergibt sich die Funktion�(w) zu: �(w) = �0 � 12 arccos l2 w� E � 1q1 + k l2� E2 (2.142)Die Umkehrung der Funktion w = w(�) ergibt nach der Resubstitution vonw � r�2 die Bahnkurve r = r(�). Diese nimmt folgende Gestalt an:r(�) = s p1 + " cos(2�� �00) (2.143)



2.9. DAS HOOKE-POTENTIAL 49mit p := l2� E (2.144)" := r1 + k pE (2.145)und �00 := 2 �0 als Winkel der das Perihel angibt.Die unterschiedlichen Bahnen in Gl. (2.143) h�angen mathematisch nur vonder Exzentrizit�at " ab. Im Gegensatz zum Kepler-Potential h�angt bei demHooke-Potential sowohl die Exzentrizit�at " als auch der Halbparameter pvon der Gesamtenergie E ab. Aus diesem Grund sind die Bahnen physikalischnach der Potentialkonstanten k zu unterscheiden. Analog zur Bedingung andie Gesamtenergie des Kepler-Potential darf beim Hooke-Potential diePotentialkonstante k den Wert k0 nicht unterschreiten, damit der Radikantder Exzentrizit�at " nicht negativ wird.Bemerkung 2.8 Die notwendige Unterscheidung nach der Potentialkon-stanten k, legalisiert auch das Modell in Abb. 2.12. Denn k entspricht indiesem Modell der Federstei�gkeit.Es sind vier Bahnformen m�oglich (siehe Tab. 2.2):" > 1 k > 0 Hyperbel" = 1 k = 0 Gerade0 < " < 1 k0 < k < 0 Ellipse" = 0 k = k0 KreisTabelle 2.2: Bahnen des Hooke-PotentialsBei einer Potentialkonstanten k = k0 bewegt sich die reduzierte Masse � aufeiner Kreisbahn mit dem Radius r0 um den Ursprung des Koordinatensy-stems. k0 = �Ep und r0 = pp (2.146)Wird die Potentialkonstante k aus dem Bereich k0 < k < 0 gew�ahlt, so hatdie Bahn die Form einer Ellipse, deren Mitte im Koordinatenursprung liegt.



50 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMDer Abstand des Perihels bzw. Aphels folgt aus Gl. (2.143) f�ur 2� = �00 bzw.2 � = �00 + 2� zu: rper = s p1 + " und raph = s p1� " (2.147)Eine verschwindente Potentialkonstante k = 0 verursacht eine Gerade alsBahnkurve des Massenpunktes. Dabei ist der k�urzeste Abstand zwischenKoordinatenursprung und Gerade der Perihelabstand rper mitrper = rp2 (2.148)Eine Potentialkonstante k > 0 hat eine hyperbolische Bahn zur Folge.Bemerkung 2.9 Die Bemerkung 2.6 �uber negative " tri�t auch hier zu. Ne-gative " rufen die gleichen Bahnformen in der gleichen Reihenfolge hervor,nur um 180� in mathematisch-positivem Drehsinn gedreht.2.9.2 Numerische BeispielrechnungenEine numerische L�osung des Zweik�orperproblems mit dem Hooke-Potentialwird an vier Anfangsbedingungen f�ur den Zeitpunkt t = 0 demonstriert.Jede der Anfangsbedingungen f�uhrt auf eine bestimmte Bahnform der vierm�oglichen Bahnen des Hooke-Potentials. Die Anfangsbedingungen folgenaus der Vorgabe geometrischer Kennwerte der jeweiligen Bahn. Die numeri-sche L�osung erfolgt unter Verwendung kartesischer Koordinaten.Kreis Bei einer Kreisbahn l�a�t sich nur der Radius r0 vorgegeben. Damitist nach Gl. (2.146) der Halbparameter p bestimmt. Aus der De�nition desHalbparameters in Gl. (2.144) l�a�t sich der Drehimpulsbetrag l bestimmen:l = �r0 q� E (2.149)Ein positives Vorzeichen bedeutet einen Bahnumlauf in mathematisch posi-tivem Drehsinn bzw. ein negatives einen umgekehrten Umlauf des Masse-punktes. Die Potentialkonstante k0 einer Kreisbahn folgt aus Gl. (2.146):k0 = �Er20 (2.150)Mit dem Betrag des Drehimpulses und der notwendigen Potentialkonstantesind die Anfangsbedingungen der Gln. (2.127) und (2.128) f�ur die Kreisbahn
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Abbildung 2.13: Kreisbahn des Hooke-Potentials bei � = 2, E = 1bestimmt.In der Abb. 2.13 ist eine Kreisbahn des Massepunktes im Hooke-Potentialmit einer Potentialkonstanten k0 = �0:25 dargestellt. Der Bahnumlauf istim mathematisch positiven Drehsinn gew�ahlt (l > 0). Im unteren Rechner-schrieb ist der Verlauf des e�ektiven Potentials V 0(r) und die GesamtenergieE des Hooke-Potentials wiedergegeben. Den Verlauf von V 0 von links biszum Minimum bei r � r0 = 2 bestimmt das Potential der auf die Masse �wirkenden Zentrifugalkraft (siehe Gl.(2.40)). Im Verlauf ab r = r0 dominiertdas Hooke-Potential V (r). Die konstante Gesamtenergie E veri�ziert dieEnergieerhaltung E = T + V = const.



52 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMEllipse F�ur die Spezi�kation einer Ellipse sind zwei geometrische Parameternotwendig. Dazu werden analog zum Kepler-Potential der Perihelabstandrper und der Aphelabstand raph benutzt. Der Betrag l des Drehimpulseswird mit Hilfe der Methode des e�ektiven Potentials bestimmt. Da bei rperund raph das gleiche e�ektive Potential herrscht (siehe Abb. 2.14), l�a�t sichdurch eine Gleichsetzung von V 0(rper) und V 0(raph) der Drehimpulsbetragbestimmen:V 0(rper) � �12 k r2per + 12 l2� r2per = �12 k r2aph + 12 l2� r2aph � V 0(raph)l = � rper raph q�� k (2.151)
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Abbildung 2.14: E�ektives Potential V 0(r) des Hooke-PotentialsMittels des e�ektiven Potentials und der Gesamtenergie E mitE = V 0(rper; raph) � �12 k �r2per + r2aph� (2.152)ergibt sich die notwendige Potentialkonstante k zuk = � 2Er2per + r2aph (2.153)Die Anfangsbedingungen f�ur die elliptische Bahn sind die Gln. (2.131) ausKapitel 2.8. Diese sind mit Gl. (2.151) und Gl. (2.153) bis auf die Gesamt-energie E und die reduzierte Masse � eindeutig bestimmt.



2.9. DAS HOOKE-POTENTIAL 53

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3
x

y

numerisch 
analytisch

0 5 10 15 20
0

1

2

3

Zeit / Radius

E
ne

rg
ie

Hooke−Potential in kartesischen Koordinaten, int=5, dt=0.1, t=19.9

Gesamtenergie, num.       
Gesamtenergie, analyt.    
Effektives Potential V´(r)

Abbildung 2.15: Elliptische Bahn des Hooke-Potentials bei � = 2, E = 1Der obere Rechnerschrieb in Abb. 2.15 zeigt eine ellipsoide konzentrischeBahn mit dem Perihelabstand rper = 1 und einem Aphelabstand raph = 3.Der Betrag des Drehimpulses ist positiv, d.h es �ndet ein Bahnumlauf gegenden Uhrzeigersinn statt. Das e�ektive Potential des Hooke-Potentials imunteren Rechnerschrieb besitzt wieder den f�ur das Hooke-Potential typi-schen parabelf�ormigen Verlauf, jedoch sind hier die zwei Schnittpunkte mitder Gesamtenergie E bei rper und raph zusehen.Gerade Der Fall k = 0 ist eigentlich ein zus�atzlich enthaltener Trivialfall.Hier verschwindet das Hooke-Potential V und somit die Zentralkraft f(r).Dies f�uhrt bei einer Vorgabe der Gesamtenergie E, die dann allein aus der
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Abbildung 2.16: Geradlinige Bahn des Hooke-Potentials bei � = 2, E = 1kinetischen Energie T besteht, zum direkten Entfernen vom Zentralkraftzen-trum ins Unendliche. Das e�ektive Potential V 0 schneidet die GesamtenergieE nur in einem Punkt, und zwar im Perihel. Der Perihelabstand rper wirdhier vorgegeben. Er betr�agt nach Gl. (2.148)rper = rp2 (2.154)Aus der De�ntion des Halbparameters p in Gl. (2.144) l�a�t sich dann derDrehimpulsbetrag l f�ur die Anfangsbedingungen errechnen:l = � rper q2 � E (2.155)
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Abbildung 2.17: Hyperbel des Hooke-Potentials bei � = 2, E = 0:1, k = 0:1Mit dem Drehimpulsbetrag l und dem Perihelabstand rper sind die verwen-deten Anfangsbedingungen in den Gln. (2.131) feststehend.Die Abb. 2.16 zeigt oben die Fluchtbahn eines Massenpunktes mit der Gesam-tenergie E = T = 1. Die fehlende Zentralkraft verursacht keine Ablenkungdes Massenpunktes von der vorgegebenen Bewegungsrichtung (l > 0). DerAbstand vom vermeintlichen Zentralkraftzentrum ist rper = 2. Das e�ektivePotential V 0(r) im unteren Rechnerschrieb besteht nur aus dem Potential derZentrifugalkraft des Massenpunktes. Deshalb ist ein hyperbolischer Verlaufvon V 0 zu sehen.Hyperbel F�ur k > 0 �o�net sich die Parabel des Hooke-Potentials nach



56 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMunten (siehe Abb. 2.17). Somit besteht nur ein Schnittpunkt der Gesamt-energie E mit dem e�ektiven Potential V 0 (siehe Gl. (2.156)). Resultat isteine hyperbolische Bahn des Massenpunktes.E = V 0(rper) � �12 k r2per + 12 l2� r2per (2.156)Bemerkung 2.10 Im Feder-Modell in Abb. 2.12 w�urde dies einer vorge-spannten Feder entsprechen, die eine unendliche Dehnung zul�a�t.Der Betrag l des Drehimpulses wird dann aus der Gleichheit der Gesamt-energie E und dem e�ektiven Potential V 0(rper) im Perihel ermittelt. Auseiner �aquivalenten Umstellung der Gl. (2.156) nach l folgt:l = � rper r� �2 E + k r2per� (2.157)Bei nur einer geometrischen Bedingung (rper) ist der Wert der GesamtenergieE frei w�ahlbar. E darf nur den Wert V (rper) nicht unterschreiten, sonst w�areder Drehimpulsbetrag l imagin�ar.In Abb. 2.17 sind die Gln. (2.131) die Anfangsbedingungen f�ur eine Hyperbelmit einer geometrischen Vorgabe des Perihelabstandes rper = 2. Die Asym-ptote der hyperbolischen Bahn des Hooke-Potentials hat trotz positivemDrehimpulsbetrag l > 0 eine positive Steigung. Im Gegensatz zur negativenSteigung der Asymptote des Kepler-Potentials. Dieser Bahnverlauf ent-spricht der Vorstellung einer unendlich-weichen Feder im Federmodell, dennbei einer solchen Feder w�urde eine konstante Rotation mit der Kreisfrequenz! lediglich ein Aufwickeln des Federdrahtes auf die Drehachse bedeuten.2.10 Das lineare PotentialAls Beispiel eines Zentralkraftpotentials, dessen gesamten begrenzten Bah-nen nicht geschlossen sind, wird das lineare Potential V (r) mitV (r) = k r (2.158)verwendet.Ein lineares Potential ist bei der entfernungsunabh�angigen Schwerkraft inErdn�ahe zu �nden [8]. In Kapitel 2.4 entspricht das lineare Potential dem



2.10. DAS LINEARE POTENTIAL 57Fall n = 0, der analytisch auf ein elliptisches Integral f�uhrt.Auf die analytische L�osung wird hier aber nicht eingegangen. Die numerischeL�osung wird an Hand des Zeitschrittverfahrens in kartesischen Koordinatendurchgef�uhrt. Dabei wird die Untersuchung auf unterschiedliche Bahntypenam e�ektiven Potential V 0(r) dieser Zentralkraftbewegung vollzogen. Somitwerden die Bahntypen an Hand der Gesamtenergie E unterschieden.Das e�ektive Potential V 0(r) besitzt mit einem linearen Potential folgendeForm (siehe auch Abb. 2.18):
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Abbildung 2.18: E�ektives Potential V 0(r) des linearen PotentialsV 0(r) = k r + 12 l2� r2 (2.159)Bei E = E0 � V 0min liegt f�ur k > 0 ein Minimum des e�ektiven Potentials vor.Dies f�uhrt analog zu den bisherig bearbeiteten Potentialen zu einerKreisbahn.Der zugeh�orige Radius r0 ergibt sich aus der analytischen Bedingung f�ur einMinimum einer skalarwertigen Skalarfunktion:"dV 0(r)dr #r=r0 = 0 (2.160)Aus dieser Gleichung ist der Radius r0 der Kreisbahn:r0 = 3s l2k � (2.161)



58 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM

−2 0 2
−2

−1

0

1

2
x

y

numerisch

0 2 4 6 8 10 12 14
1

2

3

4

5

6

Zeit / Radius

E
ne

rg
ie

Lineares Potential in kartesischen Koordinaten, int=5, dt=0.1, t=14.9

Gesamtenergie, num.       
Gesamtenergie, analyt.    
Effektives Potential V´(r)

Abbildung 2.19: Kreisbahn des linearen Potentials bei � = 2, k = 1bzw. der Drehimpulsbetrag l berechenbar:l = �qk � r30 (2.162)Die Gesamtenergie E0 der Kreisbahn ergibt sich mit der Gl. (2.159) und derGl. (2.161) zu: E0 � V 0(r0) = 32 k r0 (2.163)Als Anfangsbedingungen wurden die Gln. (2.127) und (2.128) implementiert.In Abb. 2.19 ist im oberen Rechnerschrieb die numerisch berechnete Kreis-
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Abbildung 2.20: Begrenzte Bahn des linearen Potentials bei � = 2, k = 1bahn mit dem Radius r0 = 2 der reduzierten Masse � = 2 dargestellt. Darun-ter ist die Gesamtenergie E = E0 �uber der Zeit t und das e�ektive PotentialV 0(r) �uber dem Radius r aufgetragen. Das Minimum des e�ektiven Poten-tials liegt erwartungsgem�a� bei r = r0. Mit der Potentialkonstanten k = 1betr�agt die Gesamtenergie E0 = 3.F�ur die Gesamtenergie E > E0 und einer positiven Potentialkonstanten k > 0liegen zwei Schnittpunkte der Gesamtenergie mit dem e�ektiven PotentialV 0(r) vor. Die Bahn besitzt somit ein Perihel und ein Aphel, und ist demzu-folge begrenzt. Nach Kapitel 2.5 ist aber bekannt, da� die Bahn o�en seinmu�.
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Abbildung 2.21: Hyperbel des linearen Potentials bei � = 2, E = �0:1 = kDen Betrag l des Drehimpulses l�a�t sich aus der Gleichheit des e�ektivenPotentials V 0(rper) im Perihel und V 0(raph) im Aphel ableiten:l = � rper raphvuut 2 � krper + raph (2.164)Die Gesamtenergie E ist identisch mit der Energie in einem der Schnittpunktedes Graphen des e�ektiven Potentials:E � V 0(rper; raph) = k (rper + raph)� rper raphrper + raph (2.165)



2.10. DAS LINEARE POTENTIAL 61Mit dem Betrag l des Drehimpulses sind die Anfangsbedingungen nach denGln. (2.131) bestimmt.Die Abb. 2.20 zeigt ein Beispiel einer begrenzten Bahn. Es handelt sichum einen Verlauf innerhalb eines Kreisringes deren innerer Kreis den Radiusrper = 1 und deren �au�erer Kreis den Radius raph = 3 besitzt. Da die Bahno�en ist, wird der Kreisring f�ur t ! 1 vollkommen �uberstrichen sein [8].Der untere Rechnerschrieb zeigt die konstante Gesamtenergie E = 3:25 unddas e�ektive Potential V 0(r).Der Fall einer negativen Potentialkonstante k < 0 l�a�t nur einen Schnitt-punkt der Gesamtenergie mit dem e�ektiven Potential V 0(r) zu. Die o�eneBahn ist somit unbegrenzt und besitzt lediglich ein Perihel.E = V 0(rper) � k rper + 12 l2� r2per (2.166)Der Betrag l des Drehimpulses l�a�t sich durch eine �Aquivalenzumformungvon Gl. (2.166) bestimmen:l = � rper q2 � (E � k rper) (2.167)Da nur der Perihelabstand vorgegeben wird, ist die Gesamtenergie E w�ahl-bar. Damit aber der Betrag l des Drehimpulses nicht imagin�ar wird, mu�E � V (rper) sein. Der Drehimpulsbetrag l aus Gl. (2.167) bestimmt nun dieAnfangsbedingungen aus den Gln. (2.131).Nach Abb. 2.21 scheint die unbegrenzte Bahn einen hyperbolischen Verlaufzu haben, da ein schnelles Anschmiegen an eine Asymptote erfolgt. Im un-teren Rechnerschrieb ist erkennbar, da� der Verlauf des e�ektiven Potentialsf�ur alle m�oglichen Gesamtenergien E nur einen Schnittpunkt zul�a�t.Auf den Trivialfall k = 0 wird in diesem Kapitel verzichtet. Der Verlauf istidentisch zu dem beim Hooke-Potential, d.h. eine Gerade.E � V (rper) k < 0 HyperbelE > 0 k = 0 GeradeE > E0 k > 0 begrenzte BahnE = E0 k > 0 KreisTabelle 2.3: Bahnen des linearen Potentials



62 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEM2.11 Das binomiale PotentialUnter dem binomialen Potential soll das folgende Potential vierter Ordnungverstanden werden: V (r) = 12 k �r2 � ��2 (2.168)Es stellt ein Beispiel eines Potentials der in Gl. (2.30) angesetzten Formdar. Das binomiale Potential V (r) steht f�ur eine Zentralkraft f(r), die derFederkraft einer progressiven Feder entspricht, mit der Potentialkonstantenk als Federstei�gkeit. Somit l�a�t sich f�ur die Bewegung eines Massenpunktesin diesem Zentralkraftfeld ein Federmodell entwerfen, das dem des Hooke-Potentials �ahnelt.
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Abbildung 2.22: Feder-Modell f�ur das binomiale PotentialDie auf Zug und Druck progressiv reagierende Spiralfeder [17] ist reibungsfreiim Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems gelagert und dreht sich mit einerkonstanten Kreisfrequenz ! = _� = const. Dabei wirken keine �au�eren Kr�afteauf den Massenpunkt ein.2.11.1 Numerische BeispielrechnungDie numerische Berechnung der Bahnen des binomialen Potentials erfolgt mitdem Zeitschrittverfahren auf Basis kartesischer Koordinaten.Aus der graphischen Darstellung des e�ektiven Potentials V 0(r) mitV 0(r) = 12 k �r2 � ��2 + 12 l2� r2 (2.169)in Abb. 2.23 ist erkennbar, da� der Verlauf des binomialen Potentials die glei-chen charakteristischen Merkmale aufweist wie das lineare Potential. Folglich
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Abbildung 2.23: E�ektives Potential V 0(r) des binomialen Potentialsk�onnen keine anderen Bahntypen als beim linearen Potential erwartet wer-den. Aus diesem Grund wird nur der Fall der begrenzten Bahn untersucht.E � V (rper) k < 0 HyperbelE > 0 k = 0 GeradeE > E0 k > 0 begrenzte BahnE = E0 k > 0 KreisTabelle 2.4: Bahnen des binomialen PotentialsBei E > E0 � V 0min und k > 0 treten zwei Schnittpunkte der GesamtenergieE mit dem e�ektiven Potential V 0 auf. Somit ist das e�ektive Potential andiesen beiden Schnittpunkten gleich. Die Radien dieser Schnittpunkte sindder Perihelabstand bzw. Aphelabstand der o�enen Bahn.V 0(rper) � 12 k �r2per � ��2 + 12 l2� r2per == 12 k �r2aph � ��2 + 12 l2� r2aph = V 0(raph) (2.170)Aus Gl. (2.170) folgt durch �Aquivalenzumformungen der Betrag l des Dre-himpulses: l = � rper raph r� k �r2per + r2aph � 2 �� (2.171)
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Abbildung 2.24: Begrenzte Bahn des binom. Potentials (� = 2, k = 1 = �)Damit der Drehimpulsbetrag l reell bleibt mu� der Parameter � folgendeBedingung erf�ullen: � � r2per + r2aph2 (2.172)Die Gesamtenergie E die der Massenpunkt auf dieser begrenzten Bahn be-sitzt ist gleich dem e�ektiven Potential an einem der Schnittpunkte:E = V 0(rper) � k2 �r4per + r4aph � 2 � �r2per + r2aph�+ r2per r2aph + �2� (2.173)



2.11. DAS BINOMIALE POTENTIAL 65Der Drehimpulsbetrag l aus Gl. (2.171) legt nun eindeutig die Anfangsbe-dingungen aus den Gln. (2.131) fest.Die Abb. 2.24 zeigt eine begrenzte Bahn des binomialen Potentials. Analogzum linearen Potential handelt es sich um einen Bahnverlauf innerhalb einesKreisringes mit den Radien rper und raph. Im Vergleich zur begrenzten Bahndes linearen Potentials ist hier die L�ange der Bahn zwischen zwei aufeinan-derfolgenden Ber�uhrpunkten des �au�eren Kreisrings k�urzer. Dies resultiertaus der gr�o�eren Gesamtenergie bei gleicher Geometrie (vgl. Abb. 2.20).2.11.2 Der DUFFING-Schwinger als SonderfallDie Zentralkraftbewegung mit dem binomialen Potential umfa�t auch die ein-dimensionalen Schwingungen des Duffing-Schwingers [3]. Die Bewegungs-gleichung des Duffing-Schwingers beschreibt zum Beispiel Schwingungeneines Feder-Masse-Systems mit progressiver Feder [3] und reibungsfreier La-gerungen (siehe Abb. 2.25) oder entsteht aus der linearisierten Bewegungs-gleichung eines mathematischen Pendels unter Hinzunahme des Gliedes zwei-ter Ordnung der Taylor-Entwicklung (siehe Gl. (2.174)) [18].m l �x+m g sin x � m l �x+m g  x� x33! ! = 0 (2.174)
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Abbildung 2.25: Der Duffing-SchwingerDas Potential des Duffing-Schwingers hat folgende Form [3]:V (x) = �2 x2 + �4 x4 + 
 (2.175)Das binomiale Potential ist nach Gl. (2.168) wie folgt:V (r) = 12 k �r2 � ��2= k2 �2 � � k r2 + k2 r4 (2.176)



66 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMAus einem Koe�zientenverglech der beiden Potentiale folgt:� = �2 k �; � = 2 k; 
 = 12 k �2 (2.177)Somit sind die Potentiale direkt vergleichbar. Damit auch eine Bewegungin einem Zentralkraftfeld mit dem binomialen Potential V , mit der ein-dimensionalen Bewegung eines Duffing-Schwingers vergleichbar ist, mu�der Betrag l des Drehimpulses identisch null sein. Dies l�a�t sich mittelseinem Koe�zientenvergleich der jeweiligen Gesamtenergien zeigen. Die Ge-samtenergie E eines Duffing-Schwingers mit der Masse � ist:E � T + V = 12 � _x2 + V (x) (2.178)Die Gesamtenergie E des Massenpunktes aus dem Eink�orperproblem hat inPolarkoordinaten die folgende Gestalt:E � T + V = 12 � � _r2 + r2 _�2�+ V (r) (2.179)mit � als reduzierte Masse.Der Koe�zientenvergleich ergibt, da� _� = 0 sein mu�, d.h. � =const. Nachdem ersten Integral in Gl. (2.23) ist dieses Resultat zum geforderten Ver-schwinden des Drehimpulsbetrages �aquivalent. Folglich ist der Radius r desEink�orperproblems identisch mit der Variablen x des Duffing-Schwingers.2.11.3 Phasenkurven des DUFFING-SchwingersBei einer ein-dimensionalen Bewegung kann die Bahnkurve nicht von gro�emInteresse sein, da sie immer die Form einer Linie annimmt. Dabei ist die Linievon endlicher L�ange, weil die Bewegung eine Schwingung ist. Interessantersind die Phasenebenen, aus denen man die Geschwindigkeit und den Wert derzugeh�origen Koordinate zu jedem Zeitpunkt t entnehmen kann [3]. Die Pha-senebenen enthalten somit eine eindeutige Beschreibung der Bewegung undk�onnen demzufolge zur Unterscheidung von charakteristischen Bewegungs-abl�aufen dienen. Da der Winkel � nach Kapitel 2.11.2 konstant ist, enth�altdie Phasenebene bzgl. � stets nur den Anfangspunkt. Aus diesem Grundgen�ugt es im folgenden nur noch die Koordinate r zu betrachten.



2.11. DAS BINOMIALE POTENTIAL 67Die Funktion _r = _r(r) der Phasenkurve bzgl. r ist implizit in der Gesamt-energie E enthalten:� _r2 = 2 (E � V (r))= 2 E � k2 �2 + � k r2 � k2 r4!� _r2 = 2 E � k �2 + 2 k � r2 � k r4 (2.180)Im Hinblick auf die Implementierung werden charakteristische Punkte derPhasenkurven bestimmt, die als geometrische Vorgabe dienen. Dazu sollenhier die Nullstellen verwendet werden.� _r2 = �k ��2 Ek + �2 � 2 � r2 + r4�= �k ��2 � �21 � 2 � r2 + r4�= �k �(�� �1) (�+ �1)� 2 � r2 + r4� (2.181)mit �21 := 2Ek (2.182)Nach dem Satz von Vieta �uber die Zerlegung von Polynomen gilt:x2 + � x + � = (x� x01) (x� x02)() ( x01 + x02 = ��x01 x02 = � (2.183)Aus einem Vergleich der Gln. (2.183) mit Gl. (2.181) sind die Linearfaktorender rechten Seite von Gl. (2.181) erkennbar:� _r2 = �k �r2 � (�� �1)� �r2 � (�+ �1)� (2.184)F�ur die Gl. (2.184) ist eine Fallunterscheidung notwendig, weil die Anzahl derNullstellen vom gew�ahlten � abh�angt. Nach Tab. 2.5 liegen drei unterschied-liche Typen von Phasenkurven vor. Mit der Kenntnis der Nullstellenlage istsomit m�oglich, in der numerischen L�osung die Kurvenform durch die entspre-chende Wahl von �1 vorzugeben.In Tab. 2.5 sind auch negative Radien m�oglich. Dazu sp�ater mehr in Kapi-tel 2.11.5.



68 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMBereich Anzahl der Nullstellen Nullstellen� < j�1j 2 r01;2 = �q�+ j�1j� = j�1j 3 r01 = 0r02;3 = �q2 j�1j� > j�1j 4 r01;2 = �q�+ j�1jr03;4 = �q�� j�1jTabelle 2.5: Phasenkurven des Duffing-Schwingers2.11.4 Numerische Berechnung der PhasenkurvenDie numerische L�osung �ubernimmt das Zeitschrittverfahren in Polarkoordi-naten, da hier polare Koordinaten geeignter sind als kartesische Koordinaten.Erstens hat die numerische L�osung in Polarkoordinaten generell gegen�uberder L�osung in kartesischen Koordinaten den Vorteil, da� dort das Residuumnur ein-dimensional ist. Nach den Bewegungsgleichungen des Eink�orperpro-blems im Fall des Duffing-Schwingers ist der Radius r � q(1)2 auch die einzi-ge generalisierte Koordinate die sich �andert, der Winkel � h�alt den Wert ausder Anfangsbedingung bei ( _� = 0). Zweitens ist durch das Verschwinden desDrehimpulsbetrags l das Residuum R(q(1)2 ) analog zu den kartesischen Koor-dinaten nur aufgrund des Potentials V nichtlinear in q(1)2 (siehe Kapitel 2.7).Ferner ist die Tangente lediglich quadratisch in q(1)2 . Das Zeitschrittverfahrennimmt nach Kapitel 2.7 folgende Form an:q(1)2 � q(1)1 � hn2 � �p(1)1 + p(1)2 � = 0 (2.185)q(2)2 � q(2)1 = 0 (2.186)p(1)2 � p(1)1 + hn Z 10 dV (r(qh(�))dr d� = 0 (2.187)p(2)2 � p(2)1 = 0 (2.188)Daraus ergeben sich das Residuum R(q(1)2 ) und die Tangente KT zu:R(q(1)2 ) = q(1)2 � q(1)1 � hn� p(1)1 + h2n2 � Z 10 dV (r(qh(�))dr d� (2.189)



2.11. DAS BINOMIALE POTENTIAL 69KT = 1 + h2n2 � Z 10 d2V (r(qh(�))dr2 � d� (2.190)Als Anfangsbedingung sind der generalisierte Impuls p und die generalisierteKoordinate q eines Bahnpunktes zum Zeitpunkt t = 0 zu �ubergeben. NachGl. (2.84) sind die Komponenten des generalisierten Impulses:pr = � _r (2.191)p� = � r2 _� � l (2.192)Die Bedingung die das ebene Eink�orperproblem auf einen ein-dimensionalenDuffing-Schwinger reduzierte war _� = 0. Demzufolge verschwindet p� inder Anfangsbedingung. Entsprechend Gl. (2.25) und Gl. (2.191) gilt f�ur dieKomponente pr unter Ber�ucksichtigung von l = 0:pr = �q2 � (E � V 0(r))= �q2 � (E � V (r)) (2.193)Das Ziel ist die Vorgabe der Nullstellen der Phasenkurven, welche den Um-kehrpunkten der Bahnkurve entsprechen. Somit wird als vorgegebener Bahn-punkt (r0; �0) ein Umkehrpunkt gew�ahlt. Demgem�a� sind die Anfangsbedin-gungen f�ur das Zeitschrittverfahren wie folgt:q0 = [r0; �0]T und p0 = ��q2 � (E � V (r0)); 0�T (2.194)Fall 1 F�ur � < j�1j liegen zwei Nullstellen vor, die sich nur durch ihrVorzeichen unterscheiden: r01;2 = �q�+ j�1j (2.195)Damit l�a�t sich beispielsweise folgende Anfangsbedingung festlegen:r0 = q�+ j�1j (2.196)Die Vorgabe des Winkels hat auf die Phasenkurven bzgl. r keinen Ein
u�.Demnach kann �0 einen beliebigen Wert annehmen. Wird die Nullstelle r0vorgegeben, so berechnet sich aus Gl. (2.196) der zugeh�orige Potentialpara-meter �: � = r20 � j�1j (2.197)
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Abbildung 2.26: Fall 1 des Duffing-Schwingers (� = 2, k = 1, � = 7)Die Konstante j�1j ist f�ur diesen Fall gr�o�er als � zu w�ahlen, das bedeutetmit Gl. (2.197) mu� gelten: j�1j > r202 (2.198)Die Konstante j�1j enth�alt nach der De�nition in Gl. (2.182) die Potenti-alkonstante k und die Gesamtenergie E. Gibt man k fest vor, so fehlt nureine Gesamtenergie E die mit dem gew�ahlten k die Gl. (2.198) erf�ullt. DieGesamtenergie E l�a�t sich �uber eine bekannte Geschwindigkeit diktieren.Es liegen nur zwei Nullstellen vor. Zumal die Nullstellen mit den Um-



2.11. DAS BINOMIALE POTENTIAL 71kehrpunkten der Bahnkurve identisch sind, werden beide Nullstellen immerin der Bewegung zu �nden sein. Da die beiden Nullstellen unterschiedli-ches Vorzeichen aufweisen, mu� der Massenpunkt den Ursprung des x-y-Koordinatensystems passieren. Demzufolge ist die Geschwindigkeit _rr=0 desMassenpunktes bei r = 0 vorgebbar. Die Geschwindigkeit bei r = 0 hatden Vorteil, da� sie sich in der Phasenebene leicht nachpr�ufen l�a�t. Gem�a�Gl. (2.179) gilt f�ur die Gesamtenergie E bei r = 0:E = 12 � _r2r=0 + V (r = 0)= 12 � _r2r=0 + 12 k �2 (2.199)mit _� = 0.Einsetzen von Gl. (2.197) und der De�nition von �21 in Gl. (2.182) f�uhrt auf:12 � _r2r=0 + 12 k �r20 � j�1j�2 = k2 �2112 � _r2r=0 + 12 k r40 � k j�1j r20 + k2 �21 = k2 �21 (2.200)Nach weiteren �Aquivalenzumformungen in Gl. (2.200) ergibt sich die Kon-stante j�1j zu: j�1j = �2 k � _rr=0r0 �2 + r202 (2.201)Aus einem Vergleich von Gl. (2.198) mit Gl. (2.201) folgt, da� f�ur alle _rr=0 6= 0die Konstante j�1j > � ist. Die notwendige Bedingung f�ur zwei Nullstellenist somit f�ur _rr=0 6= 0 erf�ullt.In Abb. 2.26 ist ein Beispiel der Phasenkurven mit zwei Nullstellen zu er-kennen. Als geometrische Vorgabe dient die Nullstelle r0 = 4 und die Ge-schwindigkeit _rr=0 = 4 bzw. der Winkel �0 = �=4. Hierbei einer Potential-konstanten k = 1 betr�agt die Gesamtenergie E = 40:5. Eine Erh�ohung derPotentialkonstanten bei Beibehaltung der Geometrie (gleiches �) verursachtnach Gl. (2.199) eine Erh�ohung der Gesamtenergie E. In der Phasenebenew�urde eine gr�o�ere maximale Geschwindigkeit angezeigt.Bemerkung 2.11 Im Feder-Modell aus Abb. 2.25 w�urde dieser Fall bedeu-ten, da� die Feder durch den Ursprung des x-y-Koordinatensystems schl�agtund dabei die Seiten wechselt, was aber in der Praxis aufgrund der Lagerungnicht beobachtet werden kann.
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Abbildung 2.27: Fall 2 des Duffing-Schwingers (� = 2, k = 1, � = 8)Fall 2 Bei � = j�1j besitzt die Phasenkurve drei Nullstellen. Aufgrund derein-dimensionalen Bewegung k�onnen aber nur zwei Umkehrpunkte vorhandensein. Das bedeutet, da� die Phasenkurve mit einer Anfangsbedingung nurzur H�alfte berechnet werden kann. Nach Tab. 2.5 sind die Nullstellen wiefolgt: r01 = 0 (2.202)r02;3 = �q2 j�1j (2.203)



2.11. DAS BINOMIALE POTENTIAL 73Mit fester Potentialkonstante k, l�a�t sich in der Anfangsbedingung nur mitden �au�ersten Nullstellen r02;3 die Gesamtenergie E eindeutig diktieren. F�urdie Berechnung der Phasenkurve im Bereich positiver Radien seir0 = q2 j�1j (2.204)Aus Gl. (2.204) berechnet sich die Konstante j�1j zu:j�1j = r202 (2.205)Die Gesamtenergie E ist mit fester Potentialkonstante k �uber die De�nitionin Gl. (2.182) eindeutig bestimmt:E = k2 �21 � k2 j�1j2 (2.206)Eine numerische Beispielrechnung des zweiten Falles ist in Abb. 2.27 zu sehen.Da die Nullstellen der Phasenkurve _r = _r(r) den Umkehrpunkten der Bahn-kurve entsprechen, sind mit einer Anfangsbedingung nur zwei Nullstellenberechnet worden. Hier ist der Anfangsradius r0 = 4 und der Anfangswinkel�0 = �=4. Mit einer Potentialkonstanten k = 1 liegt eine Gesamtenergie vonE = 32 vor.Im Vergleich zum ersten Fall ist die maximale Auslenkung r = r0 zwar gleichgew�ahlt, die Gesamtenergie E ist jedoch kleiner. Dies ist durch die kleinereKonstante j�1j bedingt.Aufgefallen ist bei der numerischen Berechnung die relativ lange Verweildau-er in der Umgebung von r = 0. Deshalb mu�te die Berechnung l�anger als imersten Fall gef�uhrt werden. Diese lange Verweildauer hat ihre Berechtigung,denn theoretisch gelangt der Massenpunkt erst in unendlich langer Zeit indas Zentralkraftzentrum [9].Bemerkung 2.12 Die Phasenkurve im zweiten Fall nennt man die Sepa-ratrix aller Phasenkurven, da sie der Grenzfall zwischen den beiden �ubrigenPhasenkurventypen ist [3, 9].Fall 3 Die letzte M�oglichkeit ist die Wahl � > j�1j. Hier treten vierNullstellen bei der Phasenkurve auf. Diese sind nach der Tab. 2.5 wie folgt:r01;2 = �q�+ j�1j (2.207)r03;4 = �q�� j�1j (2.208)



74 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMAuch hier wird numerisch entweder die Phasenkurve im positiven oder imnegativen Bereich berechnet. Soll hier die Berechnung der Phasenkurve f�urpositive Radien durchgef�uhrt werden, so ist eine positive Nullstelle vorzuge-ben. F�ur die Vorgabe der maximalen Auslenkung r0 sei:r0 = q�+ j�1j () � = r20 � j�1j (2.209)F�ur den dritten Fall mu� die Konstante j�1j unter Ber�ucksichtigung vonGl. (2.209) folgende Bedingung erf�ullen:j�1j < r202 (2.210)Die Konstante j�1j kann analog zum ersten Fall �uber eine bekannte Ge-schwindigkeit bestimmt werden. Beispielsweise l�a�t sich ein Extremum reder Phasenkurve ermitteln und die zugeh�orige Geschwindigkeit _re vorgeben.Die notwendige Extremalbedingung f�ur eine Phasenkurve _r = _r(r) ist:"d _r(r)dr #r=re = 0 (2.211)Nach der Kettenregel der Di�erentiation l�a�t sich schreiben:d _rd _r2 � d _r2dr = 0 (2.212)Somit gen�ugt folgende Bedingung zur Bestimmung von re:"d _r2dr #r=re = 0 (2.213)Die Extrema f�ur den dritten und den ersten Fall liegen dann mit der Pha-senkurve nach Gl. (2.181) bei: r2e = � (2.214)Einsetzen von Gl. (2.214) in die Phasenkurve (Gl. (2.181)) ergibt:j�1j = r�k _re (2.215)
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Abbildung 2.28: Fall 3 des Duffing-Schwingers (� = 2, k = 2, � = 12)Die Wahl der extremalen Geschwindigkeit _re kann aber nicht willk�urlich er-folgen. Unter Beachtung von Gl. (2.210) mu� _re entsprechend folgender Un-gleichung gew�ahlt werden: _re < sk� r202 (2.216)Die numerische Berechnung der Phasenkurven zum dritten und letzten Fallzeigt Abb. 2.28. Die vorgegebenen Daten sind r0 = 4 und _re = 4. Da durchdie Beibehaltung von r0 = 4 in allen drei Beispielberechnungen die Konstantej�1j immer kleiner wurde und demzufolge der Potentialparameter � immer



76 KAPITEL 2. DAS ZWEIK�ORPERPROBLEMgr�o�er, so ist zwangsl�au�g die Gesamtenergie E hier am niedrigsten (E = 16).Der Anfangswinkel betr�agt auch hier �0 = �=4.2.11.5 Schlu�bemerkung zur numerischen L�osungDie Polarkoordinaten r und � sind formal durch folgende Koordinatentrans-formation de�niert [2]: Tp = ( x = r cos�y = r sin� (2.217)mit �� < � � �; und r � 0 (2.218)In Abb. 2.26 erstreckt sich aber die Phasenkurve _r = _r(r) �uber ein Ge-biet der negativen r-Achse. Die Punkte der Bahnkurve deren Winkel unterBer�ucksichtigung von Gl. (2.218) um 180� kleiner als der Anfangswinkel �0sein m�u�ten, werden somit bei gleichem Winkel mit negativem Radius dar-gestellt. Die entsprechenden Werte f�ur die kartesischen Koordinaten bleibenhierbei die gleichen, es widerspricht aber Gl. (2.218) aus der formalen De�-nition der Polarkoordinaten.Die Ursache daf�ur liegt in den Bewegungsgleichungen des Eink�orperproblemsf�ur den Sonderfall des Duffing-Schwingers. Durch das notwendige Ver-schwinden der generalisierten Geschwindigkeit _�, ist der Winkel als konstantvorrausgesetzt. Folglich mu� der Radius r bei diesen Bahnpunkten einennegativen Wert annehmen.Dies ist ein "Sch�onheitsfehler\ der mit der Wahl polarer Koordinaten f�ureine ein-dimensionale Bewegung und demzufolge nicht mit der numerischenL�osung zusammenh�angt.



Kapitel 3Das DoppelpendelIn diesem Kapitel wird ein ebenes mathematisches Doppelpendel im Schwe-refeld der Erde betrachtet, welches aus zwei masselosen Stangen der L�angen2li und mittig angeordneten Massenpunkten der Massen mi besteht. Fer-ner seien die Gelenke als reibungsfrei anzunehmen, wodurch ein konserva-tives System vorliegt. Das Pendel bewegt sich in einem euklidischen zwei-dimensionalen Raum E2, in dessen Ursprung das inertiale (x,y)-Koordinaten-system liegt.

y 

x 

m1
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Abbildung 3.1: Mathematisches DoppelpendelBemerkung 3.1 Nimmt man die Massenpunkte in den Mitten der Stangenan, so l�a�t sich dieses mathematische Pendel leicht zu einem physikalischen77



78 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELPendel erweitern. Die Erweiterung besteht lediglich in der Hinzunahme derTr�agheiten �i der Stangen.Die kinetische Energie T des Doppelpendels aus Abb. 3.1 ergibt sich aus[6, 7, 8]: T = 12 2Xi=1 mi _r2i (3.1)wobei die ri = ri(q1; q2) 2 E2 die Ortsvektoren der Massenpunkte mi imeuklidischen Vektorraum E2 sind. Unter der Ber�ucksichtigung der generali-sierten Koordinaten qj, ergibt sich f�ur _ri folgender Ausdruck [8]:_ri = 2Xj=1 @ri@qj _qj (3.2)Mit Gl. (3.2) erh�alt man die kinetische Energie T in der FormT = 2Xi;j=1 Tij _qi _qj (3.3)mit Tij(q) := 12 2Xk=1 mk @rk@qi � @rk@qj (3.4)wobei q := [q1; q2]T der Koordinatenvektor ist.Als generalisierte Koordinate wird zweckm�a�igerweise jeweils der Winkel derjeweiligen Stange bzgl. einer Bezugsebene gew�ahlt. Aus der Wahl der ent-sprechenden Bezugsebene leiten sich die zwei �ublichen Koordinatens�atze ab:1. q1 und q2 sind die Absolutwinkel bzgl. der y-Achse,2. qi sind Relativwinkel bzgl. der y-Achse (q1) bzw. der ersten Stange(q2).3.1 Lineares DoppelpendelZuerst werden Bewegungen des Doppelpendels in der unmittelbaren Umge-bung der stabilen Gleichgewichtslage untersucht. Hierbei handelt es sich umlineare Schwingungen, da nahezu lineare R�uckstellkr�afte wirken [8].



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 79Nach Gl. (3.3) ist die kinetische Energie eine homogene quadratische Funk-tion, mit den de�nitionsgem�a� symmetrischen Koe�zienten Tij(q). DieseKoe�zienten Tij entwickelt man an dieser Stelle in eine Taylor-Reihe umdie Gleichgewichtslage q0 [7, 8]:Tij(q) = Tij(q0) + 2Xk=1 "@Tij@qk #0 qk + � � � (3.5)Da nur kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage betrachtet werden,gen�ugt es in erster N�aherung den konstanten Term Tij(q0) zu ber�ucksichtigen:T = 2Xi;j=1 Tij(q0) _qi _qj (3.6)In Matrixschreibweise hat die kinetische Energie die FormT = 12 _qTM _q (3.7)mit mij := 2 Tij(q0) (3.8)wobei M := [mij] die Massenmatrix ist.Bemerkung 3.2 Der Unterschied zwischen einem mathematischen und ei-nem physikalischen Doppelpendel liegt lediglich in der Massenmatrix. WennMp die Massenmatrix des physikalischen Doppelpendels ist und �1, �2 dieMassentr�agheiten des ersten bzw. zweiten Pendels, dann gilt:Mp =M + " �1 00 �2 # (3.9)Das Doppelpendel wurde als konservativ vorausgesetzt. Somit existiert einPotential V (q), bei welchem ebenfalls eine Taylor-Entwicklung um dieGleichgewichtslage q0 vorgenommen wird [7, 8]:V (q) = V (q0) + 2Xi=1 "@V@qi #0 qi + 12 2Xi;j=1 " @2V@qi @qj #0 qi qj + � � � (3.10)Die potentielle Energie V (q0) in der Gleichgewichtslage kann auf null gesetztwerden, da ein Potential durch die unbestimmte Integration der Kraft nur



80 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELbis auf eine Konstante bestimmt ist. Die ersten Ableitungen des Potentialsverschwinden nach den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art f�ur konservativeSysteme: " ddt  @T@ _qi!#0 � "@V@qi #0 = 0 (3.11)Folglich ist das Potential in der Umgebung der Gleichgewichtslage n�aherungs-weise: V = 2Xi;j=1 Vij qi qj (3.12)mit Vij := 12 " @2V@qi @qj #0 (3.13)In Matrixschreibweise hat die potentielle Energie die FormV = 12 qTC q (3.14)mit cij := 2 Vij (3.15)wobei C := [cij] die Stei�gkeitsmatrix ist.3.1.1 Analytische L�osungDie Bewegungsgleichungen werden im Rahmen der Lagrangeschen Mecha-nik aus den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art hergeleitet.Die Lagrange-Funktion L ist dannL = T � V (3.16)= 12 _qTM _q� 12 qTC q (3.17)Die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art haben in Matrixschreibweise diefolgende Form: ddt �@ _qL�� @qL = 0 (3.18)Mit @ _q � _qTM _q � = 2M _q und @q � qTC q � = 2C q (3.19)



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 81haben die Bewegungsgleichungen die folgenden Form:M �q+C q = 0 (3.20)Diese gew�ohnliche Di�erentialgleichung 2. Ordnung wird mit dem folgendenAnsatz gel�ost [19]: q(t) = K ej � t (3.21)Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (3.20) f�uhrt auf das folgende lineare Glei-chungssystem (LGS): ���2 M +C � K = 0 (3.22)Die noch unbekannten Eigenwerte werden aus der charakteristische Gleichungdet(��2 M +C ) = 0 (3.23)bestimmt. Diese skalare Gleichung hat im zwei-dimensionalen Fall vier Wur-zeln �i, also vier Eigenwerte. �1 (3.24)�2 = ��1 (3.25)�3 (3.26)�4 = ��3 (3.27)Sukzessives Einsetzen der Eigenwerte in Gl. (3.22) f�uhrt nach dessen L�osungauf die Eigenvektoren Ki: K1 (3.28)K2 = K1 (3.29)K3 (3.30)K4 = K3 (3.31)Jeder Eigenvektor Ki ist durch die lineare Abh�angigkeit in Gl. (3.22) bis aufeine Konstante ci eindeutig bestimmt.Aus der Linearit�at von Gl. (3.20) folgt als allgemeine L�osung der Bewegungs-gleichungen aus dem Superpositionsprinzip:q(t) = 4Xi=1 Ki ej �i t (3.32)



82 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELMit Hilfe der Euler-Formel l�a�t sich die allgemeine L�osung anschaulicherschreiben: q(t) = 2Xi=1 li (Ai cos!it +Bi sin!it) (3.33)Die Eigenfrequenzen !i entsprechen dabei den Eigenwerten �1 bzw. �3 unddie Eigenformen li den Eigenvektoren K1 und K3.Die Konstanten Ai und Bi werden �uber die Anfangsbedingungen bei t = 0aus dem folgenden LGS bestimmt:" l1 l2 0 00 0 !1 l1 !2 l2 # 26664 A1A2B1B2 37775 = " q(t = 0)_q(t = 0) # (3.34)3.1.2 Numerische L�osungZur numerischen L�osung im Rahmen der Hamiltonschen Mechanik mu�die Hamilton-Funktion H = H(p;q) ermittelt werden. Der generalisierteImpuls p wird aus der Lagrange-Funktion L = L( _q;q) wie folgt berechnet:p = @ _qL (3.35)Mit Hilfe der Rechenregel in Gl. (3.19) ergibt sich aus der Lagrange-Funktion aus Gl. (3.17) der generalisierte Impuls p zu:p =M _q (3.36)Damit l�a�t sich _q durch Multiplikation von Gl. (3.36) mit M�1 bestimmen:_q =M�1 p (3.37)Mit Gl. (3.37) ist nun dieHamilton-Funktion H bekannt. F�ur konservative,autonome Systeme gilt: H � E = T + V (3.38)Wird nun in T mit Gl. (3.37) _q durch den generalisierten Impuls p ersetzt,so gilt: H(p;q) = T (p) + V (q) (3.39)= 12 �M�1 p�T M �M�1 p�+ 12 qTC q



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 83= 12 pT �M�T MM�1� p+ 12 qTC q= 12 pT M�T p + 12 qTC qH(p;q) = 12 pT M�1 p+ 12 qTC q (3.40)mit M�T =M�1 wegen der Symmetrie der Massenmatrix M.Somit lassen sich die partiellen Ableitungen von H unter Beachtung vonGl. (3.19) berechnen: @pH = @p � 12 pT M�1 p �= M�1 p (3.41)@qH = @q � 12 qT C q �= C q (3.42)Das folgende Gleichungssystem stellt das allgemeine Zeitschrittverfahren zurnumerischen L�osung dar:q2 � q1 � hn Z 10 @pH(�) d� = 0 (3.43)p2 � p1 + hn Z 10 @qH(�) d� = 0 (3.44)Zur Integration von Gl. (3.41) und Gl. (3.42) in diesem Gleichungssystem,wird p und q durch die diskreten L�osungsfunktionen ph(�) bzw. qh(�)ersetzt. Das Ergebnis ist das folgende lineare Zeitschrittverfahren:q2 � q1 � hn2 M�1 (p1 + p2) = 0 (3.45)p2 � p1 + hn2 C (q1 + q2) = 0 (3.46)Dieses lineare Gleichungssystem (LGS) ist in dieser Form noch implizit undgekoppelt. Es l�a�t sich aber �uber die Einsetzmethode in zwei explizite LGS inp2 bzw. q2 �uberf�uhren. Diese k�onnten mit dem Gau�-Algorithmus eindeu-tig gel�ost werden, aber im Hinblick auf die L�osung nichtlinearer Gleichungs-systeme beim nichtlinearen Doppelpendel, wurde das allgemeine Newton-Raphson-Verfahren implementiert. Die Anwendung des allgemeinen New-ton-Raphson-Verfahrens auf ein LGS hat aber keine Nachteile. Denn in



84 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELjedem Iterationsschritt des allgemeinenNewton-Raphson-Verfahrens wirddie linearisierte Form des zu l�osenden Gleichungssystems mit dem Gau�-Algorithmus gel�ost. Im Falle der L�osung eines LGS mit dem Newton-Raphson-Verfahrens f�allt also nur ein Iterationsschritt an.Die L�osung des Zeischrittverfahrens mit dem Newton-Raphson-Verfahrenerfordert die Bestimmung des zu l�osenden Residuum R = 0 und dessen Tan-gente KT . Zum Beispiel das Residuum R(p2) folgt durch Einsetzen vonGl. (3.45) in Gl. (3.46):R(p2) � p2 � p1 + hn C q1 +  hn2 !2 �CM�1� (p1 + p2) = 0 (3.47)Die Tangente KT wird dann mittels der Richtungsableitung berechnet [4]:KT �p2 = " dd� R( p2 + ��p2 )#�=0 (3.48)Aus einer Umstellung von Gl. (3.47) l�a�t sich die TangenteKT sofort ablesen:R = 24I+  hn2 !2CM�135p2 + 24 hn2 !2CM�1 � I35p1 + hn C q1 (3.49)Somit ergibt sich die Tangente KT zu:KT = I+  hn2 !2CM�1 (3.50)3.1.3 Beispielrechnung in absoluten KoordinatenIn diesem Kapitel wird ein konkretes Beispiel berechnet. Als generalisierteKoordinaten werden die Absolutwinkel q1 und q2 verwendet. Die Parameterdes Doppelpendels sind:l := l1 = l2 und m := m1 = m2: (3.51)Massenmatrix Der erste Schritt besteht in der Berechnung der Massenma-trixM. Nach Gl. (3.8) ergeben sich die Komponenten mij der Massenmatrixaus den Komponenten Tij der kinetischen Energie T des Doppelpendels. Zur
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Abbildung 3.2: Doppelpendel in absoluten KoordinatenBerechnung von Tij sind nach Gl. (3.4) die Ortsvektoren rk der beiden Mas-senpunkte mk notwendig. Diese sind:r1 = l1 " sin q1cos q1 # und r2 = " 2 l1 sin q1 + l2 sin q22 l1 cos q1 + l2 cos q2 # (3.52)Mit Gl. (3.4) ergeben sich die Koe�zienten Tij unter Beachtung von Gl. (3.51)zu: T11 = m2 5 l2 (3.53)T12 = m2 2 l2 cos(q1 � q2) (3.54)T21 = T12 (3.55)T22 = m2 l2 (3.56)Aus der Berechnung der Komponenten mij mit Gl. (3.8) folgt:M = " 5ml2 2ml22ml2 ml2 # (3.57)Stei�gkeitsmatrix Die Stei�gkeitsmatrix C folgt aus dem Potential V (q),welches bei dem obigen Pendel folgende Form besitzt:V (q) = �g l1 (m1 + 2m2) cos q1 �m2 g l2 cos q2



86 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL= �mg l (3 cos q1 + cos q2) (3.58)Aus diesem Potential lassen sich die Koe�zienten Vij nach Gl. (3.13) be-stimmen. Mit Gl. (3.15) ergeben sich daraus dann die Komponenten cij undsomit die Stei�gkeitsmatrix C = [cij]:C = " 3mg l 00 mg l # (3.59)Mit den MatrizenM und C ist die Aufgabe eindeutig gestellt und kann gel�ostwerden.Analytische L�osungAus der charakteristischen Gleichung (3.23) ergeben sich die folgenden Ei-genwerte: �1 = r�4 +p13� gl (3.60)�2 = ��1 (3.61)�3 = r�4�p13� gl (3.62)�4 = ��3 (3.63)Demnach sind die Eigenfrequenzen !1 > !2 der L�osung gegeben durch:!1 = r�4 +p13� gl (3.64)!2 = r�4�p13� gl (3.65)Bemerkung 3.3 Beide Eigenfrequenzen liegen somit immer im Bereich derreellen Zahlen. Es gilt dann: !1!2 2 R =2 Q (3.66)mit R als Menge der reellen Zahlen und Q als Menge der rationalen Zah-len. Da der Quotient nicht mehr im Bereich der rationalen Zahlen liegt, sinddie Eigenfrequenzen inkommensurabel. Das bedeutet, da� die L�osung aperi-odisch ist, falls durch eine entsprechende Wahl der Anfangsbedingungen inder L�osung eine �Uberlagerung der zwei Eigenfrequenzen !1 und !2 auftritt[19, 3].



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 87Werden die Konstanten ci der Eigenvektoren Ki alle auf eins gesetzt, soergeben sich folgende Eigenvektoren:K1 = " 16 �1�p13�1 # (3.67)K2 = K1 (3.68)K3 = " 16 �1 +p13�1 # (3.69)K4 = K3 (3.70)Die Eigenformen li der allgemeinen L�osung der linearen Bewegungsgleichun-gen (3.20) sind somit: l1 = " 16 �1�p13�1 # (3.71)l2 = " 16 �1 +p13�1 # (3.72)Zur Angabe der allgemeinen L�osung (3.33) fehlen noch die Konstanten Aiund Bi. Sie werden aus dem LGS (3.34) bestimmt. Mit den obigen Eigen-frequenzen und Eigenformen ergeben sich die Konstanten zu:A1 = �13 +p13�52 h 1�p13 2 iq0 (3.73)A2 = �13�p13�52 h 1 +p13 2 iq0 (3.74)B1 = �13� 3p13�rg l �4 +p13�52 g h 1�p13 2 i _q0 (3.75)B2 = �13 + 3p13�rg l �4�p13�52 g h 1 +p13 2 i _q0 (3.76)Numerische L�osungF�ur die numerische L�osung des Beispiels ist nur die Massenmatrix (3.57) unddie Stei�gkeitsmatrix (3.59) notwendig. Die Zeitschrittweite hn entspricht inden Rechnerschrieben der Konstante dt.



88 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELVergleich konkreter AnfangsbedingungenIn diesem Abschnitt wird die analytische L�osung mit der numerischen L�osungam Beispiel der Anfangsbedingungen aus Tab. 3.1 verglichen. Die erstenq1 q2 _q1 _q21�p13 6 0 01 +p13 6 0 00.1 -0.01 0 0Tabelle 3.1: Lineare Anfangsbedingungen f�ur Absolutwinkelbeiden Anfangsbedingungen sind die erste Eigenform l1 bzw. die zweite Ei-genform l2 des Doppelpendels. Die dritte Anfangsbedingung ist eine beliebigausgew�ahlte kleine Auslenkung beider Pendel.
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Abbildung 3.3: Eigenformen eines Doppelpendels [3]
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Abbildung 3.4: Erste Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5In Abb. 3.4 sieht man die erste Eigenform des Doppelpendels �uber der Zeitt aufgetragen. Die durchgezogenen Linien stellen die analytischen L�osungenq1 bzw. q2 und die gepunkteten Linien die numerischen L�osungen qh1 bzw.qh2 dar. Im letzten Rechnerschrieb dieser Abbildung wird die Erhaltung derGesamtenergie des Doppelpendels best�atigt.Die analytische L�osung zu dieser Anfangsbedingung ist:q(t) = q0 cos!1t (3.77)Es handelt sich somit um eine harmonische Schwingung beider Pendelstangenderen Frequenz jeweils die erste Eigenfrequenz !1 ist.



90 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELDie Verl�aufe der Phasenkurven lassen sich auf die Struktur des sogenann-ten Phasenraumes zur�uckf�uhren. Dazu folgender Einschub:Einschub 3.1 (Phasenraum von Systemen mit zwei Freiheitsgraden [6])Die Bewegungsgleichungen (3.78) �q = f(q) (3.78)lassen sich als folgendes Gleichungssystem schreiben:_q = y (3.79)_y = f(q) (3.80)mit y = [y1; y2]T .Der Phasenraum dieses Gleichungssystems mit zwei Freiheitsgraden ist einvier-dimensionaler reeller Raum R4 mit den Koordinaten q1, q2, y1 und y2.Darin bildet das Gleichungssystem (3.79,3.80) das Vektorfeld P(q; y).
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Abbildung 3.5: Phasenraum von Systemen mit zwei FreiheitsgradenDie Gleichung der Erhaltung der Gesamtenergie E = T + U de�niert einedrei-dimensionale Hyper
�ache�0 : E(q; y) = E0 (3.81)im Phasenraum. Das Vektorfeld P(q; y) tangiert �0 in jedem Punkt, so da��0 alle Phasenkurven zur Energie E0 enth�alt. Somit sind die Phasenebenendie Projektionen der Fl�ache �0 auf die (q1; y1)- bzw. (q2; y2)-Ebene.
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Abbildung 3.6: Phasenebenen der ersten Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5Die Abb. 3.6 zeigt die Phasenebenen der ersten Eigenform. Die geschlos-senen Phasenkurven best�atigen die Periodizit�at der L�osungen.Die zeitliche Ableitung von Gl. (3.77) ergibt y � _q = �q0 !1 cos!1t. UnterVerwendung der trigonometrischen Beziehung 1 = sin2 !1t + cos2 !2t undGl. (3.77) folgt f�ur �0 der erste Eigenform:y � y(!1kq0k )2 + q � qkq0 k2 = 1 (3.82)Diese Gleichung stellt einen Ellipsoiden im vier-dimensionalen Phasenraumdar [6]. Die Projektion auf die (q1; y1)- bzw. (q2; y2)-Ebene ergibt jeweils eineEllipse.



92 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−5

0

5
Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=2.99

q 1
numerisch 
analytisch

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−10

0

10

q 2

numerisch 
analytisch

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
61.0877

61.0877

61.0877

Zeit

E
ne

rg
ie

 numerisch 
analytisch

Abbildung 3.7: Zweite Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5In Abb. 3.7 ist die zweite Eigenform des Doppelpendels zu erkennen. ImVergleich zu Abb. 3.4 sieht man deutlich die niedrigere Eigenfrequenz !2 derSchwingungen beider Pendel. Die Schrittweite dt ist die gleiche wie in denAbbildungen der ersten Eigenform.Die analytische L�osung zu der zweiten Anfangsbedingung ist:q(t) = q0 cos!2t (3.83)Die Schwingung ist bei beiden Pendelstangen harmonisch. Die Frequenz istjeweils die zweite Eigenfrequenz !2.
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Abbildung 3.8: Phasenebenen der zweiten Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5Es liegt wieder eine v�ollig periodische Bewegung vor. Das best�atigen diegeschlossenen Bahnen in den Phasenebenen in Abb. 3.8.Die Hyper
�ache �0 der zweiten Eigenform ist nach analoger Herleitung zurersten Eigenform folgender Ellipsoid:y � y(!2kq0 k)2 + q � qkq0 k2 = 1 (3.84)Die Projektionen auf die (q1; y1)- bzw. (q2; y2)-Ebene ergeben Ellipsen. Diesesind in Abb. (3.8) zu erkennen.
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Abbildung 3.9: q0 = [0:1;�0:01]T bei m = 0:25, l = 0:5Die dritte Anfangsbedingung stellt eine kleine Auslenkung beider Pen-delstangen dar. Man sieht in Abb. 3.9, da� die Schwingungen nicht mehrharmonisch sind.Die analytische L�osung dieser Anfangsbedingung ist wie folgt:q(t) = l1 A1 cos!1t+ l2 A2 cos!2t (3.85)mit A1 � �0:8959177992 und A2 � +0:7959177992.Die �Uberlagerung beider inkommensurablen Eigenfrequenzen verursacht eineaperiodische Schwingung [19].
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Abbildung 3.10: q0 = [0:1;�0:01]T bei m = 0:25, l = 0:5Die Phasenebenen in Abb. 3.10 resultieren aus dem allgemeinen Fall derdrei-dimensionalen Hyper
�ache �0 eines Systems mit zwei Freiheitsgraden.Die Hyper
�ache �0 besteht hier aus einem zwei-dimensionalen1 Torus T 20 . DiePhasenkurven zum Energie-Niveau E0 sind die Windungen um den Torus T 20 .Die Phasenebenen entstehen wieder durch eine Projektion des Torus T 20 aufdie entsprechende Ebene des Phasenraumes [6, 3].Die Phasenkurven sind o�en, da die L�osungen aperiodisch sind.1Die Dimension des Torus bezieht sich nicht auf den Raum den der Torus einnimmt.Es gilt: Tn := S1 � � � � � S1| {z }n , wobei S1 die Querschnitts
�ache ist und n = dimTn [6].



96 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL3.1.4 Beispielrechnung in relativen KoordinatenDas Doppelpendel aus Kapitel 3.1.3 l�a�t sich auch mit Relativwinkeln alsgeneralisierten Koordinaten l�osen. Nach Gl. (3.51) sind die L�angen und dieMassen der Pendel gleich.
m

m

x

y

q1

q2

Abbildung 3.11: Doppelpendel in relativen KoordinatenMassenmatrix Die Berechnung der MassenmatrixM ist analog zur Berech-nung mit absoluten Koordinaten. Der Unterschied besteht in den Ortsvek-toren rk der Pendelmassen:r1 = l1 " sin q1cos q1 # (3.86)r2 = " 2 l1 sin q1 + l2 sin( q1 + q2 )2 l1 cos q1 + l2 cos( q1 + q2 ) # (3.87)Die Koe�zienten Tij ergeben sich mit Gl. (3.51) zu:T11 = ml2 (3 + 2 cos q2) (3.88)T12 = 12 ml2 (1 + 2 cos q2) (3.89)T21 = T12 (3.90)T22 = 12 ml2 (3.91)



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 97Die Berechnung der Komponenten mij nach Gl. (3.8), f�uhrt zur Massenma-trix M: M = " 10ml2 3ml23ml2 ml2 # (3.92)Stei�gkeitsmatrix Die Stei�gkeitsmatrix C wird wiederum aus dem Poten-tial V (q) bestimmt:V (q) = �mg l (3 cos q1 + cos( q1 + q2 )) (3.93)Aus den Koe�zienten Vij ergibt sich die Stei�gkeitsmatrix C = [cij] zu:C = " 4mg l m g lm g l m g l # (3.94)Analytische L�osungDa das System das gleiche geblieben ist, sind die Eigenwerte exakt die, dieauch mit absoluten Koordinaten berechnet wurden:�1 = r�4 +p13� gl (3.95)�2 = ��1 (3.96)�3 = r�4�p13� gl (3.97)�4 = ��3 (3.98)Demnach sind die Eigenfrequenzen !1 > !2 der L�osung gegeben durch:!1 = r�4 +p13� gl (3.99)!2 = r�4�p13� gl (3.100)Die Eigenvektoren sind jedoch von den Koordinaten abh�angig und sind damitanders: K1 = " 1�12 �3 +p13� # (3.101)K2 = K1 (3.102)K3 = " 1�12 �3�p13� # (3.103)K4 = K3 (3.104)



98 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELDie Eigenformen li der allgemeinen L�osung sind hiermit:l1 = " 1�12 �3 +p13� # (3.105)l2 = " 1�12 �3�p13� # (3.106)Die Konstanten Ai und Bi sind mit den obigen Eigenfrequenzen und Eigen-formen wie folgt:A1 = �13� 3p13�52 h 2 �3�p13 iq0 (3.107)A2 = �13 + 3p13�52 h 2 �3 +p13 iq0 (3.108)B1 = �13� 4p13�rg l �4 +p13�78 g h 3�p13 2 i _q0 (3.109)B2 = �13 + 4p13�rg l �4�p13�78 g h 3 +p13 2 i _q0 (3.110)Numerische L�osungF�ur die numerische L�osung nach Kapitel 3.1.2 mu� auch hier keine weitereRechnung durchgef�uhrt werden.Vergleich konkreter AnfangsbedingungenEin Vergleich der analytische L�osung mit der numerischen L�osung erfolgtanhand der Anfangsbedingungen aus Tab. 3.2. Die Anfangsbedingungenq1 q2 _q1 _q2-2 3 +p13 0 0-2 3�p13 0 00.1 -0.11 0 0Tabelle 3.2: Lineare Anfangsbedingungen f�ur Relativwinkel



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 99wurden so gew�ahlt, da� identische Pendelbewegungen ausgef�uhrt werden.Die beiden ersten Anfangsbedingungen f�uhren zu der ersten Eigenform l1bzw. zu der zweiten Eigenform l2 des Doppelpendels. Die Eigenformbe-wegungen eines Pendels �andern sich nicht, da die Eigenfrequenzen gleichbleiben. Die dritte Anfangsbedingung ergibt sich aus einer Umrechnung derAnfangsbedingung in Tab. 3.1 auf die neuen Koordinaten.
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Abbildung 3.12: Eigenformen eines Doppelpendels [3]
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Abbildung 3.13: Erste Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5In Abb. (3.13) ist die erste Eigenform des Doppelpendels dargestellt. DieEnergieerhaltung des gesamten Systems wird im unteren Rechnerschrieb die-ser Abbildung veri�ziert.Die analytische L�osung zu dieser Anfangsbedingung ist:q(t) = q0 cos!1t (3.111)Es liegt eine harmonische Schwingung beider Pendelstangen vor, deren Fre-quenz jeweils die erste Eigenfrequenz !1 ist.
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Abbildung 3.14: Phasenebenen der ersten Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5Der Rechnerschrieb in Abb. 3.14 zeigt die Phasenebene jeder Pendelstan-ge w�ahrend der Bewegung in der ersten Eigenform. Die Phasenkurven sindgeschlossen, da eine periodische L�osung vorliegt.Analog zu der Herleitung in absoluten Koordinaten ist die Hyper
�ache �0ein Ellipsoid im vier-dimensionalen Phasenraum:y � y(!1kq0k )2 + q � qkq0 k2 = 1 (3.112)Die Projektion auf die (q1; y1)- bzw. (q2; y2)-Ebene ergibt jeweils eine Ellipse.
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Abbildung 3.15: Zweite Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5In Abb. 3.15 ist die zweite Eigenform zu sehen. Die Zeitschrittweite dt isthier die gleiche wie in den Abbildungen der ersten Eigenform. Man erkenntdaher deutlich die niedrigere Eigenfrequenz !2.Die analytische L�osung zu der zweiten Anfangsbedingung ist wie folgt:q(t) = q0 cos!2t (3.113)Die Schwingungen sind ebenfalls harmonisch. Die Frequenz ist jeweils diezweite Eigenfrequenz !2.
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Abbildung 3.16: Phasenebenen der zweiten Eigenform bei m = 0:25, l = 0:5Die Bewegung ist nach wie vor periodisch. Das best�atigen die geschlos-senen Bahnen in den Phasenebenen in Abb. 3.16.Im Phasenraum der zweiten Eigenform ist �0 folgender Ellipsoid:y � y(!2kq0 k)2 + q � qkq0 k2 = 1 (3.114)Die Projektionen ergeben daher jeweils eine Ellipse (s. Abb. 3.16).
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Abbildung 3.17: q0 = [0:1;�0:01]T bei m = 0:25, l = 0:5Diese Anfangsbedingung stellt eine kleine Auslenkung beider Pendelstan-gen dar. Es l�a�t sich in Abb. 3.17 erkennen, da� die Schwingungen nicht mehrharmonisch sind.Die analytische L�osung dieser Anfangsbedingung ist:q(t) = l1 A1 cos!1t+ l2 A2 cos!2t (3.115)mit A1 � 0:03890599608 und A2 � 0:06109400392.Da auch diese Eigenfrequenzen inkommensurable sind liegt, hier eine aperi-odische Schwingung vor.
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Abbildung 3.18: q0 = [0:1;�0:01]T bei m = 0:25, l = 0:5Man erkennt in Abb. 3.18 wieder den allgemeinen Fall f�ur ein System mitzwei Freiheitsgraden. Die Hyper
�ache �0 ist ein Torus T 20 . Die Phasenkurvenzum Energie-Niveau sind die Windungen um T 20 . Die Phasenebenen sind dieProjektionen von T 20 auf die Ebenen (q1; y1) bzw. (q2; y2).Die o�enen Phasenkurven in Abb. 3.10 best�atigen die Aperiodizit�at derL�osungen.



106 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL3.2 Nichtlineares DoppelpendelUm Bewegungen zu beschreiben, bei denen die Auslenkungen der Pendelstan-gen gro� sind, darf die kinetische und potentielle Energie des ebenen Dop-pelpendels nicht linearisiert werden. Unter Verwendung von Absolut- oderRelativwinkel als generalisierte Koordinaten liegen im allgemeinen Fall keinezyklischen Koordinaten vor. Damit fehlt zur L�osung der Bewegungsgleichun-gen ein zweites erstes Integral der Bewegung. Das einzige erste Integral derBewegung ist in diesem konservativen, autonomen System die GesamtenergieE. Damit l�a�t sich das nichtlineare Doppelpendel allgemein nur numerischl�osen.Da die numerische L�osung im Rahmen der Hamiltonschen Mechanik er-folgt, ist der erste Schritt die Aufstellung der Hamilton-Funktion H(p;q).H ist f�ur konservative, autonome System identisch mit der Gesamtenergie E[7]. Somit gilt: H(p;q) = T (p;q) + V (q) (3.116)Die kinetische Energie T ist nach Gl. (3.3) eine homogene quadratische Funk-tion. Diese l�a�t sich auch im nichtlinearen Fall in Matrizenschreibweise dar-stellen. Die Energie E besitzt dann die folgende Form:E = 12 _qT Mnlin(q) _q+ V (q) (3.117)Um aus der Gesamtenergie E die Hamilton-Funktion H zu erhalten, mu�der generalisierte Impuls p aus der Lagrange-Funktion L = L( _q;q) be-rechnet werden. L( _q;q) = T ( _q;q)� V (q)= 12 _qT Mnlin(q) _q� V (q) (3.118)Der generalisierte Impuls p ist dann mit der Rechenregel aus Gl. (3.19):p = @ _qL= @ _q � 12 _qT Mnlin(q) _q �p = Mnlin(q) _q (3.119)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 107Aus Gl. (3.119) ergeben sich die generalisierten Geschwindigkeiten _q zu:_q =M�1nlin(q) p (3.120)Das Einsetzen von Gl. (3.120) in die Gesamtenergie E f�uhrt auf die Hamil-ton-Funktion H: H(p;q) = 12 pT M�1nlin(q) p+ V (q) (3.121)wegen M�Tnlin =M�1nlin aufgrund der symmetrischen Massenmatrix.Das allgemeine Zeitschrittverfahren zur numerischen L�osung mittels linearenElementen ist nach Kapitel 1.5:q2 � q1 � hn Z 10 @pH(�) d� = 0 (3.122)p2 � p1 + hn Z 10 @qH(�) d� = 0 (3.123)Darin kommen die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion H vor.Diese k�onnen nun mit Gl. (3.121) unter Beachtung von Gl. (3.19) berechnetwerden: @pH = @p � 12 pT M�1nlin(q) p�= M�1nlin(q) p (3.124)@qH = @q � 12 pT M�1nlin(q) p�+ @qV (q)= 12 " pT @@q1M�1nlin(q)pT @@q2M�1nlin(q) #p + @qV (q) (3.125)Die Integration im vorliegenden Zeitschrittverfahren ist nach dem Ersetzender kontinuierlichen L�osungsfunktionen p und q durch die diskreten L�osungs-funktionen ph(�) bzw. qh(�) durchf�uhrbar.Das vorliegende Zeitschrittverfahren der Gln. (3.122) und (3.123) ist mitGl. (3.124) und Gl. (3.125) nichtlinear. Also mu� das Verfahren iterativgel�ost werden. Dazu wurde das Newton-Raphson-Verfahren implemen-tiert [4, 13].Die Iteration im Zeitschrittverfahren betri�t beide Variablen, da es nicht



108 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELm�oglich ist eine Variable zu eliminieren. Das verwendete ResiduumR(q2;p2)besteht somit aus den Gln. (3.122) und (3.123):" q2p2 #� " q1p1 # + hn Z 10 " �@pH(�)@qH(�) # d� = 0 (3.126)Die Tangente KT ergibt sich aus dem Residuum R(q2;p2) wie folgt:KT � @x2R(x2) = I+ hn Z 10 HT (�) d� (3.127)mit HT (�) := @x2 " �@pH(�)@qH(�) # (3.128)und x2 := [q2 p2]T .Die sich ergebende Matrix HT im Integral, entspricht der Jacobi-Matrixbzgl. des Vektors [q2 p2]T [12]. Allgemein ist die Jacobi-Matrix einer vek-torwertigen Funktion R(x) die folgende Matrix:@xR(x) = J Rx � 2664 gradxR1...gradxRm 3775 � 2664 @R1@x1 � � � @R1@xn... ...@Rm@x1 � � � @Rm@xn 3775 (3.129)mit R = [R1; : : : ; Rm]T und x = [x1; : : : ; xn]T .Bemerkung 3.4 Der Unterschied zwischen grad f(x) und @xf(x) liegt le-diglich in der Lage des Ergebnisvektors. Der Gradient ist als Zeilenvektorde�niert und @xf(x) als Spaltenvektor [12].Im hier vorliegenden Fall ist der Vektor x � [q2 p2]T eine Vereinigung auszwei Vektoren, wie auch das Residuum R(q2;p2) aus zwei vektoriellen Glei-chungen entstanden ist. Aus diesem Grund l�a�t sich die Jacobi-MatrixJ @Hx2 in vier Untermatrizen unterteilen, die jeweils f�ur sich betrachtet, dieJacobi-Matrizen bzgl. der Vektoren q2 bzw. p2 sind:HT = J @Hx2 � 2664 �@q2@pH �@p2@pH@q2@qH @p2@qH 3775 (3.130)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 109Mit Hilfe der Kettenregel der Di�erentiation l�a�t sich die Ableitung nachden Knotenvektoren q2 bzw. p2 auf die Ableitung nach den kontinuierlichenL�osungsfunktionen q und p zur�uckf�uhren:HT = 2664 �@q@pH �@2pH@2qH @p@qH 3775� (3.131)mit @q2q = @p2p = �.Nach dem Satz von H.A. Schwarz �uber die Vertauschbarkeit der partiellenAbleitungen gilt folgende Vereinfachung [12]:@q@pH � �@p@qH�T (3.132)Diese Vertauschbarkeit partieller Ableitungen f�uhrt auf:HT = 2664 �(@p@qH)T �@2pH@2qH @p@qH 3775� (3.133)Mit den Gln. (3.124) und (3.125) lassen sich die Untermatrizen von HT be-rechnen. Zuerst die Untermatrizen auf der Nebendiagonale:�@2pH = �@p �M�1nlin(q) p�= �M�1nlin(q) (3.134)Da die Massenmatrix Mnlin symmetrisch ist, ist somit diese Untermatrixebenfalls symmetrisch [10]. F�ur die zweifache Ableitung von H nach q sinddie Beziehungen aus Gl. (3.129) notwendig:@2qH = @q  12 " pT @@q1M�1nlin(q)pT @@q2M�1nlin(q) #p!+ @2qV (q)= 12 24 gradq �pT @@q1M�1nlin(q) p�gradq �pT @@q2M�1nlin(q) p� 35+ @2qV (q) (3.135)Somit hat @2qH folgende Form:@2qH = 12 24 pT @2@q21M�1nlin(q) p pT @2@q2@q1M�1nlin(q) ppT @2@q1@q2M�1nlin(q) p pT @2@q22M�1nlin(q) p 35+ @2qV (q) (3.136)



110 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELDie Anwendung des Satzes von H.A. Schwarz auf die erste Matrix inGl. (3.136) l�a�t erkennen, da� diese Matrix symmetrisch ist. Die Matrix@2qV (q) ist identisch mit der Hesse-Matrix HVq [12]:@2qV (q) = HVq � 24 @2V@q21 @2V@q1@q2@2V@q2@q1 @2V@q22 35 (3.137)Somit ist @2qV (q) nach H.A. Schwarz ebenfalls symmetrisch.Mit der Berechnung der Jacobi-Matrix nach Gl. (3.129) lassen sich auch dieUntermatrizen auf der Hauptdiagonalen von HT berechnen:@p@qH = @p  12 " pT @@q1M�1nlin(q)pT @@q2M�1nlin(q) #p + @qV (q)!= 12 24 gradp �pT @@q1M�1nlin(q) p�gradp �pT @@q2M�1nlin(q) p� 35= 12 264 2 � @@q1M�1nlin(q) p�T2 � @@q2M�1nlin(q) p�T 375@p@qH = 264 � @@q1M�1nlin(q) p�T� @@q2M�1nlin(q) p�T 375 (3.138)Die zweite Untermatrix ergibt sich aus der ersten Untermatrix in Gl. (3.138)durch Transposition:� �@p@qH�T = h � @@q1M�1nlin(q) p � @@q2M�1nlin(q) p i (3.139)Die Matrix HT l�a�t sich nach dem Ursprung ihrer Untermatrizen in dieMatrix M�1T und die Matrix CT additiv aufteilen:HT :=M�1T +CT (3.140)Die Matrix M�1T enth�alt den Teil von HT der aus der kinetischen Energieund CT den Teil der aus der potentiellen Energie herr�uhrt. Mit Gl. (3.134)ist M�1T wie folgt:M�1T := 2664 �(@p@qH)T �M�1nlin(q)M�1qq (p;q) @p@qH 3775� (3.141)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 111mitM�1qq (p;q) := 12 24 pT @2@q21M�1nlin(q) p pT @2@q2@q1M�1nlin(q) ppT @2@q1@q2M�1nlin(q) p pT @2@q22M�1nlin(q) p 35 (3.142)Nach Gl. (3.136) hat CT die folgende Form:CT := 264 O O@2qV (q) O 375� (3.143)Zum Schlu� werden in den Matrizen M�1T und CT die Abh�angigkeit von� mit der Ersetzung der L�osungsfunktionen p und q durch die diskretenL�osungsfunktionen ph(�) bzw. qh(�) herbei gef�uhrt.3.2.1 Beispielrechnung in absoluten KoordinatenZur Demonstration der Berechnung nichtlinearer Bewegungen, wird das ver-einfachte Doppelpendel aus Kapitel 3.1.3 verwendet. Die Bewegung wirddurch die Absolutwinkel q1 und q2 beschrieben. Die Vereinfachung betri�twie zuvor die Massen und Pendell�angen des Doppelpendels:l := l1 = l2 und m := m1 = m2: (3.144)

y 
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q1

m

Abbildung 3.19: Doppelpendel in absoluten Koordinaten



112 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELNach den Gln. (3.53 - 3.56) sind die Koe�zienten Tij der kinetischen EnergieT des Doppelpendels: T11 = m2 5 l2 (3.145)T12 = m2 2 l2 cos(q1 � q2) (3.146)T21 = T12 (3.147)T22 = m2 l2 (3.148)Damit ist die nichtlineare Massenmatrix Mnlin(q) wie folgt:Mnlin(q) = " 5ml2 2ml2 cos(q1 � q2)2ml2 cos(q1 � q2) ml2 # (3.149)Nach der folgenden Rechenregel (3.150) f�ur das Invertieren einer 2�2-Matrix[10], A = " a bc d # =) A�1 = 1det(A) " d �b�c a # (3.150)ergibt sich die inverse Massenmatrix M�1nlin(q) zu:M�1nlin(q) = Dml2 " 1 �2 cos(q1 � q2)�2 cos(q1 � q2) 5 # (3.151)mit D = 15� 4 cos2(q1 � q2) (3.152)Damit l�a�t sich die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion H nach demgeneralisierten Impuls p nach Gl. (3.124) direkt angeben:@pH = Dml2 " 1 �2 cos(q1 � q2)�2 cos(q1 � q2) 5 # p (3.153)F�ur die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion H nach den generali-sierten Koordinaten q nach Gl. (3.125) wird das Potential V ben�otigt. DasPotential V (q) ist nach Gl. (3.58) f�ur das betrachtete Doppelpendel:V (q) = �mg l (3 cos q1 + cos q2) (3.154)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 113Die partielle Ableitung von H nach q ergibt sich mit Gl. (3.125) zu:@qH = " pT Q(q)�pT Q(q) #p+ " 3 sin q1sin q2 # g l m (3.155)mit Q(q) = D2 sm l2 " �4 cos(q1 � q2) 4 cos2(q1 � q2) + 54 cos2(q1 � q2) + 5 �20 cos(q1 � q2) # (3.156)und s := sin(q1 � q2).Die Matrizenschreibweise aus Gl. (3.155) l�a�t sich aber vereinfachen, so da�letztendlich gilt:@qH = " pT�pT # Q(q) p+ " 3 sin q1sin q2 # g l m (3.157)Nach der Einf�uhrung der diskreten L�osungsfunktionen ph(�) und qh(�) istnur noch � eine kontinuierliche Variable in Gl. (3.153) und Gl. (3.157). DasResiduum ergibt sich dann nach Gl. (3.126) zu:R(q2;p2) = " q2p2 #� " q1p1 # + hn Z 10 " �@pH(�)@qH(�) # d� (3.158)Die Tangente KT berechnet sich aus dem ResiduumR nach Gl. (3.127) unterBeachtung der Vereinbarung in Gl. (3.140) wie folgt:KT � @x2R(x2) = I+ hn Z 10 �M�1T (�) +CT (�)� d� (3.159)Dabei besitzt die Matrix M�1T nach Gl. (3.141) die folgende Gestalt:M�1T = 2664 �(@p@qH)T �M�1nlin(q)M�1qq (p;q) @p@qH 3775� (3.160)Mit Gl. (3.155) lassen sich die beiden Untermatrizen auf der Hauptdiagonalennach den Gln. (3.138) bzw. (3.139) berechnen:@p@qH = " 2 (Q(q) p)T�2 (Q(q) p)T # (3.161)� �@p@qH�T = h �2Q(q) p 2Q(q) p i (3.162)



114 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELDie Matrix M�1qq ergibt sich nach Gl. (3.142) zu:M�1qq =  pT " F GG 5 F # p! " 1 �1�1 1 # (3.163)Die unbekannten Koe�zienten der Matrix sind:F = D3ml2 �16 c4 + 48 c2s2 + 20 �s2 � c2�� (3.164)G = �D3 cm l2 �16 c4 + 32 c2s2 + 120 s2 � 25� (3.165)mit c := cos(q1 � q2) und s := sin(q1 � q2).Zuletzt noch die Matrix CT . Sie ist nach Gl. (3.143) ebenfalls in Unterma-trizen aufgeteilt: CT = 264 O O@2qV (q) O 375� (3.166)Hierbei entspricht @2qV (q) nach Gl. (3.137) der Hesse-Matrix HVq . Somithat die Matrix CT folgende Gestalt:CT = 266664 O O3 cos q1 00 cos q2 O 377775� (3.167)Im letzten Schritt ist zur Integration der Matrizen M�1T und CT �uber �, dieSubstitution der kontinuierlichen L�osungsfunktionen p und q durch derendiskretisierten Formen ph(�) und qh(�) notwendig. Dies hat zur Folge, da�nur noch � eine kontinuierliche Variable in den Gln. (3.160) und (3.167) ist.Die Integration wird hier, auch bei �uberwiegend trigonometrischen Funktio-nen, durch eine Quadratur nach Gau� angen�ahert [4, 13]. Bei den hier ver-wendeten linearen Formfunktionen f�uhrt jedoch eine Quadratur nach Gau�mit gen�ugend hoher Gau�-Punktezahl zu einem unbedeutenden Fehler [1].Die Quadratur betri�t das Residuum R und die Tangente KT :R(q2;p2) � " q2p2 #� " q1p1 # + hn ngpXi=1 " �@pH(�i)@qH(�i) #wi (3.168)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 115mit ngp als Anzahl der Gau�-Punkte und wi als die zugeh�origen Gewichte.Ebenso bei der Tangente KT :KT � I+ hn ngpXi=1 �M�1T (�i) +CT (�i)� �iwi (3.169)Eine konkrete AnfangsbedingungAls konkrete Anfangsbedingung f�ur das nichtlineare Doppelpendel wird eineAnfangsauslenkung des unteren Pendels um +90� betrachtet (s. Tab. 3.3 undAbb. 3.20). q1 q2 _q1 _q20 �2 0 0Tabelle 3.3: Nichtlineare Anfangsbedingung f�ur AbsolutwinkelDie numerischen L�osungen und Phasenkurven wurden durch eine Quadra-tur mit f�unf Gau�-Punkten berechnet. Eine h�ohere Anzahl von Gau�-Punkten wurde nicht implementiert. Die durchgezogenen Linien stehen f�urdie analytischen L�osungen bzw. Phasenkurven der linearisierten Bewegungs-gleichungen. Die Einbindung der linearen Berechnungen in die Rechner-schriebe, soll Unterschiede und eventuelle Gemeinsamkeiten zu den nichtli-nearen Berechnungen verdeutlichen.
m

mAbbildung 3.20: Anfangsauslenkung um +90� beim unteren Pendel



116 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL
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Abbildung 3.21: L�osung bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3Um auch die linearisierte Gesamtenergie mit der nichtlinearen Gesamtener-gie vergleichen zu k�onnen, wird das Nullniveau des nichtlinearen Potentialsan das Nullniveau des linearisierten Potentials angeglichen. Dies geschiehtdurch Abzug der potentiellen Energie V (q = 0) des nichtlinearen Systems inder stabilen Ruhelage, von dessen Gesamtenergie E.In Abb. 3.21 kann man erkennen, da� bei der hier vorliegenden Gesamtener-gie E = mgl eine reine Pendelbewegung beider Pendel vorliegt. Es tretenkeine �Uberschl�age auf, die durch einen Winkel von gr�o�er 2� zu erkennenw�aren. Man sieht auch, da� die nichtlinearen L�osungen immer in der N�aheder linearen L�osungen bleiben.
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Abbildung 3.22: Phasenebenen bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3An Hand der Phasenebenen in Abb. 3.22 l�a�t sich ein Zusammenhangzwischen der linearen und der nichtlinearen Berechnung vermuten. Bekanntist, da� die Phasenebenen des linearen Systems durch Projektion eines zwei-dimensionalen Torus auf die entsprechenden Ebenen des Phasenraumes ent-stehen (Kapitel 3.1.3). Die Phasenkurven des nichtlinearen Systems bleibenzu jedem Zeitpunkt t innerhalb des Torus, der von dem linearisierten Systemaufgespannt wird. Sie ber�uhren ihn nur von Zeit zu Zeit an der Innenseite.Somit gibt hier das lineare System den maximal einnehmbaren Unterraumdes Phasenraumes f�ur die Bewegung vor. Deshalb ist auch in Abb. 3.21 dieGesamtenergie des linearen Systems gr�o�er als die tats�achliche Gesamtener-



118 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELgie.3.2.2 Beispielrechnung in relativen KoordinatenEine zweite m�ogliche Form der Bewegungsgleichungen eines nichtlinearenDoppelpendels kann mit der Verwendung der Relativwinkel q1 und q2 ent-stehen. Es wird wieder die Gleichheit der Pendell�angen bzw. Pendelmassenangenommen. l := l1 = l2 und m := m1 = m2: (3.170)
m

q2

m

q1

x

y Abbildung 3.23: Doppelpendel in relativen KoordinatenDie Koe�zienten Tij ergeben sich nach den Gln. (3.88 - 3.91) zu:T11 = ml2 (3 + 2 cos q2) (3.171)T12 = 12 ml2 (1 + 2 cos q2) (3.172)T21 = T12 (3.173)T22 = 12 ml2 (3.174)Aus diesen Koe�zienten Tij der kinetischen Energie T ergibt sich die Mas-senmatrix des nichtlinearen Systems Mnlin zu:Mnlin(q) = ml2 " 6 + 4 cos q2 1 + 2 cos q21 + 2 cos q2 1 # (3.175)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 119Mit Gl.(3.150) als Rechenregel f�ur das Invertieren einer 2 � 2-Matrix folgtdie inverse Massenmatrix M�1nlin aus Gl. (3.175):M�1nlin(q) = Dml2 " 1 �1� 2 cos q2�1� 2 cos q2 6 + 4 cos q2 # (3.176)mit D = 15� 4 cos2 q2 (3.177)Die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion H nach dem generalisiertenImpuls p folgt nach Gl. (3.124):@pH = Dml2 " 1 �1� 2 cos q2�1� 2 cos q2 6 + 4 cos q2 # p (3.178)Das Potential V (q) ist mit Gl. (3.93) gegeben:V (q) = �mg l (3 cos q1 + cos(q1 + q2)) (3.179)Ebenso folgt direkt mit der inversen Massenmatrix in Gl. (3.176) und demPotential V , aus Gl. (3.125) die partielle Ableitung von H nach den genera-lisierten Koordinaten:@qH = " 0�pT #Q(q) p + " 3 sin q1 + sin(q1 + q2)sin(q1 + q2) # g l m (3.180)mit Q(q) = D2 sm l2 " 4c �4c� (4c2 + 5)�4c� (4c2 + 5) 8c2 + 24c+ 10 # (3.181)wobei s := sin q2 und c := cos q2.Durch die Einf�uhrung der diskreten L�osungsfunktionen ph(�) und qh(�) indie Gln. (3.178) und (3.180) ist die Integration im Zeitschrittverfahren bzw.Residuum R(q2;p2) = 0 durchf�uhrbar. Das Residuum ist nach Gl. (3.126)wie folgt:R(q2;p2) = " q2p2 #� " q1p1 # + hn Z 10 " �@pH(�)@qH (�) # d� (3.182)Durch Ableiten des Residuums nach dem Variablenvektor ergibt sich dieTangente KT nach Gl. (3.127), unter Beachtung der De�nition in Gl. (3.140),zu: KT � @x2R(x2) = I+ hn Z 10 �M�1T (�) +CT (�)� d� (3.183)



120 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDELHierbei gilt f�ur die Matrix M�1T nach Gl. (3.141):M�1T = 2664 �(@p@qH)T �M�1nlin(q)M�1qq (p;q) @p@qH 3775� (3.184)Die beiden Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen sind mit der partiellenAbleitung (3.180) nach den Gln. (3.138) bzw. (3.139) zu ermitteln:@p@qH = " 0�2 (Q(q) p)T # (3.185)� �@p@qH�T = h 0 2Q(q) p i (3.186)Die noch fehlende Matrix M�1qq ist nach der Gl. (3.142) zu berechnen:M�1qq =  pT " F1 GG F2 # p! " 0 00 1 # (3.187)mit F1 = D3ml2 �16 c4 + 48 s2c2 + 20 �s2 � c2�� (3.188)F2 = D3ml2 �32 c5 + 96 c4 + 64 s2c3 + 288 s2c2�++ D3ml2 �240 s2c� 50 c + 120 �s2 � c2�� (3.189)G = � D3ml2 �16 c5 + 16 c4 + 32 s2c3 + 48 s2c2��� D3ml2 �120 s2c� 25 c+ 20 �s2 � c2�� (3.190)wobei c := cos q2 und s := sin q2.Die zweite Teilmatrix von HT ist die Matrix CT mit:CT = 264 O O@2qV (q) O 375� (3.191)



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 121Die Untermatrix @2qV (q) ist nach Gl. (3.137) die Hesse-Matrix HVq :CT = 266664 O O3 cos q1 + c+ c+c+ c+ O 377775� (3.192)Dabei ist c+ := cos(q1 + q2).Zur Integration der MatrizenM�1T und CT ist noch die Substitution der kon-tinuierlichen L�osungsfunktionen p und q durch ph(�) und qh(�) notwendig.Die Integration wird analog zu Kap. 3.2.1 durch eine Quadratur nach Gau�angen�ahert.Eine konkrete AnfangsbedingungF�ur das nichtlineare Doppelpendel in relativen Koordinaten wird ebenfallsdie Anfangsauslenkung des unteren Pendels um +90� betrachtet.q1 q2 _q1 _q20 �2 0 0Tabelle 3.4: Nichtlineare Anfangsbedingung f�ur Relativwinkel
m

mAbbildung 3.24: Anfangsauslenkung um +90� beim unteren PendelDa das obere Pendel keine Auslenkung erf�ahrt, ist der Betrag des Relativ-winkels identisch mit dem des Absolutwinkels (s. Tab. 3.4).



122 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL
0 5 10 15 20 25 30

−1

0

1
Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26

q 1
numerisch   
lin. analyt.

0 5 10 15 20 25 30
−2

0

2

q 2

numerisch   
lin. analyt.

0 5 10 15 20 25 30

72.6156

E
ne

rg
ie lin. analyt.

0 5 10 15 20 25 30

58.86

Zeit

E
ne

rg
ie numerisch

Abbildung 3.25: L�osung bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3Die Quadratur wird mit f�unf Gau�-Punkten durchgef�uhrt. Dies entsprichtauch hier der implementierten maximalen Gau�-Punktezahl. Die durchge-zogenen Kurven entsprechen der analytischen L�osungen bzw. Phasenkurvendes linearisierten Systems. Das Nullniveau der Energie des nichtlinearenDoppelpendels wird wieder an das Nullniveau des linearen Doppelpendelsangeglichen.In Abb. 3.25 und Abb. 3.26 werden die Ergebnisse aus Kap. 3.2.1 best�atigt.Die L�osungen weisen auf eine reine Pendelbewegung der zwei Pendelstangenhin. Eine reine Pendelbewegung bedeutet keine �Uberschl�age einer oder bei-der Pendelstangen. Die nichtlinearen L�osungen verlaufen immer in der N�ahe



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 123

−1 −0.5 0 0.5 1
−4

−2

0

2

4
Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26

q 1•

q
1

numerisch   
lin. analyt.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−10

−5

0

5

10

q 2•

q
2

numerisch   
lin. analyt.

Abbildung 3.26: Phasenebenen bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3der linearen L�osungen. Die Phasenkurven des linearen Systems in Abb. 3.26umfahren im Phasenraum einen zwei-dimensionalen Torus T 2. Die Phasen-kurven des nichtlinearen Systems bleiben zu jeder Zeit innerhalb dieses Torus.Lediglich eine Ber�uhrung an der Innenseite �ndet statt.



124 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL3.2.3 Schlu�bemerkungen zur numerischen L�osungUnterschiedliche Koordinaten rufen unter anderem eine unterschiedliche Struk-tur der nichtlinearen MassenmatrixMnlin und der Tangente KT hervor. Die-se Matrizen �uben Ein
�u�e auf das Newton-Raphson-Verfahren aus, dashier f�ur die iterative L�osung des Zeitschrittverfahrens verantwortlich ist. ZumBeispiel ist KT f�ur die Konvergenzrate verantwortlich [13].Hinsichtlich der Konvergenz wurden keine Unterschiede festgestellt. Bei bei-den Koordinatens�atzen wurde eine Konvergenz nach sp�atestens drei Iteratio-nen erreicht. Dabei hatte das Residuum eine Toleranz von 10�13 zu unter-schreiten. Minimal wurde eine Iteration ben�otigt.Als Ma� f�ur die Emp�ndlichkeit des relativen Fehlers der L�osung eines li-nearen Gleichungssystems (LGS) wird die sogenannte Konditionszahl ver-wendet. Ebenso mi�t die Konditionszahl auch die St�oremp�ndlichkeit derL�osung des LGS gegen�uber �Anderungen in der Koe�zientenmatrix des LGS,die z.B durch Rundungsfehler entstehen. Je gr�o�er die Konditionszahl ist,desto emp�ndlicher reagiert das LGS, d.h desto schlechter ist das LGS kon-ditioniert. Im Falle des Newton-Raphson-Verfahrens wird pro Iteration(m) das LGS K(m)T dx(m)2 = R(m) mit der Koe�zientenmatrix K(m)T gel�ost.Dabei ist dx(m)2 das Inkrement zum n�achsten Iterationsschritt (m+1). Somitgibt die Konditionszahl von K(m)T Auskunft �uber Stellen, die eine eventuelleUngenauigkeit in der L�osung mitf�uhren k�onnen [13].Allgemein ist die Konditionszahl cond(A) := kAk � kA�1k einer quadrati-schen Matrix A auf die verwendete Matrixnorm bezogen [13]. Hier im Fallder Tangente KT wurde die Zeilensummennorm kKTk1 = maxiPnk=1 jkTik jmit KT = [kTik ]i;k=1;:::;n verwendet.Im oberen Teil der Abb. 3.27 wird f�ur absolute Koordinaten die Konditionder Tangente KT und der inversen Massenmatrix M�1nlin �uber der Zeit auf-getragen. Im Fall von cond(KT (t)) wird also die Konditionierung des LGSbei der letzten Iteration im Zeitschritt t angezeigt. In dem in Abb. 3.27dargestellten Zeitfenster sind zwei Zeitpunkte zu erkennen, bei denen dieKondition beider Matrizen fast sprungartig ansteigt. Zu diesen Zeitpunktenliefert das Newton-Raphson-Verfahren also schlechtere Ergebnisse, wennin der Matrix oder im Residuum R(t) Rundungsfehler auftauchen. Da dieinverse Massenmatrix eine Untermatrix der Tangente ist, scheint der Anstiegin der Tangente zum Teil durch die inverse Massenmatrix verursacht zu wer-den. Da aber der Anstieg von KT niedriger ist als der von M�1nlin, "d�ampfen\scheinbar die restlichen Untermatrizen zum Teil den Anstieg der Kondition
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Abbildung 3.27: Kondition bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3von KT .Bei relativen Koordinaten (siehe Abb. 3.28) ist kaum ein Anstieg bei der Kon-dition der Tangente KT zu erkennen. Allein eine starke Konditionserh�ohungbei der inversen Massenmatrix ist sichtbar. Eine Konditionserh�ohung diezudem st�arker ist als bei absoluten Koordinaten. Die D�ampfung der Kondi-tionserh�ohung bei KT durch die �ubrigen Untermatrizen der Tangente, ist so-mit bei relativen Koordinaten e�ektiver. Das LGS des Newton-Raphson-Verfahrens ist somit mit relativen Koordinaten besser konditioniert.Nach der Cramerschen Regel berechnet sich die L�osung eines LGS mit Hilfeder Determinante der Koe�zientenmatrix des LGS [10]. Aus diesem Grund
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Abbildung 3.28: Kondition bei q20 = +90� mit m = 2, l = 3werden in Abb. 3.27 und Abb. 3.28 die Determinanten der Tangenten beiderKoordinatens�atze �uber der Zeit aufgetragen.Ein schlagartiges Fallen der Determinante, zu den Zeitpunkten an denen dieMatrizenkondition eine Erh�ohung erf�ahrt, ist erkennbar. Zu den �ubrigenZeitpunkten ist die Determinante praktisch konstant. Die Determinanten-verl�aufe der beiden Tangenten der unterschiedlichen Koordinatens�atze sindidentisch, da beide Tangenten zueinander �ahnlich sind. �Ahnliche Matrizenbesitzen stets die gleiche Determinante. Die �Ahnlichkeit r�uhrt von einerbijektiven Abbildung zwischen den Matrizenbasen [10], die hier durch dieKoordinatentransformation zwischen Absolut- und Relativwinkel entsteht.



3.2. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL 127Damit ist klar, da� die Ursache des E�ektes der Konditions- und Determi-nanten�anderung nicht in den Koordinaten liegt. Die Wirkung des E�ektesist aber durch die Koordinatenwahl zu beein
u�en.
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Anhang AKEPLER-Problem*************** HAUPTPROGRAMM ***************clear qplo1 qplo2 rho phi x y Zeitclear Energie AnaEnergie Kopfzeile times rplo Vstrq1=zeros(2,1);p1=zeros(2,1);kt=zeros(2,2);mass = 2;k = 1;tol = 1e-13;r=2disp('Anfangsbedingungen f�ur Kreisbahn mit Radius r')q1(2) = r;p1(1) = -sqrt(mass*k/r);l=-p1(1)*r;E=-k/(2*r);phistr=pi/2;ph=l*l/(mass*k);eps=sqrt(1+2*E*ph/k);q2=q1;p2=p1;disp('******************');disp('Anfangsbedigungen ');disp('******************');disp(' q1 p1');initcond=[q1,p1] 129



130 ANHANG A. KEPLER-PROBLEMj = 1;Zeit(j)=0;qplo1(j)=q1(1);qplo2(j)=q1(2);Energie(j)=.5/mass*p1'*p1+pot(norm(q1),k);AnaEnergie(j)=E;phi(j)=phistr;rho(j)=ph/(1+eps*cos(phi(j)-phistr));[x(j),y(j)]=pol2cart(phi(j),rho(j));dt = input('dt = ');intr = input('ir = ');rplo(j)=dt;Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),l,mass,k);for i=1:100;macro = input('macro:','s');[ir,ic] = size(macro);if ic<4disp('mindestens vier Zeichen f�ur ein Makro-Kommando!')elseif (strcmp(macro(1:4),'step') == 1);[ir,ic] = size(macro);if ic==4nsteps = 1;elsensteps = str2num(macro(7:ic));endfor i = 1:nsteps;j = j+1;Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;q1=q2;p1=p2;[resq,kt] = resinum(intr,dt,mass,k,q1,p1,q2);iter=0;while norm(resq) > tol;iter=iter+1;if iter>15disp('Divergenz: Mehr als 15 Iterationen ben�otigt!')return



131elsedq = -ktnresq;q2=q2+dq;[resq,kt]=resinum(intr,dt,mass,k,q1,p1,q2);endendp2=2*mass/dt*(q2-q1)-p1;qplo1(j)=q2(1);qplo2(j)=q2(2);Energie(j)=.5/mass*p2'*p2+pot(norm(q2),k);rplo(j)=Zeit(j);Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),l,mass,k);AnaEnergie(j)=E;phi(j)=phi(1)+0.18*Zeit(j);rho(j)=ph/(1+eps*cos(phi(j)-phistr));[x(j),y(j)]=pol2cart(phi(j),rho(j));endelseif (strcmp(macro(1:4),'dt,,') == 1);[ir,ic] = size(macro);dtstr = macro(5:ic);dt = str2num(dtstr);elseif (strcmp(macro(1:4),'tol,') == 1);[ir,ic] = size(macro);tolstr = macro(6:ic);disp('Alte Toleranz = '),disp(tol)tol = str2num(tolstr);disp('Neue Toleranz = '),disp(tol)elseif (strcmp(macro(1:4),'quit') == 1);returnelsedisp('Kein Makro-Kommando! ')disp('Verf�ugbare Makro-Kommandos :')disp('step,,n dt,,x tol,,x quit')endendKopfzeile = 'Kepler-Problem in kartesischen Koordinaten, int=';irs= num2str(intr);[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);



132 ANHANG A. KEPLER-PROBLEM[ir2,ic2] = size(irs);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = irs;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstep = ', dt=';[ir2,ic2] = size(tstep);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstep;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);dts = num2str(dt);[ir2,ic2] = size(dts);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = dts;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstr = ', t=';[ir2,ic2] = size(tstr);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstr;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);times = num2str(Zeit(j));[ir2,ic2] = size(times);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = times;figure(1)subplot(2,1,1), plot(qplo1,qplo2,'.k',x,y,'k');grid;axis square;title('x')ylabel('y')legend('numerisch','analytisch',-1);subplot(2,1,2),plot(Zeit,Energie,'.k',Zeit,AnaEnergie,'k',rplo,Vstr,'k--',0,E,'k+',Zeit(j)+dt,E,'k+');grid;xlabel('Zeit / Radius')ylabel('Energie')legend('Gesamtenergie, num.','Gesamtenergie, analyt.','Effektives Potential V(r)');axis([0 Zeit(j)+dt 2*E -2*E]);title(Kopfzeile)end*************** Vstrich.m ***************function [Vs] = Vstrich(r,l,mass,k)



133Vs = pot(r,k)+l*l/(2*mass*r*r);*************** resinum.m ***************function [resq,kt] = resinum(ir,dt,mass,k,q1,p1,q2)ngp=ir;if ir==1g1=0.5; w1=1.0;gp=g1; w=w1;elseif ir==2gg=0.577350269189626; w1=0.5;g1=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;gp=[g1, g2];w=[w1, w1];elseif ir==3gg1=0.774596669241483; gg2=0;w1=5/18; w2=4/9;g1=(1-gg1)/2;g2=(1+gg2)/2;g3=(1+gg1)/2;gp=[g1, g2, g3];w=[w1, w2, w1];elseif ir==4a = 3/7;b = 2*sqrt(1.2)/7;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;w(1) = (3-sqrt(5/6))/12;w(2) = 0.5-w(1);w(3) = w(2);w(4) = w(1);elseif ir==5a = 5/9;b = 2*sqrt(10/7)/9;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+0)/2;gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;



134 ANHANG A. KEPLER-PROBLEMgp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;c = 161/450;d = 13*sqrt(7/10)/90;w(1) = (c-d)/2;w(2) = (c+d)/2;w(3) = 64/225;w(4) = w(2);w(5) = w(1);elsedisp('Integrationsregel nicht implementiert!');returnendN(1,:)=1-gp;N(2,:)=gp;q=q1*N(1,:)+q2*N(2,:);intf=zeros(2,1);kt=zeros(2,2);for i=1:ngpnormq=norm(q(:,i));[der1,der2]=deriv(normq,k);term1=der1/normq;intf=intf+q(:,i)*term1*w(i);term2=(der2-term1)/(normq*normq);kt=kt+(diag(term1*ones(2,1))+term2*q(:,i)*q(:,i)')*N(2,i)*w(i);endvor=2*mass/dt;resq=vor*(q2-q1)-2*p1+dt*intf;kt=diag(vor*ones(2,1))+dt*kt;*************** deriv.m ***************function [y1,y2] = deriv(normq,k)y1 = k/(normq*normq);y2 =-2*k/(normq*normq*normq);*************** pot.m ***************function y = pot(normq,k)y=-k/normq;



Anhang BDUFFING-Schwinger*************** HAUPTPROGRAMM ***************format long g;clear x y q1plo v1plo q2plo v2plo Zeitclear Energie AnaEnergie Kopfzeile Zeitintervall rplo Vstrclear iteraQ1=zeros(2,1);P1=zeros(2,1);Kt =zeros(2,2);mass = 2;k = 1;tol = 1e-13;l=0;disp('Anfangsbedingung f�ur zwei Nullstellen')r=4v0=4phi=pi/4lambdainftyabs=mass/(2*k)*(v0/r)*(v0/r)+r*r/2lambda=r*r-lambdainftyabsE=k/2*lambdainftyabs*lambdainftyabsQ1(1) = r;Q1(2) = phi;P1(1) = sqrt(2*mass*(E-pot(r,k,lambda)));P1(2) = 0;Q2=Q1;P2=P1; 135



136 ANHANG B. DUFFING-SCHWINGERdisp('******************');disp('Anfangsbedingungen');disp('******************');disp(' q1 p1');initcond=[Q1,P1]j = 1;Zeit(j)=0;[x(j),y(j)]=pol2cart(Q1(2),Q1(1));q1plo(j)=Q1(1);v1plo(j)=1/mass*P1(1);q2plo(j)=Q1(2);v2plo(j)=1/(mass*Q1(1)*Q1(1))*P1(2);Minv=[1 0; 0 1/(Q1(1)*Q1(1))];Energie(j)=1/(2*mass)*P1'*Minv*P1+pot(Q1(1),k,lambda);AnaEnergie(j)=E;dt = input('Zeitschritt: dt = ');intr = input('Gauss-Punkte: ir = ');rplo(j)=dt;Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),l,mass,k,lambda);for i=1:100;Makro = input('Makro:','s');[ir,ic] = size(Makro);if ic<4disp('mindestens vier Zeichen notwendig!')elseif (strcmp(Makro(1:4),'step') == 1);[ir,ic] = size(Makro);if ic==4nsteps = 1;elsensteps = str2num(Makro(7:ic));endfor i = 1:nsteps;j = j+1;Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;Q1=Q2;P1=P2;[resq,Kt] = resinum(intr,dt,mass,lambda,k,Q1,P1,Q2);



137iter=0;while abs(resq) > tol;iter=iter+1;if iter>15disp('Iterationsabbruch: Divergenz')returnelseQ2(1) = Q2(1)-Ktnresq;[resq,Kt] = resinum(intr,dt,mass,k,lambda,Q1,P1,Q2);endenditera(j)=iter;Q2(2)=Q1(2)+dt/mass*P1(2)/(Q1(1)*Q2(1));P2(1)=2*mass/dt*(Q2(1)-Q1(1))-P1(1);P2(2)=P1(2);q1plo(j)=Q2(1);v1plo(j)=1/mass*P2(1);q2plo(j)=Q2(2);v2plo(j)=1/(mass*Q2(1)*Q2(1))*P2(2);[x(j),y(j)]=pol2cart(Q2(2),Q2(1));Minv=[1 0; 0 1/(Q2(1)*Q2(1))];Energie(j)=1/(2*mass)*P2'*Minv*P2+pot(Q2(1),k,lambda);AnaEnergie(j)=E;rplo(j)=Zeit(j);Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),l,mass,k,lambda);endelseif (strcmp(Makro(1:4),'dt,,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);dtstr = Makro(5:ic);dt = str2num(dtstr);elseif (strcmp(Makro(1:4),'tol,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);tolstr = Makro(6:ic);disp('Alte Toleranz = '),disp(tol)tol = str2num(tolstr);disp('Neue Toleranz = '),disp(tol)elseif (strcmp(Makro(1:4),'quit') == 1);



138 ANHANG B. DUFFING-SCHWINGERreturnelsedisp('Kein Makro-Kommando!')disp('Implementierten Makro-Kommandos:')disp('step,,n dt,,x tol,,x quit')endendKopfzeile = 'Duffing-Schwinger in Polarkoordinaten, int=';irs= num2str(intr);[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);[ir2,ic2] = size(irs);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = irs;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstep = ', dt=';[ir2,ic2] = size(tstep);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstep;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);dts = num2str(dt);[ir2,ic2] = size(dts);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = dts;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstr = ', t=';[ir2,ic2] = size(tstr);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstr;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);Zeitintervall = num2str(Zeit(j));[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = Zeitintervall;figure(1)subplot(2,1,1), plot(x,y,'k');grid;axis square;title(Kopfzeile);axis([-4 4 -4 4])legend('numerisch',-1);title('x');ylabel('y');subplot(2,1,2), plot(Zeit,Energie,'.k',Zeit,AnaEnergie,'k',



139rplo,Vstr,'k--',0,E,'k+',Zeit(j)+dt,E,'k+');grid;axis([0 Zeit(j) -10 90])title(Kopfzeile);xlabel('Zeit / Radius')ylabel('Energie')legend('Gesamtenergie, num.','Gesamtenergie, analyt.','Effektives Potential V(r)');figure(2)subplot(2,1,1), plot(q1plo,v1plo,'k');grid;title('r');ylabel('vr');legend('numerisch');subplot(2,1,2), plot(q2plo,v2plo,'k.');grid;title(Kopfzeile);xlabel('phi');ylabel('vphi');legend('numerisch');figure(3)plot(q1plo,itera,'k');grid;title(Kopfzeile);axis([-4.2 4.2 0 3.5]);ylabel('Iterationen');end*************** Vstrich.m ***************function [Vs] = Vstrich(r,l,mass,k)Vs = pot(r,k)+l*l/(2*mass*r*r);*************** resinum.m ***************function [resq,Kt] = resinum(ir,dt,mass,k,lambda,Q1,P1,Q2)ngp=ir;if ir==1g1=0.5; w1=1.0;gp=g1; w=w1;elseif ir==2gg=0.577350269189626; w1=0.5;



140 ANHANG B. DUFFING-SCHWINGERg1=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;gp=[g1, g2];w=[w1, w1];elseif ir==3gg1=0.774596669241483; gg2=0;w1=5/18; w2=4/9;g1=(1-gg1)/2;g2=(1+gg2)/2;g3=(1+gg1)/2;gp=[g1, g2, g3];w=[w1, w2, w1];elseif ir==4a = 3/7;b = 2*sqrt(1.2)/7;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;w(1) = (3-sqrt(5/6))/12;w(2) = 0.5-w(1);w(3) = w(2);w(4) = w(1);elseif ir==5a = 5/9;b = 2*sqrt(10/7)/9;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+0)/2;gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;c = 161/450;d = 13*sqrt(7/10)/90;w(1) = (c-d)/2;w(2) = (c+d)/2;w(3) = 64/225;w(4) = w(2);w(5) = w(1);else



141disp('Gew�ahlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert');returnendN(1,:)=1-gp;N(2,:)=gp;q=Q1(1)*N(1,:)+Q2(1)*N(2,:);Resint=0;Ktint=0;for i=1:ngp[der1,der2]=deriv(q(i),k,lambda);Resint=Resint+der1*w(i);Ktint=Ktint+der2*N(2,i)*w(i);endvor1=dt/mass;vor2=vor1*dt/2;term1=(vor1*P1(2)/(Q1(1)*Q2(1)));term1=term1*term1;term2=(Q1(1)+Q2(1))/4;resq=Q2(1)-Q1(1)-vor1*P1(1)-term1*term2+vor2*Resint;Kt=1+1/4*term1*(2*Q1(1)/Q2(1)+1)+vor2*Ktint;*************** deriv.m ***************function [y1,y2] = deriv(normq,k,lambda)y1 = 2*k*normq*(normq*normq-lambda);y2 = 2*k*(normq*normq-lambda)+4*k*normq*normq;*************** pot.m ***************function y = pot(normq,k,lambda)y=0.5*k*(normq*normq-lambda)*(normq*normq-lambda);



142 ANHANG B. DUFFING-SCHWINGER



Anhang CNichtlineares Doppelpendel
C.1 Absolute Koordinaten*************** HAUPTPROGRAMM ***************format long e;maxiter=15;clear phi1 phi2 qlana1 qlana2 v1 v2 vlana1 vlana2 Zeitclear Energie LinEnergie Kopfzeile Zeitintervallclear condKt condMst detKtQ1=zeros(2,1);P1=zeros(2,1);x1=zeros(4,1);Kt=zeros(4,4);g=9.81;mass = 2;l = 3;tol = 1e-13;vor=g*l*mass;vor1=mass*l*l;Q1(1) = 0;Q1(2) = pi/2;P1(1) = 0;P1(2) = 0;x1=[Q1; P1];maxit=0; 143



144 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELminit=maxiter;M=vor1*[5 2; 2 1];C=vor*[3 0; 0 1];qdot=MnP1;vlana1(1)=qdot(1);vlana2(1)=qdot(2);A1=1/52*(sqrt(13)+13)*(-sqrt(13)*Q1(1)+2*Q1(2)+Q1(1));A2=-1/52*(sqrt(13)-13)*(sqrt(13)*Q1(1)+2*Q1(2)+Q1(1));B1=-1/(52*g)*sqrt(l*g*(4+sqrt(13)))*(3*sqrt(13)-13)*(2*vlana2(1)-sqrt(13)*vlana1(1)+vlana1(1));B2=1/(52*g)*sqrt(l*g*(4-sqrt(13)))*(3*sqrt(13)+13)*(2*vlana2(1)+sqrt(13)*vlana1(1)+vlana1(1));omega1=sqrt((4+sqrt(13))*g/l);omega2=sqrt((4-sqrt(13))*g/l);K1=[-1/6*(-1+sqrt(13)) 1];K2=[1/6*(1+sqrt(13)) 1];Q2=Q1;P2=P1;x2=[Q2; P2];disp('-----------------------------------------------------');disp(' Nichtlineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten ');disp('-----------------------------------------------------');disp('******************');disp('Anfangsbedingungen');disp('******************');disp(' q1 p1');initcond=[Q1,P1]j = 1;Zeit(j)=0;phi1(j)=Q2(1);phi2(j)=Q2(2);schwing1=K1(1)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));



C.1. ABSOLUTE KOORDINATEN 145schwing2=K2(2)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana2(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(1)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana2(j)=schwing1+schwing2;cosdeltaq=cos(Q2(1)-Q2(2));Mdet=vor1*(4*cosdeltaq*cosdeltaq-5);Mst=1/Mdet*[-1 2*cosdeltaq; 2*cosdeltaq -5];condMst(j)=cond(Mst,inf);qdot=Mst*P2;v1(j)=qdot(1);v2(j)=qdot(2);Energie(j)=1/2*P2'*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(2))-4)qlanadot=[vlana1(j); vlana2(j)];qlana=[qlana1(j); qlana2(j)];LinEnergie(j)=1/2*qlanadot'*M*qlanadot+1/2*qlana'*C*qlanadt = input('Zeitschritt: dt = ');intr = input('Gauss-Punkte: ir = ');for i=1:100;Makro = input('Makro:','s');[ir,ic] = size(Makro);if ic<4disp('mindestens vier Zeichen notwendig!')elseif (strcmp(Makro(1:4),'step') == 1);[ir,ic] = size(Makro);if ic==4nsteps = 1;elsensteps = str2num(Makro(7:ic));



146 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELendfor i = 1:nsteps;j = j+1;Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;x1=x2;[resq,Kt] = nlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);iter=0;while norm(resq)>tol;iter=iter+1;if iter>maxiterdisp('Iterationsabbruch: Divergenz')det(Kt)returnelsedx2=-Ktnresq;x2=x2+dx2;condKt(j)=cond(Kt,inf);detKt(j)=det(Kt);[resq,Kt] = nlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);endif iter>maxitmaxit=iter;elseif iter<minitminit=iter;endendQ2=x2(1:2);P2=x2(3:4);phi1(j)=Q2(1);phi2(j)=Q2(2);schwing1=K1(1)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+



C.1. ABSOLUTE KOORDINATEN 147B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana2(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(1)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana2(j)=schwing1+schwing2;cosdeltaq=cos(Q2(1)-Q2(2));Mdet=vor1*(4*cosdeltaq*cosdelteq-5);Mst=1/Mdet*[-1 2*cosdeltaq; 2*cosdeltaq -5];condMst(j)=cond(Mst,inf);qdot=Mst*P2;v1(j)=qdot(1);v2(j)=qdot(2);Energie(j)=.5*P2'*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(2))-4);qlanadot=[vlana1(j); vlana2(j)];qlana=[qlana1(j); qlana2(j)];LinEnergie(j)=.5*qlanadot'*M*qlanadot+.5*qlana'*C*qlana;endelseif (strcmp(Makro(1:4),'dt,,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);dtstr = Makro(5:ic);dt = str2num(dtstr);elseif (strcmp(Makro(1:4),'tol,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);tolstr = Makro(6:ic);disp('Alte Toleranz = '),disp(tol)tol = str2num(tolstr);disp('Neue Toleranz = '),disp(tol);elseif (strcmp(Makro(1:4),'quit') == 1);returnelsedisp('Kein Makro-Kommando!')



148 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELdisp('Implementierten Makro-Kommandos:')disp('step,,n dt,,x tol,,x anim quit')endendKopfzeile = 'Nichtlineares Doppelpendel inabsoluten Koordinaten, int=';irs= num2str(intr);[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);[ir2,ic2] = size(irs);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = irs;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstep = ', dt=';[ir2,ic2] = size(tstep);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstep;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);dts = num2str(dt);[ir2,ic2] = size(dts);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = dts;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstr = ', t=';[ir2,ic2] = size(tstr);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstr;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);Zeitintervall = num2str(Zeit(j));[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = Zeitintervall;figure(1);subplot(4,1,1), plot(Zeit,phi1,'.k',Zeit,qlana1,'k');grid;title(Kopfzeile);ylabel('q1');legend('numerisch','lin. analyt.');subplot(4,1,2), plot(Zeit,phi2,'.k',Zeit,qlana2,'k');grid;ylabel('q2');legend('numerisch','lin. analyt.');subplot(4,1,3), plot(Zeit,LinEnergie,'k');grid;



C.1. ABSOLUTE KOORDINATEN 149ylabel('Energie ');legend('lin. analyt.');subplot(4,1,4), plot(Zeit,Energie,'.k');grid;xlabel('Zeit');ylabel('Energie ');legend('numerisch');Energie(j)LinEnergie(j)figure(2);subplot(2,1,1), plot(phi1,v1,'.k',qlana1,vlana1,'k');title(Kopfzeile);grid;ylabel('v1');xlabel('q1');legend('numerisch','lin. analyt.');subplot(2,1,2), plot(phi2,v2,'.k',qlana2,vlana2,'k');grid;ylabel('v2');xlabel('q2');legend('numerisch','lin. analyt.');figure(4);subplot(2,1,1), plot(Zeit,condKt,'k',Zeit,condMst,'--k');title(Kopfzeile);grid;ylabel('condinfty')xlabel('Zeit');legend('Kt','Minvnlin');detKt(1)=detKt(2);subplot(2,1,2), plot(Zeit,detKt,'k');grid;ylabel('det')xlabel('Zeit');legend('Kt');disp('Maximale Iterationstiefe : '), disp(maxit)disp('Minimale Iterationstiefe : '), disp(minit)disp('Durchschnittliche Iterationstiefe : ')durch=1/2*(maxit+minit)



150 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELend*************** nlinresinum.m ***************function [resq,Kt] = nlinresinum(ir,dt,mass,g,l,x1,x2)ngp=ir;if ir==1g1=0.5; w1=1.0;gp=g1; w=w1;elseif ir==2gg=0.577350269189626; w1=0.5;g1=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;gp=[g1, g2];w=[w1, w1];elseif ir==3gg1=0.774596669241483; gg2=0;w1=5/18; w2=4/9;g1=(1-gg1)/2;g2=(1+gg2)/2;g3=(1+gg1)/2;gp=[g1, g2, g3];w=[w1, w2, w1];elseif ir==4a = 3/7;b = 2*sqrt(1.2)/7;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;w(1) = (3-sqrt(5/6))/12;w(2) = 0.5-w(1);w(3) = w(2);w(4) = w(1);elseif ir==5a = 5/9;b = 2*sqrt(10/7)/9;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+0)/2;gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;



C.1. ABSOLUTE KOORDINATEN 151gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;c = 161/450;d = 13*sqrt(7/10)/90;w(1) = (c-d)/2;w(2) = (c+d)/2;w(3) = 64/225;w(4) = w(2);w(5) = w(1);elsedisp('Gew�ahlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert');returnendN(1,:)=1-gp;N(2,:)=gp;p=zeros(2,ngp);q=zeros(2,ngp);p=x1(3:4)*N(1,:)+x2(3:4)*N(2,:);q=x1(1:2)*N(1,:)+x2(1:2)*N(2,:);Resint=zeros(4,1);Kt=zeros(4,4);K=zeros(4,4);M=zeros(4,4);KA=zeros(2,2);KB=zeros(2,2);KC=zeros(2,2);K31=0;vor=1/(mass*l*l);vor1=g*l*mass;for i=1:ngpc=cos(q(1,i)-q(2,i));s=sin(q(1,i)-q(2,i));o=4*c*c-5;u=[-4*c 4*c*c+5];v=[4*c*c+5 -20*c];f1=-48*c*c*s*s-20*s*s-16*c*c*c*c+20*c*c;f2=-240*c*c*s*s-100*s*s-80*c*c*c*c+100*c*c;h=c*(16*c*c*c*c-25+32*s*s*c*c+120*s*s);A31=[f1 h; h f2];



152 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELKA(1,1)=KA(1,1) + (-2*s/(o*o))*u*p(:,i)*N(2,i)*w(i);KA(2,1)=KA(2,1) + (-2*s/(o*o))*v*p(:,i)*N(2,i)*w(i);KB(1,1)=KB(1,1) + 1/o*N(2,i)*w(i);KB(1,2)=KB(1,2) + (-2)*c/o*N(2,i)*w(i);K31=K31 + 1/(o*o*o)*p(:,i)'*A31*p(:,i)*N(2,i)*w(i);M(3,1)=M(3,1) + 3*cos(q(1,i))*N(2,i)*w(i);M(4,2)=M(4,2) + cos(q(2,i))*N(2,i)*w(i);ResA=[-1 2*c; 2*c -5];ResB=[u; v];Resc=[3*sin(q(1,i)); sin(q(2,i))];dHdp=vor*1/o*ResA*p(:,i);dHdq=vor*s/(o*o)*[p(:,i)'; -p(:,i)']*ResB*p(:,i)+vor1*Resc;Resint=Resint+[-dHdp; dHdq]*w(i);endresq=x2-x1+dt*Resint;KA(1,2)=-KA(1,1);KA(2,2)=-KA(2,1);KB(2,1)=KB(1,2);KB(2,2)=5*KB(1,1);KC=[K31 -K31; -K31 K31];K=[KA KB; KC -KA'];Kt=diag(ones(4,1))+dt*(vor*K+vor1*M);C.2 Relative Koordinaten*************** HAUPTPROGRAMM ***************format long e;clear phi1 phi2 qlana1 qlana2 v1 v2 vlana1 vlana2 Zeitclear Energie LinEnergie Kopfzeile Zeitintervallclear condKt condMst detKtQ1=zeros(2,1);P1=zeros(2,1);x1=zeros(4,1);Kt=zeros(4,4);g=9.81;mass = 2;



C.2. RELATIVE KOORDINATEN 153l = 3;tol = 1e-13;vor=g*l*mass;vor1=l*l*mass;Q1(1) = 0;Q1(2) = pi/2;P1(1) = 0;P1(2) = 0;x1=[Q1; P1];maxit=0;minit=16;M=vor1*[10 3; 3 1];C=vor*[4 1; 1 1];qdot=MnP1;vlana1(1)=qdot(1);vlana2(1)=qdot(2);A1=-1/52*(-13+3*sqrt(13))*(2*Q1(1)-3*Q1(2)-sqrt(13)*Q1(2));A2=1/52*(3*sqrt(13)+13)*(2*Q1(1)-3*Q1(2)+sqrt(13)*Q1(2));B1=-1/(78*g)*sqrt(l*g*(4+sqrt(13)))*(4*sqrt(13)-13)*(2*vlana2(1)+vlana1(1)*(-sqrt(13)+3));B2=1/(78*g)*sqrt(l*g*(4-sqrt(13)))*(4*sqrt(13)+13)*(vlana1(1)*(3+sqrt(13))+2*vlana2(1));omega1=sqrt((4+sqrt(13))*g/l);omega2=sqrt((4-sqrt(13))*g/l);K1=[1; -1/2*(3+sqrt(13))];K2=[1; 1/2*(-3+sqrt(13))];Q2=Q1;P2=P1;x2=[Q2; P2];disp('-----------------------------------------------------');disp(' Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten ');disp('-----------------------------------------------------');disp('*******************');disp('Anfangsbedingungen');disp('*******************');disp(' q1 p1');initcond=[Q1,P1]j = 1;



154 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELZeit(j)=0;phi1(j)=Q2(1);phi2(j)=Q2(2);schwing1=K1(1)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana2(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(1)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana2(j)=schwing1+schwing2;vdet=vor1*(-5+4*cos(Q2(2))*cos(Q2(2)));Mst=1/vdet*[-1 1+2*cos(Q2(2)); 1+2*cos(Q2(2)) -6-4*cos(Q2(2))];qdot=Mst*P2;v1(j)=qdot(1); v2(j)=qdot(2);condMst(j)=cond(Mst,inf);Energie(j)=.5*P2'*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(1)+Q2(2))-4)qlanadot=[vlana1(j); vlana2(j)];qlana=[qlana1(j); qlana2(j)];LinEnergie(j)=.5*qlanadot'*M*qlanadot+.5*qlana'*C*qlana;dt = input('Zeitschritt: dt = ');intr = input('Gauss-Punkte: ir = ');for i=1:100;Makro = input('Makro:','s');[ir,ic] = size(Makro);if ic<4



C.2. RELATIVE KOORDINATEN 155disp('mindestens vier Zeichen notwendig!')elseif (strcmp(Makro(1:4),'step') == 1);[ir,ic] = size(Makro);if ic==4nsteps = 1;elsensteps = str2num(Makro(7:ic));endfor i = 1:nsteps;j = j+1;Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;x1=x2;[resq,Kt] = rnlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);iter=0;while norm(resq)>tol;iter=iter+1;if iter>15disp('Iterationsabbruch: Divergenz')returnelsedx2 = -Ktnresq;x2 = x2 + dx2;condKt(j) = cond(Kt,inf);detKt(j) = det(Kt);[resq,Kt] = rnlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);endif iter>maxitmaxit=iter;elseif iter<minitminit=iter;endendQ2=x2(1:2);P2=x2(3:4);phi1(j)=Q2(1);phi2(j)=Q2(2);schwing1=K1(1)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+



156 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELB1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*(A1*cos(omega1*Zeit(j))+B1*sin(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*(A2*cos(omega2*Zeit(j))+B2*sin(omega2*Zeit(j)));qlana2(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(1)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(1)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana1(j)=schwing1+schwing2;schwing1=K1(2)*omega1*(-A1*sin(omega1*Zeit(j))+B1*cos(omega1*Zeit(j)));schwing2=K2(2)*omega2*(-A2*sin(omega2*Zeit(j))+B2*cos(omega2*Zeit(j)));vlana2(j)=schwing1+schwing2;vdet=vor1*(-5+4*cos(Q2(2))*cos(Q2(2)));Mst=1/vdet*[-1 1+2*cos(Q2(2)); 1+2*cos(Q2(2)) -6-4*cos(Q2(2))];qdot=Mst*P2;v1(j)=qdot(1);v2(j)=qdot(2);condMst(j)=cond(Mst,inf);Energie(j)=.5*P2'*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(1)+Q2(2))-4);qlana=[qlana1(j); qlana2(j)];qlanadot=[vlana1(j); vlana2(j)];LinEnergie(j)=.5*qlanadot'*M*qlanadot+1/2*qlana'*C*qlana;endelseif (strcmp(Makro(1:4),'dt,,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);dtstr = Makro(5:ic);dt = str2num(dtstr);elseif (strcmp(Makro(1:4),'tol,') == 1);[ir,ic] = size(Makro);tolstr = Makro(6:ic);disp('Alte Toleranz = '),disp(tol)



C.2. RELATIVE KOORDINATEN 157tol = str2num(tolstr);disp('Neue Toleranz = '),disp(tol);elseif (strcmp(Makro(1:4),'quit') == 1);returnelsedisp('Kein Makro-Kommando!')disp('Implementierten Makro-Kommandos:')disp('step,,n dt,,x tol,,x anim quit')endendKopfzeile = 'Nichtlineares Doppelpendel inrelativen Koordinaten, int=';irs= num2str(intr);[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);[ir2,ic2] = size(irs);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = irs;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstep = ', dt=';[ir2,ic2] = size(tstep);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstep;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);dts = num2str(dt);[ir2,ic2] = size(dts);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = dts;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);tstr = ', t=';[ir2,ic2] = size(tstr);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = tstr;[ir1,ic1] = size(Kopfzeile);Zeitintervall = num2str(Zeit(j));[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);Kopfzeile(ic1+1:ic1+ic2) = Zeitintervall;figure(1);subplot(4,1,1), plot(Zeit,phi1,'.k',Zeit,qlana1,'k');grid;title(Kopfzeile);ylabel('q1');legend('numerisch','lin. analyt.');



158 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELsubplot(4,1,2), plot(Zeit,phi2,'.k',Zeit,qlana2,'k');grid;ylabel('q2');legend('numerisch','lin. analyt.');subplot(4,1,3), plot(Zeit,LinEnergie,'k');grid;ylabel('Energie');legend('lin. analyt.');subplot(4,1,4), plot(Zeit,Energie,'.k');grid;xlabel('Zeit');ylabel('Energie');legend('numerisch');Energie(j)figure(2);subplot(2,1,1), plot(phi1,v1,'.k',qlana1,vlana1,'k');title(Kopfzeile);grid;ylabel('v1');xlabel('q1');legend('numerisch','lin. analyt.');subplot(2,1,2), plot(phi2,v2,'.k',qlana2,vlana2,'k');grid;ylabel('v2');xlabel('q2');legend('numerisch','lin. analyt.');figure(4);subplot(2,1,1), plot(Zeit,condKt,'k',Zeit,condMst,'--k');title(Kopfzeile);grid;ylabel('condinfty')xlabel('Zeit');legend('Kt','Minvnlin');detKt(1)=detKt(2);subplot(2,1,2), plot(Zeit,detKt,'k');grid;ylabel('det')xlabel('Zeit');



C.2. RELATIVE KOORDINATEN 159legend('Kt');disp('Maximale Iterationstiefe : '), disp(maxit)disp('Minimale Iterationstiefe : '), disp(minit)disp('Durchschnittliche Iterationstiefe : ')durch=1/2*(maxit+minit)end*************** rnlinresinum.m ***************function [resq,Kt] = rnlinresinum(ir,dt,mass,g,l,x1,x2)ngp=ir;if ir==1g1=0.5; w1=1.0;gp=g1; w=w1;elseif ir==2gg=0.577350269189626; w1=0.5;g1=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;gp=[g1, g2];w=[w1, w1];elseif ir==3gg1=0.774596669241483; gg2=0;w1=5/18; w2=4/9;g1=(1-gg1)/2;g2=(1+gg2)/2;g3=(1+gg1)/2;gp=[g1, g2, g3];w=[w1, w2, w1];elseif ir==4a = 3/7;b = 2*sqrt(1.2)/7;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;w(1) = (3-sqrt(5/6))/12;w(2) = 0.5-w(1);w(3) = w(2);w(4) = w(1);elseif ir==5a = 5/9;



160 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDELb = 2*sqrt(10/7)/9;gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;gp(3) = (1+0)/2;gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;c = 161/450;d = 13*sqrt(7/10)/90;w(1) = (c-d)/2;w(2) = (c+d)/2;w(3) = 64/225;w(4) = w(2);w(5) = w(1);elsedisp('Gew�ahlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert');returnendN(1,:)=1-gp;N(2,:)=gp;p=zeros(2,ngp);q=zeros(2,ngp);p=x1(3:4)*N(1,:)+x2(3:4)*N(2,:);q=x1(1:2)*N(1,:)+x2(1:2)*N(2,:);Resint=zeros(4,1);Kt=zeros(4,4);K=zeros(4,4);M=zeros(4,4);vor=1/(mass*l*l);vor1=g*l*mass;for i=1:ngpc=cos(q(2,i));s=sin(q(2,i));st=sin(q(1,i)+q(2,i));ct=cos(q(1,i)+q(2,i));o=-5+4*c*c;u1=[-4*c 4*c+4*c*c+5];v1=[4*c+4*c*c+5 -10-24*c-8*c*c];b1=1+2*c;



C.2. RELATIVE KOORDINATEN 161b2=-6-4*c;f1=-16*c*c*c*c+20*c*c-20*s*s-48*s*s*c*c;f2=-240*s*s*c-32*c*c*c*c*c-96*c*c*c*c+120*c*c-120*s*s+50*c-288*s*s*c*c-64*s*s*c*c*c;h=120*s*s*c-20*c*c+20*s*s-25*c+48*s*s*c*c+32*s*s*c*c*c+16*c*c*c*c+16*c*c*c*c*c;A42=[f1 h; h f2];K(1,2)=K(1,2)+(-2*s/(o*o))*u1*p(:,i)*N(2,i)*w(i);K(1,3)=K(1,3)+1/o*N(2,i)*w(i);K(1,4)=K(1,4)+(-b1/o)*N(2,i)*w(i);K(2,2)=K(2,2)+(-2*s/(o*o))*v1*p(:,i)*N(2,i)*w(i);K(2,3)=K(1,4);K(2,4)=K(2,4)+(-b2/o)*N(2,i)*w(i);K(4,2)=K(4,2)+1/(o*o*o)*p(:,i)'*A42*p(:,i)*N(2,i)*w(i);K(4,3)=-K(1,2);K(4,4)=-K(2,2);M(3,1)=M(3,1)+(3*cos(q(1,i))+ct)*N(2,i)*w(i);M(3,2)=M(3,2)+ct*N(2,i)*w(i);M(4,1)=M(3,2);M(4,2)=M(3,2);Hp=[-1 b1; b1 b2];Hq=[3*sin(q(1,i))+st; st];Hq2=[u1; v1];dHdq2=vor*s/(o*o)*p(:,i)'*Hq2*p(:,i);dHdp=vor/o*Hp*p(:,i);dHdq=[0; dHdq2]+vor1*Hq;Resint=Resint + [-dHdp; dHdq]*w(i);endresq=x2-x1+dt*Resint;Kt=diag(ones(4,1))+dt*(vor*K+vor1*M);
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Anhang DAufgabenstellungStudienarbeit im Fach Finite ElementeNumerische Untersuchungen diskreter dynamischer Systeme imRahmen der Petrov-Galerkin-MethodeBearbeiter: Michael Gro� Matrikelnummer: 319 545Betreuer: Dr.-Ing. P. BetschIm Rahmen der Hamiltonschen Mechanik sollen dynamische Systeme mitHilfe von Zeitintegrationsverfahren numerisch untersucht werden. Hierbeisollen Finite Elemente in der Zeit verwendet werden, die auf einer Petrov-Galerkin Formulierung der kanonischen Gleichungen von Hamilton ba-sieren.F�ur die Einarbeitung in die Thematik werden folgende Unterlagen und Da-teien zur Verf�ugung gestellt:� Das Manuskript [1] in dem die Grundlagen der Petrov-Galerkin-Finite-Elemente-Methode zur Integration der Bewegungsgleichungenim Rahmen der Hamiltonschen Mechanik beschrieben werden.� Ein Matlab-Programm zur numerischen Simulation der Dynamik ei-nes mathematischen Pendels bei gro�en Auslenkungen sowie einMat-lab-Programm zur Berechnung des Kepler-Problems.163



164 ANHANG D. AUFGABENSTELLUNGDarauf aufbauend sollen die folgenden Punkte untersucht werden:� Das vorhandene Matlab-Programm zum Kepler-Problem soll aufweitere Potentialfunktionen f�ur das Zweik�orperproblem erweitert wer-den. Entsprechend Goldstein [7] f�uhrt neben dem Potential V (r) =�k=r f�ur das Kepler-Problem nur noch das `Hooksche Potential'V (r) = �12kr2 (D.1)auf eine geschlossene Bahnkurve. Beide Potentialfunktionen und diejeweils berechneten Bahnkurven sollen miteinander verglichen werden.� Au�erdem soll die PotentialfunktionV (r) = 12k[r2 � 1]2 (D.2)implementiert und numerisch untersucht werden. Insbesondere sollenhier die Werte k = 1000 und k = 106 f�ur die Konstante in (D.2)betrachtet werden.� Das urspr�ungliche Matlab-Programm basiert auf einer Formulierungdes Zweik�orperproblems in kartesischen Koordinaten, d.h. es werdendie kartesischen Koordinaten xi sowie die Koe�zienten des Impulsespi = m _xi, i = 1; 2; 3 als Freiheitsgrade verwendet. Alternativ hierzusoll nun das reduzierte Problem in ebenen Polarkoordinaten formuliertund numerisch umgesetzt werden. Es soll untersucht werden, ob diereduzierte Darstellung Vorteile, insbesondere im Hinblick auf die Nu-merik, mit sich bringt.



ZusammenfassungDiese Arbeit behandelt zwei Beispiele f�ur die Anwendung des, von P. Betschund P. Steinmann im Rahmen der Petrov-Galerkin-Finite-Elemente-Methode entwickelten, Zeitschrittverfahrens zur numerischen L�osung derHa-miltonschen kanonischen Gleichungen. Die Beispiele sind beide konservati-ve, autonome Zwei-Massenpunktsysteme, welche sich formal durch ihre Ne-benbedingungen unterscheiden.Die Begr�undung f�ur die numerische Berechnung im Rahmen der Hamil-tonschen Mechanik liegt in der Tatsache, da� die Hamiltonschen kanoni-schen Gleichungen, sprich die Bewegungsgleichungen, ein System gew�ohnli-cher Di�erentialgleichungen erster Ordnung sind. Nur Systeme erster Ord-nung f�uhren bei Anfangswertproblemen im Galerkin-Verfahren zu Ansatz-funktionen, die gleiche Kontinuit�at wie die Testfunktionen besitzen. DieAns�atze f�ur die L�osungsfunktionen und die Testfunktionen sind im Rah-men der Petrov-Galerkin-Methode Lagrange-Polynome unterschiedli-chen Grades. Dabei k�onnen im Gegensatz zu den L�osungsfunktionen dieTestfunktionen diskontinuierlich verlaufen. In dieser Arbeit erfolgt eine Be-schr�ankung auf lineare L�osungsfunktionen. Ein wesentlicher Vorteil des hierangewendeten Zeitschrittverfahrens ist, da� die Hamilton-Funktion H f�urautonome dynamische Systeme in jedem Zeitschritt erhalten bleibt. F�urkonservative, autonome Systeme ist das gleichbedeutend mit einer Energie-erhaltung T + V = const. Dies ist in diesen Sonderf�allen ein Beweis f�ur dienumerische Stabilit�at des Verfahrens und physikalisch gesehen eine M�oglich-keit die Konsistenz der L�osungen zu �uberpr�ufen.Das erste Beispiel ist das Zweik�orperproblem, welches ein System ohne Zwangs-bedingungen darstellt. Dabei reduziert sich die Betrachtung des, anfangsr�aumlichen, Zwei-Massenpunktproblems auf die Betrachtung einer ebenenBewegung einer sogenannten reduzierten Masse in einem Zentralkraftfeld.In dem Problem wird von einem konservativen Kraftfeld ausgegangen. Die165



166 ZUSAMMENFASSUNGWahl der Potentiale des konservativen Zentralkraftfeldes f�allt allgemein aufPolynome in r, dem Abstand der beiden Massenpunkte des urspr�unglichenZweik�orperproblems voneinander. Von Interesse ist hier die Bahn der ebenenEink�orperbewegung bzgl. des Koordinatenursprunges. Dazu wird die ana-lytische Bestimmung der Bahngleichung in Polarkoordinaten auf die L�osungeines Integrals reduziert. Eine Untersuchung auf L�osbarkeit dieses Integralsin Abh�angigkeit des Polynomexponenten ergibt, da� nur wenige Integraleanalytisch l�osbar sind. Dabei gliedern sich die analytisch l�osbaren Integralein zwei Typen:1. Integrale die mittels elliptischen Funktionen zu l�osen sind, und2. Integrale deren L�osung eine trigonometrische Funktion ergeben.Unter den zweiten Punkt fallen nur die zwei bekanntesten Potentiale: dasKepler-Potential und das Hooke-Potential des harmonischen Schwingers.Nur f�ur die Bahnen dieser beiden Potentiale wird eine geschlossene Bahnkur-ve best�atigt. Bei anderen Potentialen ist mittels der graphischen Methodedes e�ektiven Potentials h�ochstens eine begrenzte Bahn feststellbar. Die Be-stimmungsgleichungen des Zeitschrittverfahrens f�ur die Knotenwerte werdenin kartesischen und in polaren Koordinaten aufgestellt. Bei der allgemei-nen L�osung in Polarkoordinaten f�uhrt eine zus�atzliche Erhaltungsgr�o�e aufeine skalare Iteration, w�ahrend eine L�osung mit kartesischen Koordinatengenerell eine Iteration in zwei Variablen erfordert. Dagegen wird bei kar-tesischen Koordinaten das Zeitschrittverfahren nur durch ein nichtlinearesPotential nichtlinear und erfordert dadurch eine iterative L�osung. Bei derL�osung in Polarkoordinaten ist das Zeitschrittverfahren generell nichtline-ar. Beim Kepler-Potential sind bei der analytische L�osung zwischen vierBahnformen zu di�erenzieren:� Eine hyperbolische,� eine parabolische,� eine elliptische Bahn und eine� KreisbahnDies best�atigt die numerische L�osung in kartesischen Koordinaten nach demdie entsprechenden Anfangswerte mittels der Methode des e�ektiven Poten-tials bestimmt wurden. Die physikalische Unterscheidung erfolgt beim Kep-ler-Potential an Hand der Gesamtenergie. Das Hooke-Potential erfordert



167eine Unterscheidung nach der Potentialkonstanten. Dies veri�ziert ein Feder-Masse-Modell f�ur die Eink�orperbewegung, denn die Potentialkonstante ent-spricht in diesem Modell der Stei�gkeit der linearen Spiralfeder. Auch hiersind nach der analytischen L�osung vier Bahnformen zu unterscheiden:� Hyperbel� Gerade� Ellipse� KreisDie Kr�ummung der hyperbolischen Bahnkurve besitzt eine dem Kepler-Potential entgegengesetzte Bahnkr�ummung. Die Ellipsen liegen beim Hoo-ke-Potential konzentrisch zum Ursprung des Koordinatensystems, beimKep-ler-Potential liegt der Koordinatenursprung in einem Brennpunkt. Als Bei-spiel eines Potentials f�ur o�ene Bahnkurven wurde das lineare Potential nu-merisch untersucht. Neben der Kreisbahn und der hyperbolischen Bahnkur-ve liegt hier eine begrenzte Bahnkurve vor, die innerhalb eines Kreisringesverl�auft. Der Sonderfall einer geradlinigen Bahn der reduzierten Masse istmathematisch ebenfalls enthalten. Die Unterscheidung erfolgt hier nach derGesamtenergie �uber die Methode des e�ektiven Potentials. Ein Beispiel f�ureine Superposition der angesprochenen Grundtypen ist das binomiale Poten-tial. Es kann ebenfalls durch ein Feder-Masse-Modell veranschaulicht werden.Dabei ist aber im Gegensatz zum Hooke-Potential die Spiralfeder progres-siv. Die Bahnformen sind in, zum linearen Potential analoge Bahntypen,zu unterteilen. Als Sonderfall der ebenen Bewegung der reduzierten Massein einem Zentralkraftfeld mit dem binomialen Potential, ist die eindimensio-nale Bewegung des Duffing-Schwingers. Hier erfolgt eine analytische undnumerische Berechnung der Phasenkurven, wobei erstmals die numerischeL�osung in Polarkoordinaten angewendet wird. Die Phasenkurven sind nachder Anzahl der Nullstellen in der Phasenebene in drei Typen zu untertei-len. Dabei f�allt bei einem Phasenkurventyp auf, da� die numerische L�osungdie De�nition der Polarkoordinaten verletzt und negative Radien berech-net. Eine �Uberpr�ufung der Bewegungsgleichungen ergibt jedoch, da� dieser"Sch�onheitsfehler" analytisch begr�undet ist und aus der Wahl polarer Koor-dinaten herr�uhrt.Das zweite und letzte Anwendungsbeispiel des Zeitschrittverfahrens ist ein



168 ZUSAMMENFASSUNGebenes mathematisches Doppelpendel mit gleichen Massen und Pendell�angen.Die Bewegung wird in Absolut- und Relativwinkel betrachtet. Zuerst er-folgt eine analytische und numerische Berechnung des linearen Doppelpen-dels, welches sich durch lineare R�uckstellkr�afte auszeichnet. Die analytischeL�osung wird im Rahmen der Lagrangeschen Mechanik mittels der La-grangeschen Gleichungen 2. Art durchgef�uhrt. Konkrete Beispiele f�ur dienumerische Berechnung bilden die erste und zweite Eigenform und eine belie-bige kleine Auslenkung des Doppelpendels. Dabei erfolgt die Berechnung desZeitverlaufes der L�osungen und der Darstellung der Phasenebenen. Die Ener-gieerhaltung und ein qualitativer Vergleich mit theoretischen Erkenntnissenbest�atigt die numerischen Berechnungen. Das nichtlineare Doppelpendel,d.h. die Zulassung gro�er Auslenkungen, beschr�ankt die Betrachtung aufeine numerische L�osung. Hierbei wird die analytische L�osung des linearenDoppelpendels als Vergleich in die Rechnerschriebe eingebunden. Es wird ei-ne konkrete Anfangsbedingung untersucht. Abschlie�end wird ein Vergleichzwischen Absolut- und Relativwinkel herbeigef�uhrt. Der Vergleich erbringtVor- bzw. Nachteile in Bezug auf die iterative L�osung des Zeitschrittverfah-rens beim Doppelpendel.
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