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Einleitung

Thematik dieser Arbeit ist die Implementierung und Anwendung des, von
P. BErscH und P. STEINMANN [1] im Rahmen der PETROV-GALERKIN-
Finite-Elemente-Methode entwickelten, Zeitschrittverfahrens zur numerischen
Losung von Bewegungsgleichungen diskreter dynamischer Systeme. Die Im-
plementierung und Durchfiihrung numerischer Beispielrechnungen erfolgte
unter MATLAB 5.0 (siche Anhang D).

Das GALERKIN-Verfahren ist ein Naherungsverfahren zur Lésung von Inte-
gralgleichungen und im allgemeinen partieller Differentialgleichungen mittels
einer Bilinearform iiber geeigneten Funktionenriumen U (Ansatzfunktions-
raum) und V' (Testfunktionsraum). Im Gegensatz zur BUBNOV-GALERKIN-
Methode, die identische Funktionenrdume U und V' verwendet, sind bei der
PETROV-GALERKIN-Methode die Funktionenrdume unterschiedlich [2].

Das Zeitschrittverfahren geht aus der Anwendung der PETROV-G ALERKIN-
Methode auf die kanonischen HAMILTONschen Gleichungen hervor, die Sy-
steme gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen, und
zdahlt zu den Zeitschritt-Algorithmen die vom Ansatz her Energie-erhaltend
sind [1].

Die numerisch und zum Teil analytisch berechneten Beispiele beziehen sich
auf zwei konservative, autonome Zwei-Massenpunktsysteme, die sich formal
durch ihre Nebenbedingungen unterscheiden:

1. Als Beispiel eines Systems ohne jegliche Zwangsbedingungen wird das
Zweikorperproblem untersucht, welches die Bewegung zweier Massen-
punkte im Raum beschreibt. Dabei wirken keine dufleren Kréfte auf
das System, sondern es besteht nur eine gegenseitige Einflufnahme der
Massenpunkte.

2. Ein System mit holonomen Zwangsbedingungen représentiert hier das
ebene Doppelpendel im Anzugsbereich der Schwerkraft in Erdnéhe.
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Bei dem Zweikorperproblem werden die Bahnkurven unterschiedlicher Po-
tentiale V' des konservativen Kraftfeldes ermittelt. Zum Teil geht einer nu-
merischen Lésung der Bahnkurve eine analytische Losung vorweg. Die nu-
merischen Berechnungen werden iiberwiegend in kartesischen Koordinaten
durchgefiihrt. Als Sonderfall des, hier so bezeichneten, binomialen Potenti-
als geht der DUFFING-Schwinger hervor [3], dessen Phasenkurven analytisch
und numerisch in Polarkoordinaten berechnet werden.

Die Behandlung des Doppelpendels reduziert sich letztendlich auf die Be-
handlung einer einfachen Konstellation. Die Bewegungsgleichungen werden
unter Verwendung von Absolutwinkeln und Relativwinkeln aufgestellt. Fiir
das linearisierte System erfolgt neben der numerischen Losung auch eine ana-
lytische Losung. Abschlieend erfolgt ein Vergleich der numerischen Losung
mittels Absolutwinkel bzw. Relativwinkel hinsichtlich der Numerik.



Kapitel 1

Das Zeitschrittverfahren

Allgemein werden hier dynamische N-Massenpunktsysteme betrachtet, die
k holonomen Zwangsbedingungen unterliegen [1]. Folglich besitzen die be-
trachteten Systeme n = 3 N — k Freiheitsgrade, die durch n generalisierte
Koordinaten ¢; (i = 1,...,n) beschrieben werden. Jede Koordinate ¢; stellt
eine Komponente eines Vektors q in einem n-dimensionalen Konfigurations-
raum dar.

Weiterhin soll das betrachtete System konservativ sein, d.h. die generalisier-
ten Kriifte (); ergeben sich aus einem Potential V' = V(q, t) das explizit von
der Zeit abhéngen kann:

Q=—0qV (1.1)

Die Funktion T = T'(q, q,¢) mit den generalisierten Geschwindigkeiten q =
dq/dt sei die kinetische Energie des Systems.

Derartige Systeme werden iiblicherweise im Rahmen der LAGRANGEschen
Mechanik behandelt. Hier folgen aus der LAGRANGE-Funktion L =T —V
die LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art:

%Gh@—ihL:O (1.2)

Die Bewegungsgleichungen (1.2) bilden ein System von n nichtlinearen gewhn-
lichen Differentalgleichungen zweiter Ordnung der Form

q+f(q,q,t) =0 (1.3)
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1.1 Die schwache Form

Da die LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art Differentialgleichungen zweiter
Ordnung liefern, sind sie aber fiir die Losung mit dem GALERKIN-Verfahren
schlecht geeignet. Dies zeigt die folgende Rechnung:

Der erste Schritt zur Losung der Gln. (1.2) mit dem GALERKIN-Verfahren
ist die Bildung einer Bilinearform [4, 5] im betrachteten Zeitbereich I =
[to, to + T'] mit der Testfunktion dq:

/tto+T <% (6qL) — 6qL> dqdt =0 (1.4)

Die Gl. (1.4) nennt man die schwache Form der Gl. (1.2).

Die Kontinuitdtsanforderungen an die Losungsfunktion und die Testfunktion
sind in GL. (1.4) unterschiedlich. Aus diesem Grund wird durch eine partielle
Integration des ersten Termes von Gl. (1.4) eine symmetrische schwache Form
herbeigefiihrt:

to+T
—/ (04L - 64+ dqL - 6q) dt = 0 (1.5)

to to

Die schwache Form in GI. (1.5) stellt zwar gleiche Kontinuitétsanforderungen,
enthélt aber einen Randterm fiir ¢ = to + 7. Da aber Bewegungsgleichungen
keine Randwertprobleme darstellen, sondern lediglich Anfangswertprobleme
ist diese schwache Form nicht sinnvoll.
Es gilt somit eine Form der Bewegungsgleichungen zu finden, die ohne par-
tielle Integration gleiche Kontinuitédtsanforderungen an die Losungsfunktion
und die Testfunktion stellt.
Aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen ist bekannt [2], daf
jedes Differentialgleichungssystem beliebiger Ordnung durch die Einfiihrung
neuer Variablen auf ein dquivalentes Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung zuriickgefithrt werden kann. Ein solches Differentialgleichungsystem
erster Ordnung erfordert keine partielle Integration.
Nach Gl. (1.2) bietet sich die Einfiihrung einer Variablen p an, mit der De-
finition:

p = 0yL (1.6)

Zu bemerken ist, dafl in der LAGRANGEschen Mechanik so der generalisierte
Impuls p definiert ist [6, 7, 8].
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Ferner wird vorrausgesetzt, dal Gl. (1.6) nach der generalisierten Geschwin-
digkeit ¢ auflésbar ist. Somit kann der generalisierte Impuls p als neue
Variable eingefiihrt werden und ersetzt mit Gl. (1.6) die generalisierte Ge-
schwindigkeit q.

p—dgl =0 (1.7)

Da aber die LAGRANGE-Funktion L = L(q, q,t) noch von der generalisierten
Geschwindigkeit abhéingt, mufl eine Variablentransformation durchgefiihrt
werden. Eine Transformation einer Variablen ¢ in eine Variable p nach
der Definition in Gl. (1.6), kann allgemein, d.h. bei einer noch unbekann-
ten LAGRANGE-Funktion, mittels einer LEGENDRE-Transformation durch-
gefithrt werden [6]. Danach entsteht eine neue Funktion H = H(q, p, t):

H(Qapat) ::q'p_L((L(.Lt) (18)

Die entstandene Funktion H(q, p,t) heiit HAMILTON-Funktion.

Die Aquivalenz der Variablensitze (q,q) und (q,p) fordert die Aquivalenz
der totalen Differentiale beider Seiten der Gl. (1.8). Das totale Differential
der linken Seite ist:

H
dH = dqH dq+ 0pH dp+aa—tdt (1.9)

Die rechte Seite von GIl. (1.8) fithrt unter Beriicksichtigung von Gl. (1.6) auf
das folgende totale Differential:

oL
dH = ~0qL dq -+ qdp — - di (1.10)

Ein Vergleich der Koeffizienten von GI1.(1.9) mit Gl. (1.10) ergibt:

sowie - 9L
—_— = —— 1.12
ot ot ( )

Nach Einsetzen der Gl. (1.7) in die Gln. (1.11) folgt:

a = OpH (1.13)
p = —0qH (1.14)
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Die Gln. (1.13) und (1.14) nennt man wegen der formalen Einfachheit und
Symmetrie kanonische HAMILTONsche Gleichungen [8]. Sie sind zu den LA-
GRANGEschen Gleichungen 2. Art dquivalent und bilden demzufolge die ge-
suchten Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die HAMILTON-Funktion H und die kanonischen HAMILTONschen Gleichun-
gen bilden das Fundament der HAMILTONschen Mechanik. Die HAMIL-
TONsche Mechanik beschreibt ein System in einem 2n-dimensionalen Pha-
senraum, der von den 2n unabhingigen Koordinaten ¢;, p; (i = 1,...,n)
aufgespannt wird [7].

Die schwachen Formen der kanonischen HAMILTONschen Gleichungen sind:

to+T
/to (4—0pH) dpdt =0 und (1.15)
/t:O+T (b +0qH) dqdt =0 (1.16)

Gleichsetzen der beiden schwachen Formen fiihrt auf eine einzige schwache
Form:

to+T

| ((a=opH) op = (p+0qH) dq) dt =0 (1.17)

0
Diese schwache Form ist durch die kanonischen HAMILTONschen Gleichungen
auf Anhieb symmetrisch und bietet gleiche Kontinuitdtsanforderungen fiir die
Testfunktionen und die Lésungsfunktionen.

1.2 Diskretisierung der Zeit

Nach der Erstellung der schwachen Form erfolgt die Unterteilung des Zeitin-
tervalls I = [tg,to + 7] in eine Anzahl finiter Zeitelemente (siehe Abb. 1.1)
der Lénge h, =t, —t, 1 (n=1,...,N) wobei txy =ty + T ist [1]:

t0 t1 . tN-1  tN

L ® L 2 —
t

Abbildung 1.1: Diskretisierung der Zeit

év:/tn ((a—apH) op — (b +0qH) 6q) dt =0 (1.18)

n=1"tn-1
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1.3 Elementorientierte Betrachtung

Fiir die Finite-Elemente-Formulierung reicht die Betrachtung eines reprisen-
tativen Elementes I,, = [t, 1,t,] aus [4]. Durch die Einfithrung einer um-
kehrbaren Koordinatentransformation 7, : ¢ — «a(t) wird das reprisentative
Element auf ein Masterelement I = [0, 1] mit k+1 Knoten aj (j=1,...,k+1)
abgebildet (siehe Abb. 1.2) [1]:

t_tnfl o t_tnfl

1.19
tn - tnfl hn ( )

T, : at) =

mit hn = tn — tnfl.
Diese Transformation bildet den ersten Knoten auf ¢,_; und den letzten
Knoten auf t,, ab:

alt, 1) =a; bzw. a(t,) = o (1.20)
In-2 In-1 In In+1
—e TS . . —
tn-1 tn t
frey
a=0 a=1
o o o _—
1 2 kt+1 «a

Abbildung 1.2: Masterelement des Zeitschrittverfahrens

1.4 PETROV-GALERKIN-Approximation

Im Rahmen der PETROV-GALERKIN-Methode werden fiir die Losungsfunk-
tionen und die Testfunktionen unterschiedliche Anséitze gewéhlt. Die Losungs-
funktionen q(¢) und p(¢) werden durch abschnittsweise glatte LAGRANGE-
Polynome vom Grade k approximiert, die kontinuierlich iiber die Element-
grenzen verlaufen [1]:

k+1

q"(a) = ;Mi(a) q; (1.21)
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k+1

p'(a) = > Mi(a)p; (1.22)

=1

mit M;(a) als LAGRANGE-Formfunktionen des Masterelements I vom Grade
k mit folgender Form:

1<i<k+1 (1.23)

Das Erfiillen der Interpolationsbedingung M;(cy) = §;, mit §; als dem
KRONECKER-Delta, stellt die Interpolation iiber die Knotenwerte q; der ge-
neralisierten Koordinaten bzw. iiber die Knotenwerte p; des generalisierten
Impulses sicher.

In der schwachen Form in GI. (1.18) miissen die zeitlichen Ableitungen ¢" =
dq"/dt und p" = dp"/dt eingesetzt werden. Diese ergeben sich zu:

don) = SO (g @) L
- Y M) (1.21)

Nach analoger Rechnung ergibt sich die zeitliche Ableitung des generalisierten

Impulses:
1 k+1

p'(a(t) = - 3. Mi(o)p, (1.2

no =1

Die Approximation der Testfunktionen dq(¢) und dp(t) erfolgt durch LA-
GRANGE-Polynome vom Grad k — 1 mit diskontinuierlichem Verlauf iiber die
Elementgrenzen hinweg:

6qh(a) = ZMi(a) dq; (1.26)
(o) = 3 Nifo) b, (1.27)

wobei die M;(a) ebenfalls LAGRANGE-Formfunktionen sind, die aber aus
LAGRANGE-Polynomen mit einem niedrigeren Grad k£ — 1 bestehen.
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Bemerkung 1.1 Die Approzimationen 6q"*(a) und 6p" () der Testfunktio-
nen sind mdglicherweise diskontinuierlich, da sie Spriinge bei t, aufweisen
kénnen [1].

Die schwache Form wird, durch die Substitution ¢ — « iiber die Koordinaten-
transformation 7,, auf das Masterelement fbezogen und durch das Einsetzen
der Approximationen ¢"(a) und p”(a) der Losungsfunktionen bzw. dq"(a)
und dp” () der Testfunktionen diskretisiert:

(4 apH<>) e 1 -
—h, / 0) + qH (a)) 6q"(a )za =0 (1.28)

Dabei 148t sich durch die Form der Transformation 7, die Zeitschrittweite h,,
kiirzen:

/01 (qh(a) - apH(a)) 5p" () dov —
[ (9"(0) + (@) 5q" (o) da= 0 129

Die Ersetzung der Losungsfunktionen q(¢) und p(¢) durch ihre Approxima-
tionspolynome q"(a) bzw. p"(a) in den partiellen Ableitungen der HAMIL-
TON-Funktion H, fiihrt in denselben auf eine alleinige Abhéingigkeit von a.
Einsetzen von Gl. (1.24) und Gl. (1.27) in die diskretisierte schwache Form
der ersten kanonischen Gleichung ergibt:

1 k+1

/( S M(a) q; — OpH )zij 0)p;da = 0

"zl

k+1

Z/ ( ZM' — M;(a) 8pH(a)> op; da = 0 (1.30)

Nach Gl. (1.30) liegt es nahe die Formfunktionen M](«) wie folgt zu definie-

ren:
k+1

(a ) ZM’ ;M() . (1.31)
(8') (@) = 3 010 py =5 3 o) B (132

<
Il
—
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Mit GI. (1.31) folgt aus Gl. (1.30):

i 1 For ~ 1.
— (h_n ;/0 Mi M; da qi_/o M; 9pH () da) op; =0 (1.33)

J

Da die Testfunktion dp beliebig sein soll, gilt das auch fiir ihre Knotenwerte
op; und demzufolge miissen die Klammern verschwinden.

LIRS B 1.
Z/ N; M, daqi—hn/ M; dpH(a) da = 0 (1.34)
=170 0

mit 7 =1,...,k.

Dies ist die erste Gleichung des allgemeinen Zeitschrittverfahrens. Die zweite
Gleichung folgt nach analoger Rechnung und Argumentierung aus der zweiten
kanonischen Gleichung:

ko oL L.
=170 0

1.5 Lineare Zeitelemente

Der Fall k£ = 1 steht fiir lineare Formfunktionen M; der Losungsfunktionen
und konstante Formfunktionen M; der Testfunktionen [1]. Hier ist somit ein
diskontinuierlicher Verlauf der Testfunktionen gegeben.
Nach GI. (1.23) haben die M; mit i = 1,2 folgende Gestalt:

a — (g o — 01

M (o) = pa—— und My(a) = p—— (1.36)

Bei £ = 1 besitzt das Masterelement zwei Knoten. Einen bei o« = oy = 0
und einen bei @ = ay; = 1. Somit liegen die nachfolgenden Formfunktionen
VOr:

Mi(a) = 1—-« (1.37)
My(a) = « (1.38)

Demnach werden die generalisierten Koordinaten und der generalisierte Im-
puls wie folgt approximiert:
q"(0) =aq, + a (g — q;) (1.39)
p"(a) = p, +a(p, - py) (1.40)
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Nach Gl. (1.31) oder Gl. (1.32) ergeben sich die Formfunktionen M; aus der
Differentiation von Gl. (1.39) oder Gl. (1.40) nach «:

’ ~
(qh) (@) =d, —aq; =t M q (1.41)
Ein Koeffizientenvergleich in Gl. (1.41) ergibt:

Das allgemeine Zeitschrittverfahren hat somit nach den Gln. (1.42) fiir lineare
Zeitelemente folgende Gestalt:

a—q, —h, | OpH(a)da = 0 (1.43)
0

Py — Py +hy | OgH(a)da = 0 (1.44)
0

1.6 Stabilitiat des Zeitschrittverfahrens

Um numerische Stabilitit von Verfahren zur Berechnung dynamischer Sy-
steme nachzuweisen, wird sich oft der Uberpriifung eventueller Erhaltungs-
grofien bedient [1]. Ein Beispiel ist die Energieerhaltung bei konservativen,
autonomen Systemen.

Autonome dynamische Systeme charakterisieren sich durch eine fehlende ex-
plizite Zeitabhéngigkeit in der LAGRANGE-Funktion, d.h. es gilt:

oL
5 = 0 (1.45)
Nach GIl. (1.12) folgt daraus, daf fiir autonome Systeme im Rahmen der
HAmizTONschen Mechanik die HAMILTON-Funktion H = H(q, p) eine Er-
haltungsgrofle ist. Fiir das in Kapitel 1.4 vorgestellte Zeitschrittverfahren
bedeutet das, daf} eine numerische Stabilitdt bei der Berechnung autonomer
Systeme an Hand der HAMILTON-Funktion nachgepriift werden kann.
Weiterhin kann gezeigt werden, dafl bei konservativen, autonomen Systemen
die HAMILTON-Funktion H mit der Gesamtenergie E identisch ist [7]. Somit
kann das Zeitschrittverfahren auch fiir solche Systeme {iber die HAMILTON-
Funktion auf Stabilitdt untersucht werden.

Die folgende Rechnung beweist eine Erhaltung der HAMILTON-Funktion H =
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H(q, p) autonomer Systeme, unabhéngig von der Anzahl der Knoten [1]:
Eine Skalarmultiplikation von GI. (1.34) mit p; und GI. (1.35) mit q; ergibt:

LS B 1 .

Z/ N M, doz(]i-f)j—hn/ M, dpH(a) da - p, = 0 (1.46)
_1 70 0

LIS B 1.

2/ N; M, daf)i-éljJrhn/ M, dqH(a) do-a; = 0 (1.47)
i=1"0 0

fir j=1,...,k.
Eine nachfolgende Summation iiber j fiihrt auf:

Z/ i Mj da @, - p; — hy Z/ M;dpH(a)da - p, =0  (1.48)

,Jl

/MMdapz a; + hn Z/ M, dqH(a)da-q, =0  (1.49)
t,j=1

Durch die Kommutativitdt des Skalarprodukts ergibt eine Subtraktion der
beiden Gln. (1.48) und (1.49):

1k N
/0 S, da—l—/ ZMj B OpH(a)da=0  (1.50)
Jj=1 =1

Eine Resubstitution der Formfunktionen M; mit den Gln. (1.31) und (1.32)
fiithrt auf:

/01 <8qH(a) - % 4+ OpH(a) - %) do=0  (1.51)
Mit
dH (o) _ dH(q"(a).p"(),0) _
do dov
- aqH(a)-dqh(O‘) +8pH(a)-dph(a) L OH) g 59

do O
folgt aus GI. (1.51):

/01 (dfzir((j) - 81;Iéa)> do =0 (1.53)
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Nach der Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung folgt:
dH(a)]' /1 OH ()
—| = —=d 1.54
[ da L o da O (1.54)
Die Resubstitution der lokalen Koordinate v durch die Zeit ¢ ergibt:

tn OH
H, - H, :/ gt 1.55
! tny Ot (1.55)
Folglich bleibt die HAMILTON-Funktion H im autonomen Fall (0H/0t = 0)
nach jedem Zeitschritt erhalten.
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Kapitel 2

Das Zweikorperproblem

In diesem Kapitel ist die Aufgabe gestellt, die Bewegung zweier Massenpunk-
te my und my in einem euklidischen, drei-dimensionalen Raum E* numerisch
zu berechnen. Ferner enthilt E* das Inertialsystem (21,29, 23). Die Bewe-
gung der Massen verlduft ohne Einfliisse von dufferen Kréften (siehe Abb. 2.1)
(6, 7, 8]. Die numerische Losung findet iiber das, im vorangegangen Kapi-
tel erlauterten, Zeitschrittverfahren statt, welches aus der HAMILTONschen
Mechanik hervorgeht.

x2‘

r2 m2
—
r x1
rl
ml

X3

Abbildung 2.1: Zwei-Massenpunktsystem im E?

13
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2.1 Reduktion des ZweikOrperproblems

Ein System mit zwei Massenpunkten besitzt im E* pro Massenpunkt drei
Freiheitsgrade. Man wiirde also sechs Koordinaten benétigen, um dieses
Problem in der urspriinglichen Form zu beschreiben. Es kann aber gezeigt
werden, dafl die Bewegung zweier Massenpunkte unter den vorherrschenden
Bedingungen auf ein dquivalentes Problem reduziert werden kann [6, 7, 8],
das mit zwei Koordinaten eindeutig beschrieben werden kann.

Im Rahmen der NEWTONschen Mechanik lauten die Bewegungsgleichungen
fir die beiden Massenpunkte m; und ms (siche Abb. 2.1) wie folgt [6]:

my il.l = F12 (21)

mgfg = F21 (22

Dabei ist Fi5 die Kraft die ms auf m; ausiibt und Fy die Kraft von m;,
auf my. Nach dem dritten NEWTONschen Axiom iiber actio und reactio
sind beide entgegengesetzt gleich, d.h. Fi, = —F,;. Folglich lauten die
Bewegungsgleichungen [8]:

my f‘l = —F (23)

mit F := Fy; als ein Kraftfeld, das auf m; gerichtet ist.

Ein euklidischer Raum ist zugleich auch ein affiner Raum. Wendet man die
Axiome eines affinen Raumes [9] auf den hier betrachteten euklidischen Raum
E? an, so kann das Kraftfeld F zwischen den Massen nur vom Differenzvektor
r := r, — r; und dessen ersten Zeitableitung abhingen. Allgemein ist auch
eine explizite Zeitabhéngigkeit moglich [8].

F=F(r,t,t) = f(r,i,t)e,
= f(r, i 1)

. (2.5)
mit 7 = ||r||; dem Betrag von r, und der skalarwertigen Funktion f die den
Betrag der Kraft bzw. die Lange des Kraftvektors angibt.

Die Bewegungsgleichungen sind in den Koordinatenvektoren r; und ry for-
muliert. Die Kraft F hingt aber von r ab. Somit ist die Einfiihrung von r
als Koordinate sinnvoll. Dies 1483t sich geschickt dadurch erreichen, in dem
die Bewegung nicht auf den Koordinatenursprung bezogen wird, sondern auf
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x2‘

x3

Abbildung 2.2: Gegenseitige EinfluBnahme zweier Massenpunkte

den Schwerpunkt R der beiden Massenpunkte. Der Schwerpunktvektor R
bei N Massenpunkten ist definiert durch [6, 7]:

N
21‘21 m; x;

R =
2521 m;

(2.6)

Werden die beiden Bewegungsgleichungen (2.3) und (2.4) addiert, fiihrt das
mit Gl. (2.6) auf:

R=0 (2.7)

Aus der Subtraktion der mit my(m; + my) ! multiplizierten Gl. (2.3) von
der mit my(my + my)~" multiplizierten Gl. (2.4) folgt:

pt=F (2.8)
mit e
1M3

= 2.9

= (2.9)

Die Absolutbewegung des Schwerpunktes R ist nach Gl. (2.7) gleichférmig
und von der Relativbewegung in GI. (2.8) vollig entkoppelt. Die Relativbe-
wegung entspricht der Bewegung einer sogenannten reduzierten Masse p in
einem festgehaltenen Kraftfeld F(r,r,t), wobei r der Ortsvektor von p im
E? ist [8].
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Somit ist die Relativbewegung #quivalent zu einer Bewegung eines Massen-
punktes der Masse p in einem drei-dimensionalen euklidischen Raum E?, auf
dessen Ursprung ein Kraftfeld gerichtet ist. Die Betrachtung der entkoppel-
ten Schwerpunktshewegung ist nicht mehr notwendig [8].

2.2 Aquivalentes Einkdrperproblem

2.2.1 Raumliches Eink6rperproblem

Sei r der Ortsvektor der reduzierten Masse p in einem drei-dimensionalen
euklidischen Raum E*. Die Aquivalenz zum Zweikérperproblem fordert ein
Kraftfeld F das fest auf den Ursprung des E* gerichtet ist. Allgemein be-
zeichnet man ein Kraftfeld F, das immer auf einen bestimmten Punkt rg
eines euklidischen Raumes zeigt, als Zentralkraftfeld. Fin Zentralkraftfeld
F(r), das fest auf den Ursprung gerichtet ist, kann nur die folgende Form
besitzen [8]:

F(r) = f(r) - (2.10)

mit r = ||r||s.

X3

Abbildung 2.3: Zentralkraft im E?

Weiterhin sollen hier nur konservative Zentralkraftfelder interessieren. Es
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existiert also eine Potentialfunktion V', aus dem das Zentralkraftfeld hervor-
geht [8]:
F(r) = —-0rV (2.11)

Nach einem Satz der Analysis ist die Existenz eines Potentials V' eines Vek-
torfeldes F(r) dquivalent mit [10]:

rot F(r) =0 (2.12)
Die Anwendung dieser Bedingung auf das Zentralkraftfeld in Gl. (2.10) er-
gibt:
rot <f(r) E) = f(x) rot r + grady <@> X r (2.13)
r r r
Nach den Gesetzen der Tensorrechnung [11] gilt:
rotr = —grader: E = —I:E
= 0ij €jik €
= Ciik€k
= 0- €L
rotr = 0 (2.14)

mit I = J;; e;®e; dem Einheitstensor und E = ¢;;; €; ® €; ® e, dem Permu-
tationstensor.

Mit Gl. (2.14) verschwindet der erste Term von Gl. (2.13) und die Rotation
der Zentralkraft wird genau dann Null, wenn der Ortsvektor r zu grady f(r)
parallel ist. Daraus folgt, daff r immer senkrecht auf den Aquipotentialflichen
steht. Folglich sind die Aquipotentialflichen kugelférmig. Die skalare Funk-
tion f kann dann nicht mehr von der Richtung abhéingen und hat somit die

Form:
r

F(r)=f(r) - (2.15)

T

Das zugehorige Potential V' kann dann ebenfalls nur von r abhéngen und es
gilt:
dv(r) r
F(r) = — — 2.16
(n=-="0 (216

Es wurde hiermit bewiesen, daf§ der Betrag f eines Zentralkraftfeldes F(r)
nur vom Abstand r vom Ursprung des euklidischen Raumes abhéngen kann,
wenn es konservativ sein soll [8]. Die umgekehrte Richtung 1a8t sich einfacher
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beweisen [6]: Die Arbeit Ajy, die bei der Verschiebung eines Massenpunktes
vom Punkt 1 zum Punkt 2 in einem konservativen Kraftfeld geleistet wird,
ist wegunabhéngig. Lost man im Falle eines Zentralkraftfeldes entsprechend
der Form in Gl. (2.10) das Kurvenintegral der Arbeit A5 auf, so fithrt das
zu einem bestimmten Integral, dessen Wert lediglich von den Abstinden r;
und 79 der Punkte vom Ursprung abhéngt:

Apy = /12F-dS = [" 50y dr (2.17)

2.2.2 Ebenes Einkorperproblem

Bis hier wurde die Losung eines rdumlichen Zweikorperproblems auf die
Losung eines dquivalenten rdumlichen Einkorperproblems reduziert. Damit
wurde die Anzahl der Freiheitsgrade auf drei verringert. Die folgende Be-
weisfithrung zeigt, daf sich die Reduktion fortsetzen 148t [8].

Bei einem Zentralkraftfeld mit festem Ursprung ist der Drehimpuls L = r xp
eine Erhaltungsgrofle der Bewegung, wenn der Anfang des Ortsvektors r im
Kraftzentrum liegt. Dabei ist p = p 1t der Impuls des Massenpunktes. Diese
Aussage 148t sich durch eine vektorielle Multiplikation der Bewegungsglei-
chung (2.8) mit r beweisen:

d d . .. .
pr E%(rxur) = pu(FXr+rxrt)
= purXx¥
= rxF
= 0 (2.18)

Die rechte Seite der Gl. (2.18) verschwindet, weil das Zentralkraftfeld F par-
allel zu r verlduft.

Da somit der Drehimpuls L wihrend der Bewegung seine Richtung nicht
andert, bleibt seine Richtung zum Ortsvektor r unveréindert. Die Lage des
Drehimpulses relativ zum Ortsvektor r 148t sich mit einer Skalarmultiplika-
tion der beiden bestimmen:

r-L=r-(rxp) = rn (7 Dk €ijk) Omi
Ti T'j Pk €ijk
= 7rroPs + r3riPs + rorspr —
—ToT1P3 — T1T3P2 — T3T2P1
-0 (2.19)
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Nach GL. (2.19) steht der Ortsvektor r senkrecht auf dem konstanten Dre-
himpuls L. Damit wird die Bewegung r = r(¢) des Massenpunktes mit der
Masse p in einer Ebene ausgefiihrt.

Die Losung eines rdumlichen Zweikorperproblems kann somit letztendlich auf
die Losung eines dquivalenten ebenen Einkorperproblems reduziert werden.
Folglich wird das dquivalente Einkoérperproblem mit zwei generalisierten Ko-
ordinaten beschrieben [6, 7, 8].

2.3 Bahngleichung der reduzierten Masse

In diesem Abschnitt wird das dquivalente ebene Einkorperproblem in den
Polarkoordinaten r und ¢ analytisch behandelt. Ziel ist die Bestimmung der
geometrischen Bahn r = r(¢) der Masse u. Die Wahl polarer Koordinaten
bietet sich aber auch generell an, weil das Potential V' (r) des Zentralkraft-
feldes nach Gl. (2.16) nur von r abhéingt [8]. Da ein konservatives Mas-
senpunktsystem vorliegt, werden die Bewegungsgleichungen im Rahmen der
LAGRANGEschen Mechanik aufgestellt.

Sei nun £ := (x = vz e, +ye, € E’|z,y € R) die Ebene in der sich der
Massenpunkt mit der Masse u, entsprechend Kapitel 2.2.2, bewegt. Dabei
liegt der Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems im Ursprung des E?, und
stellt ein ebenes Inertialsystem dar. Diese Ebene £ 1483t sich direkt mit dem
Drehimpuls L und einem Anfangspunkt ro := r(¢ = 0) in der Normalenform
angeben:

E:L-(r—rp)=0 (2.20)

Die Bahn die der Massenpunkt in £ beschreibt, wird im folgenden iiber die
polaren Koordinaten r = ||r||y und ¢ berechnet.

Die Bewegungsgleichungen folgen im Rahmen der LAGRANGEschen Mecha-
nik aus der LAGRANGE-Funktion L =T — V. Diese hat in Polarkoordinaten
die folgende Gestalt [8]:

L= % u (12412 2) — V() (2.21)

mit g als reduzierte Masse.

Hier ist zu erkennen, dafl die Koordinate ¢ nicht explizit in der LAGRANGE-
Funktion L enthalten ist, sondern nur ihre zeitliche Ableitung ¢ Somit ist ¢
zyklisch und ihr generalisierter Impuls p, ist aufgrund der LAGRANGEschen
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y

x

Abbildung 2.4: Polarkoordinaten r und ¢

Gleichungen 2. Art eine Erhaltungsgrofie:

_ oL 2
Py = Y pr ¢ = const. (2.22)
Der generalisierte Impuls py ist nach Gl. (2.22) identisch mit dem Betrag [ =
||L|| des Drehimpulses L des Massenpunktes. Demzufolge ist  eine Konstante
der Bewegung. Somit ersetzt die folgende Gleichung die Bewegungsgleichung
bzgl. ¢:
l=ur’é (2.23)

Bemerkung 2.1 FEine Gleichung, die aus der Ausnutzung einer Erhaltungs-
grofie entsteht, wird auch als ein ,erstes Integral “ der Bewegungsgleichungen
bezeichnet. Diese Bezeichnung stiitzt sich auf die Tatsache, dafS aus dieser
Gleichung durch einmalige Integration die Losung der Bewegqungsgleichungen
hervorgeht [7].

Bei der ersten Koordinate ¢ verringerte die Verwendung eines ersten Inte-
grals, die Anzahl der notwendigen Integrationen auf eine Integration. Aus
diesem Grund ist es ratsam die zweite Koordinate r aus einem weiteren ersten
Integral abzuleiten, und nicht aus den LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art.
Fiir konservative, autonome Systeme stellt die Gesamtenergie E' = T+U eine
Erhaltungsgrofie dar [7, 8|. Daher wird E als zweiter Parameter eingefiihrt:

1 :
E = 3 1 (fQ +7° q52) + V(r) = const. (2.24)
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Eliminiert man ¢ mit dem ersten Integral (2.23) in der Energie in Gl. (2.24),
so folgt das zweite erste Integral:

f:%:i\lz<E—V(r)— - ) (2.25)

m 2 pur?

Bemerkung 2.2 Das Vorzeichen von r ist positiv bzw. negativ, wenn sich
die Masse p vom Ursprung des euklidischen Raumes wegbewegt bzw. auf ihn
zu bewegt [8].

Die ersten Integrale stellen Dgln. erster Ordnung dar. Somit entsteht bei der
Integration jeweils eine Integrationskonstante, die jeweils aus einem bekann-
ten Wert bestimmt werden. Die Integrationskonstante aus der Integration
tiber r wird aus r(t = 0) =: o bestimmt. Die aus der Integration {iber ¢
entstandene Integrationskonstante ergibt sich aus ¢(t = 0) =: ¢q [8].

Um nun die geometrischen Bahn 7 = r(¢) zu bestimmen werden die ersten
Integrale wie folgt separiert:

2

it = u%dqﬁ (2.26)

it = + dr (2.27)

VA (E-V) - 5i7)

Gleichsetzen der beiden Gleichungen fiihrt auf eine separierte Differential-
gleichung mit einer Losung ¢ = ¢(r).

2
d
u % d¢ = + 4 (2.28)
JE(E-V0) - L)
Die Losung erhédlt man durch Integration iiber ¢ bzw. r:
L dr
¢(r) ==+ —/ — + o (2.29)
Wl \/% (E-V(r) - 755)

Die Umkehrung der Funktion ¢ = ¢(r) ergibt die gesuchte Bahngleichung
r=r(9)
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2.4 Analytisch integrierbare Potentiale

Um die Bahngleichung r = r(¢) aus Kapitel 2.3 analytisch bestimmen zu
konnen, muf} das Integral in Gl. (2.29) gelost werden. Zweck dieses Kapitels
ist die Separation betrachteter Potentiale in Potentiale die noch analytisch
integrierbar sind und in Potentiale die eine numerische Lésung erfordern.
Physikalisch sinnvoll ist die Betrachtung solcher Potentiale V'(r), die durch
eine Potenzreihe dargestellt, oder zumindest hinreichend genau angenéhert
werden konnen [7]:
o
Viry= Y a,r" (2.30)
n=-—1

mit den reellen Zahlen a, € R.
Die Untersuchung einer solchen Potenzreihe als Potential reduziert sich auf
die Betrachtung des folgenden Potentials:

V(r)=ar"t (2.31)

mit a € R.

Dabei soll das Potential (2.31) bzgl. dem Parameter n auf analytische Inte-
grierbarkeit hin {iberpriift werden.

Der erste Schritt ist die Umschreibung des Integrals in Gl. (2.29). Durch
eine Substitution r~! — u der Integrationsvariablen r, lift sich das Integral
einfacher 16sen:

u du
o) =0 F | (2.32)
uo \/27_2@ — 2l g
Mit dem Potential (2.31) folgt aus Gl. (2.32):
u du
o) =0 F | (2.33)
uo x/Q%E _.2%2 u—n—1 — g2

Das Integral in Gl. (2.33) ist von der Form

/R(u, \/p(u))du (2.34)

mit einer rationalen Funktion R und einem Polynom p(u), das hier minde-
stens vom Grad zwei ist.
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Fiir n = —1, -2, -3 ist p(u) = vy u®> + B u + a ein Polynom zweiten Grades.
Ein solches Integral heifit vom Kreistyp [2], wenn p(u) keine zweifache Null-
stelle besitzt. Integrale vom Kreistyp lassen sich durch Substitutionen l6sen,
bei denen trigonometrische Funktionen auftreten.

Bemerkung 2.3 Der Falln = —1, hat physikalisch eine geringe Bedeutunyg,
da hier nach Gl. (2.31) ein konstantes Potential vorliegt und somit in der
Ebene £ das Zentralkraftfeld F identisch null ist. Dagegen ist der Fall n =
—2 physikalisch besonders wertvoll, denn hier liegt das berihmte KEPLER-
Potential vor [7].

Bei n = —4 liegt ein kubisches Polynom p(u) = § u® + v u? + 8 u + « vor.
Besitzt p(u) keine mehrfache Nullstelle, so handelt es sich um ein elliptisches
Integral. Elliptische Integrale werden durch Substitutionen gelést, in denen
elliptische Funktionen verwendet werden. Elliptische Funktionen sind, im
Gegensatz zu den periodischen trigonometrischen Funktionen, doppeltperi-
odisch und besitzen zwei Frequenzen v4 und vy [2].

Der Fall n = —5 fiihrt ebenfalls zu einem elliptischen Integral, wenn in dem
Polynom p(u) =z u* 4+ § u® + yu? + Bu+ « vierten Grades keine mehrfachen
Nullstellen vorkommen. Wie im Fall n = —4 fiithren Substitutionen mit el-
liptischen Funktionen zur Losung [7].

Bei dem Fall n = 0 fiihrt eine Erweiterung des Integrals in Gl. (2.33) mit u”
und p = 1 auf ein elliptisches Integral, wenn p(u) keine mehrfachen Nullstel-
len enthilt.

u u? du
¢(u) = ¢o F / — - (2.35)
uo \/_/liz_ U — 20 g mn—1420 _ q20p+1)

Mit p = 1 und der Substitution u? — w ergibt sich in Gl. (2.35) fiir n = 1
ein Integral vom Kreistyp:

w dw

ow) =0 F [ —

Yo w— w2 —w

(2.36)

Bemerkung 2.4 Der Falln = 1 fiihrt auf das sogenannte HOOKE-Potential,
das zum Beispiel das Potential der Federkraft einer linearen Spiralfeder ist.

Fiir n = —7 und p =1 ergibt sich aus Gl. (2.36) ein elliptisches Integral.
Fithrt man in GIl. (2.36) noch eine Erweiterung mit w durch, so liegt fiir
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n =3 und n = 5 jeweils ein elliptisches Integral vor.

Hiermit sind die Mdoglichkeiten erschopft, um maximal elliptische Integrale
herzuleiten. Losbare Integrale ergeben sich noch aus Gl. (2.35) fiir spezi-
elle Paare (n, p) [7]. Im allgemeinen ist fiir die restlichen Exponenten eine
numerische Losung erforderlich.

2.5 Potentiale fiir geschlossene Bahnen

Eigenschaften der geometrischen Bahn r = r(¢) der Masse p, lassen sich mit
der Funktion r(¢) leicht bestimmen. Zum Beispiel ist eine notwendige, aber
nicht hinreichende, Bedingung fiir eine geschlossene Bahn, dafl die Funktion
r(¢) periodisch sein muf}; d.h. es gilt:

r(¢) =r(¢+ 2m) (2.37)

Die Integration der Gl. (2.29) ist jedoch in den meisten Féllen entweder
analytisch nur schwer oder gar nicht durchzufiihren. In diesen Fillen lassen
sich einige qualitative Aussagen iiber die radiale Bewegung der Masse p mit
Hilfe einer graphischen Methode treffen [7, 8].

Nach GI. (2.24) ist das erste Integral bzgl. der Gesamtenergie E:

B= % w (#2412 6) + V(1) (2.38)

Wird mit GI1.(2.23) q§ durch den Betrag [ des Drehimpulses ersetzt, so folgt:

12
E=Lrive)+

> S (2.39)

In dieser Gleichung ist nur r eine Variable. Aus diesem Grund ldf3t sich
die Radialbewegung, die vom Verlauf des Winkels nicht beeinflult wird, als
ein-dimensionale Bewegung eines Massenpunktes der Masse p in einem so-
genannten effektiven Potential V'(r) mit

l2
2 pr?

Vi(r):=V(r)+ (2.40)

auffassen. Dabei stellt der Term V,(r) := 1% (2 ur?)~" das Potential der auf
die Masse p wirkenden Zentrifugalkraft dar [8]. Durch eine Diskussion des
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Graphen der Funktion V' = V'(r) konnen qualitative Informationen iiber die
Radialbewegung gewonnen werden.

Am Beispiel des KEPLER-Potentials wird die Methode des effektiven Poten-
tials demonstriert [7, 8]:

Bei der Gesamtenergie E; kommt der Massenpunkt aus dem Unendlichen
(r — oo) nur bis auf r = 7’ an das Kraftzentrum heran. Denn bei r = ' ist
E; = V' und somit, nach Gl. (2.39) unter Beriicksichtigung der Gl. (2.40),
7 = 0. Also stoppt die Bewegung, d.h es liegt ein Umkehrpunkt vor. Danach
bewegt sich der Massenpunkt wieder ins Unendliche. Es liegt also ein offene
Bahn vor.

V'(f)‘ \
i
£7
RN
\\ Vz(r)
Ar1 T~
r"\ 10 r2 T
e\ =
£3
/" V(r)

Abbildung 2.5: Effektives Potential V'(r) des KEPLER-Potentials

Bewegt sich der Massenpunkt mit der Gesamtenergie Fs, so erreicht das ef-
fektive Potential die Energie F5 bei den Radien r und r5. Es liegen also zwei
Umkehrpunkte vor, zwischen denen der Massenpunkt hin und her lauft. Ob
die Bahn geschlossen ist, 1483t sich hier nicht erkennen. Nur, dafl sie begrenzt,
also nicht offen ist.

Die Gesamtenergie Fj ist gleich dem Minimum des effektiven Potentials. Hier
verschwindet die kinetische Energie der Radialbewegung (7 = 0). Der Mas-
senpunkt bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius ry. Dieser ergibt sich
aus der analytischen Minimum-Bedingung
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von V'(r), zu
l2

o (2.42)

To

mit der Konstanten a des Potentials V'(r).

Das Beispiel zeigt, dafl die graphische Darstellung des effektiven Potentials
V'(r) die Radien r; und ry der Umkehrpunkte liefert. Mit Hilfe der Umkehr-
punkte 148t sich nun kldren, ob die Bahn innerhalb der Radien r; und r,
geschlossen ist.

Nach Gl. (2.37) muf} die Funktion r(¢) periodisch sein, damit eine geschlos-
sene Bahn vorliegt. Wenn die Funktion r(¢) periodisch sein muf}, dann trifft
das auch auf deren Umkehrfunktion ¢(r) zu, die sich aus Gl. (2.29) ergibt.
Bei einer Bewegung des Massenpunktes von einem Umkehrpunkt zum ande-
ren und wieder zuriick, dndert sich der Winkel ¢ um den Wert:

(2.43)

[ [ dr
Ad =92 =
¢ 2M/m rQ,/%(E—V’(r))

Wegen Gl. (2.37) ist ¢(r) genau dann periodisch, wenn A¢ kommensurabel
zu 27 ist [8], d.h. es gilt:

20 _moq (2.44)

2w No

mit den ganzen Zahlen n; und n, und Q als Menge der rationalen Zahlen.
In diesem Fall fiihrt der Winkel ¢, wihrend der Radius ny Zyklen durchlauft,
ny; ganze Umlédufe aus. Somit kehrt der Massenpunkt zur Ausgangsposition
zuriick und die Bahn schlie3t sich.

Wichtig bei dieser Methode ist, daf fiir die Félle in denen das bestimmte
Integral nicht analytisch 16sbar ist, unter Umsténden eine Quadratur schon
ausreichen kann.

Nach einem Theorem von J. BERTRAND existieren nur zwei Potentiale, de-
ren gesamte begrenzten Bahnen geschlossen sind [7]: Das KEPLER-Potential
V(r) = —kr~! (n = —2) und das HooKE-Potential V(r) = kr? (n = 1). Fiir
alle andere Werte fiir n liegen Zentralkraftpotentiale vor, die im allgemeinen,
d.h. mit Ausnahme spezieller Paare (E,l), zu offenen Bahnen fiihren [8]. In
diesem Fall wird in unendlich langer Zeit das gesamte ringférmige Gebiet
zwischen den Radien ro > r; und r; tiberstrichen.
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2.6 Numerische LOsung in kartesischen Ko-
ordinaten

Die numerische Losung des dquivalenten Einkorperproblems iiber das Zeit-
schrittverfahren aus Kapitel 1.5 fiir lineare Elemente, erfolgt im Rahmen der
HAmIiLTONschen Mechanik, die auf der HAMILTON-Funktion H(p,q) auf-
baut. Die generalisierten Koordinaten sollen die kartesischen Koordinaten ¢,
und ¢y sein (siehe Abb. 2.6). Die numerische Losung wird allgemein gehalten
und auf keinem bestimmten Potential begriindet.

y

q2f - ‘

Abbildung 2.6: Kartesische Koordinaten ¢; und g

Da hier ein konservatives, autonomes Einkdérpersystem vorliegt, ist die HA-
MILTON-Funktion H identisch mit der Gesamtenergie E=T+V [7]:

H(p,q) =T(p,q) +V(q) (2.45)

mit dem generalisierten Impuls p und q = [g;, ¢2]” als Koordinatenvektor.
Die kinetische Energie T' ist allgemein:

1
T = 51 i (2.46)

mit dem euklidischen Ortsvektor
r = g€, + g€,y (2.47)
In Matrizendarstellung ergibt sich die kinetische Energie T zu:

T=35 q'Iq (2.48)
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mit I als Einheitsmatrix.
Der generalisierte Impuls p wird aus der LAGRANGE-Funktion L =T —V
abgeleitet [6, 7, 8]:
p=0qL(a,q) = 0¢T(q,q)
I T -
= 50 (a"14) (2.49)

Nach einer Rechenregel aus der Matrizenrechnung gilt [12]:

O (qTI q) =214 (2.50)
Unter Beriicksichtigung dieser Rechenregel folgt fiir den generalisierten Im-
puls p:

L .
p = 5(21(1)

~ 14 (2.51)
Demnach ist der Vektor q der generalisierten Geschwindigkeiten:
= (2.52)
qa=—p :
1

Nach dem Einsetzen von Gl. (2.52) in die kinetische Energie T nach GI. (2.48)
hat die HAMILTON-Funktion H die folgende Form:

H(p,q) = i p’Ip-V(q) (2.53)

Das Zeitschrittverfahren zur numerischen Lésung ist nach den Gln. (1.43)
und (1.44) allgemein wie folgt:

Q% —q, —h, | OpH(a)da = 0 (2.54)
0
0
Das Zeitschrittverfahren benotigt somit die partiellen Ableitungen der Ha-

MILTON-Funktion H. Die partielle Ableitung nach dem generalisierten Im-
puls p folgt aus der Gl. (2.53) unter Beriicksichtigung der Rechenregel in
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GL. (2.50):

OpH = i Ip (pTI p)
1

= p (2.56)

Die partielle Ableitung nach dem Koordinatenvektor q ergibt sich aus der
GL. (2.53) mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation zu:

dV(r(a))

Oqr(a) (2.57)

Dabei ergibt die partielle Ableitung von r nach q folgendes:

(@) = sa (2.58)

r=|rlla =vaf + ¢ (2.59)

Somit gilt fiir die partielle Ableitung der HAMILTON-Funktion nach dem
Koordinatenvektor:

wegen

dV(r(a)) 1
pr— q (2.60)

Um die Integration iiber o in GI. (2.54) und GI. (2.55) durchfiihren zu kénnen,
miissen der kontinuierliche generalisierte Impuls p und der kontinuierliche
Koordinatenvektor q durch ihre diskreten Pendanten p”(a) und q”(a) ersetzt
werden. Da die numerische Losung auf keinem bestimmten Potential aufbaut,
148t sich die Integration analytisch nur in Gl. (2.54) durchfiihren:

O H =

I,
qo —q; — ﬁ (p1 + p2) =0 (2-61)

by — py + h /Ul dv(r(;l:(a))) T(th(a)) qh(a) doo = 0 (2.62)

Einsetzen von Gl. (2.61) in Gl. (2.62) fiihrt auf folgendes Gleichungssystem
in dem Variablenvektor q,:

2 u LdV(r(g"(a)) 1 h _
i (@ — q,) — 2py + hn/o o @) ¢ (a@)da =0 (2.63)
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Dieses Gleichungssystem ist im allgemeinen nichtlinear in q,, aufgrund des
im allgemeinen nichtlinearen Potentials V. Zur iterativen Losung dieses
nichtlinearen Gleichungssystems wurde das allgemeine NEWTON-RAPHSON-
Verfahren [4, 13] mit einer Toleranz von 10~'* implementiert. Das zu 16sende
Residuum R(q,) = 0 stellt das Gleichungssystem (2.63) dar. Die Tangente
K fiir das NEWTON-RAPHSON-Verfahren berechnet sich zu:

Kr = aq2R(QQ)

9 1

_ h—“1+hn / 9q,0qV (" (a)) do (2.64)
n 0

Die Ableitung nach dem Knotenvektor q, im Integral 148t sich durch die

Kettenregel der Differentiation aufspalten:

0q,0qV (4" () = 94V (d"(a)) 8q,q" () (2.65)
Mit dq,q" = o nach GI. (1.39) folgt:
0q,0qV (4" (@) = 9V (d"(@)) o (2.66)

Die zweifache Ableitung des Potentials nach q ergibt unter Beriicksichtigung
von Gl (2.57):

621V(q) = dq <w 8qr(q)> (2.67)

Mit GI1.(2.58) und der Produktregel fiir eine Differentiation eines Produktes
aus einer skalarwertigen und einer vektorwertigen Funktion folgt [11]:

_dV(r(@) 1 dV(r(q))
= grla)+ ) 4© dq (T) (2.68)

dgV (a)
mit ® als Symbol fiir das dyadische Produkt.
Eine weitere Vereinfachung wird durch die Benutzung der Kettenregel fiir die
Differentiation der Klammer nach q im letzten Term erzwungen:

0qV(a) = w o4r(q) + r22q) dQVd(;(Q)) aq” (2.69)

mit qq’ als Matrixschreibweise des dyadischen Produktes q ® q [14].
Die Matrix dgr(q) folgt aus Gl. (2.58) durch eine weitere Ableitung nach
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dem Koordinatenvektor q:

o = o (% q
_ M§I+QT q@é»

(2.70)

Dabei wurde in der mittleren Zeile die Kettenregel fiir die Differentiation
nach q benutzt. Somit besitzt letztendlich die Tangente Kp die folgende
Gestalt:

Ky — %ﬂ Loy [ (Tia' () T+ To(a(e) Q" (@) ada (271
mit den skalarwertigen Funktionen
Tl = o T 2.1
_ 1 (V@) 1 dV(r(q)
und der Matrix
Q(a) =aq” (2.74)

Um die Implementierung der numerischen Losung unabhéngig von einem
bestimmten Potential zu halten, wird die Integration im Residuum und in
der Tangente durch eine Quadratur nach GAUSS ersetzt [4, 13]:

2 AV (r(q"(ay))) 1 N N
7 (@2~ 1) = 2Py + ; e NPT (o) w; = 0 (2.75)

mit ngp als die Anzahl der GAUssS-Punkte und w; als das Gewicht zum i-ten
GAuss-Punkt.
Der Fehler, der durch die Quadratur entsteht, ist auch mit linearen Form-
funktionen bei geniigend hoher Anzahl von GAUss-Punkten vernachlissigbar
klein [1].

ngp

Kp 0 Y (T (00) T To(a(0) QU (00) o (276)
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2.7 Numerische Losung in Polarkoordinaten

In diesem Kapitel wird eine zweite Form der numerischen Losung des dqui-
valenten Einkorperproblems erortert: Das Zeitschrittverfahren in Polarkoor-
dinaten. Analog zu Kapitel 2.6 sei hier kein bestimmtes Potential V' vorr-
ausgesetzt.

v

g2

x

Abbildung 2.7: Polarkoordinaten r = ¢; und ¢

Die Gesamtenergie £ = T + V ist gleich der HAMILTON-Funktion H =
H(p,q) des betrachteten konservativen, autonomen Einkorpersystems [7].
Somit gilt fiir H:

H(p,a) =T(p,q) + V(a) (2.77)

mit p als generalisierten Impuls und q = [g;, ¢2]” als Vektor der generalisier-
ten Koordinaten.
Die kinetische Energie T der Masse p im Zentralkraftfeld ist:

1
T = 5 1 i (2.78)
mit
r = ¢ (cos ¢ €, +sin ¢z €) (2.79)

als euklidischen Ortsvektor der Masse p zum Koordinatenursprung. Die
Energie T hat dann in Matrizenschreibweise die folgende Form:

T="54"Ma)g (2.80)

M(q) = [ (1] q(]% ] (2.81)
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Bemerkung 2.5 Die Matriz M heifst die Metrik der Polarkoordinaten [15].

Aus der LAGRANGE-Funktion L =T — V, wird der generalisierte Impuls p
wie folgt berechnet:

P =0¢L(q,q) = 94T(q,q)

I . :
= 5 0q(a"™M(a) 4) (2.82)
Mit der Rechenregel aus Gl. (2.50)
O (a"M(a) ) = 2 M(q) ¢ (2.83)
folgt der generalisierte Impuls p zu:
p=/nM(q)q (2.84)

Eine Multiplikation der Gl. (2.84) mit der Inversen M ' der Matrix M, ergibt
den Vektor ¢ der generalisierten Geschwindigkeiten:

q= % M '(q)p (2.85)

Die Inverse M ! ergibt sich nach der folgenden Rechenregel fiir das Invertie-
ren einer 2 x 2-Matrix [10]:

a b 1 d —b
A = A71 - 2
i e amm| ] ew
Demzufolge ergibt sich die Invertierung der Matrix M aus Gl. (2.81) zu:
1 0
M~ (q) = - 2.87
@W=5 2| 257)

Das Ersetzen von q in der kinetischen Energie 7" mit Gl. (2.85) durch den
generalisierten Impuls p fiihrt auf die HAMILTON-Funktion H:

H(p,q) = T(p,q)+V(q) (2.88)
ﬁ (M (@)p) M(a) (M '(a)p) + V()
1

- — pT (M—T(q) M(q) M_l(Q)) p+V(q)

H(p,q) = Lo M™'(q) p+ V(q) (2.89)
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wegen M~" = M™!, durch die Symmetrie der Matrix M [2].

Die partiellen Ableitungen der HAMILTON-Funktion H fiir das Zeitschritt-
verfahren, konnen damit aus Gl. (2.89) berechnet werden. Die partielle Ab-
leitung nach dem generalisierten Impuls p ist nach Gl. (2.83) wie folgt:

opH = ﬁap (p" M (@) p)

- iM—%q)p (2.90)

Die partielle Ableitung der HAMILTON-Funktion nach dem Vektor q der ge-
neralisierten Koordinaten ergibt:

aqH = — ap (pT Mil(q) p) + 8qV

1 |p
H = — o
% 2ul g

Die Differentiation des Potentials 143t sich nach der Kettenregel wie folgt
vereinfachen:

] p +dqV (2.91)

mit
dar(@ = | ¢ | (299

Aus GIl. (2.81) 148t sich erkennen, daf die generalisierte Koordinate g, zy-
klisch ist und somit auch in der Inversen von M in GI. (2.87) nicht enthalten
ist. Folglich ist die zweite Zeile der Matrix im ersten Term von Gl. (2.92) der
Nullvektor:

O H = i l OpT ] a%M_l(q) p+ d‘;ff) [ (1) ] (2.94)

Das Zeitschrittverfahren zur numerischen Losung ist mit Gl. (2.90) und
Gl. (2.94) nach Kapitel 1.5:

a-a — [ M (@) pe) da =0 (2.95)
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((J ) oq
(r(q

P, —pP; + QM/
+ h/ldvd—r())da[élzo (2.96)

Hierbei wurde die Ersetzung der kontinuierlichen Lésungsfunktionen q und
p durch die diskreten Losungsfunktionen q"(a) und p”(«) bereits vorgenom-
men.

Die generalisierte Koordinate go = ¢ ist nach Kapitel 2.3 zyklisch. Folglich
ist der zugehorige generalisierte Impuls p® = p, nach Gl. (2.22) eine Erhal-
tungsgrofle. Dies ist auch im vorliegenden Zeitschrittverfahren zu erkennen,
denn die zweite Komponente der vektoriellen Gleichung (2.96) ergibt:

9 M (q(a)) p(a) da+

o2 — P =0 2.97)
mit p, = [pz(l),p?)]T als Matrixdarstellung des i-ten Knotenvektors und
p := [p",p®]" als Matrixdarstellung des kontinuierlichen generalisierten
Impulses p.

Werden die Gleichungen (2.95) und (2.96) nach den analytisch durchfiihr-
baren Integrationen komponentenweise hingeschrieben, so entsteht folgendes
Gleichungssystem:

W _ o _ ooy )
a4z qx 2 11 (p1 + Dy ) =0 (2-98)
(2)
2 _ (2 hn [ i _
41" gz
2
M (1) ha [ PV ¢t + ¢t
Py —pP1 — 7 ) 9 +
a1 4
1 h
+ hn/ dVir(a'(a)) 4. _ g (2.100)
0 dr
L S 2.101)
mit q; := [qgl), qi(Q)]T als Matrixdarstellung des i-ten Knotenvektors.

Wird GI. (2.98) in Gl. (2.100) eingesetzt, so entsteht im Falle eines nur vom
Radius abhanglgen Potentials eine nichtlineare skalare Gleichung mit ledig-
lich dem Radius ¢, (1" als Variable. Diese Gleichung muf iterativ gelost wer-
den, wozu das NEWTON-RAPHSON-Verfahren verwendet wird. Analog zu
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den kartesischen Koordinaten wird eine Toleranz wird 10~'3 angesetzt. Das
Residuum R(qél)) = 0 lautet somit:

2
e oy +d" (b p”
RD) = &) g Fm oo fn N
(a2”) 2 1 u 4 L q%l) qél)
h2 1 dv(r(q”
+—"/ dvir@i(@)) ,, (2.102)
2pJo dr

Da das Residuum R(g") eine skalare Funktion ist, ergibt sich die Tangente
K1 ebenfalls zu einer skalaren Funktion:

OR
g

2
1 (h, pi” g"
= 1+1(;W 2m
a1 g2 D)
(Ji 0 dVir(el(o)
0

ﬁ 8(151) dT

Die Anwendung der Kettenregel der Differentiation auf die partielle Ablei-
tung im Integral in Gl. (2.103) fiihrt auf:

2
1(h, p g"
Kr=1 + 1(—W 2o )
Hoqi g5 ds

Ky =

dov (2.103)

h2 1 dQV h
—"/ dVraa) g (2.104)
2 1 Jo dr?
mit ay
e
% = a (2.105)
)
wobei g :=[¢M)", ¢@"T ist.

Damit die Implementierung der numerischen Lésung unabhéngig vom ver-
wendeten Zentralkraftpotential ist, wird die Integration der zweiten Ab-
leitung des Potentials V' numerisch durchgefiihrt. FEine Quadratur nach
GAUSsS mit geniigend hoher Anzahl von GAuss-Punkten, soll die Integra-
tion anndhern [4, 13]:

[V, SRV ) (2.106)

dr? dr? i Wi

=1
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wobei w; das Gewicht zum i-ten GAUSS-Punkt ist und ngp die Anzahl der
GAuss-Punkte.

Analog wird mit der ersten Ableitung des Potentials V' im Residuum (2.102)
verfahren.

Die numerische Losung in Polarkoordinaten hat somit gegeniiber der Verwen-
dung kartesischer Koordinaten den Vorteil, dafl die Tteration ausschliefilich in
einer Variablen durchgefiihrt wird. Vorteilhaft bei der numerischen Lsung
in kartesischen Koordinaten ist die Tatsache, dafl eine Nichtlinearitdt nur das
Potential V' verursachen kann.

2.8 Das KEPLER-Problem

Das in der Himmelsmechanik wichtigste Zentralkraftpotential ist das KEP-
LER-Potential [8]:

V(r)=—— (2.107)

mit &k > 0.

Auf diesem Potential beruht das Gravitationsgesetz von NEWTON [8]. Das
KEPLER-Potential aus Gl. (2.107) entspricht dem Fall n = —2 der analytisch
integrierbaren Potentialen aus Kapitel 2.4.

2.8.1 Analytische Losung

Die Bahn r = r(¢) folgt direkt aus Gl. (2.33) unter Beriicksichtigung des
KEPLER-Potentials aus Gl. (2.107). Jedoch wird an dieser Stelle das Integral
als ein unbestimmtes Integral geschrieben, damit die beiden Integrationskon-
stanten additiv sind und zu einer Integrationskonstanten ¢’ zusammengefafit
werden konnen [7, 8]:

olu) =¢' F /\/M +du (2.108)

21“—2ku—u2

mit u=r"1
Dabei ist die Konstante ¢’ nicht notwendigerweise identisch mit der Kon-
stanten ¢ bei t = 0. Die Integrationskonstante ¢’ wird aus einer Anfangs-

bedingung der Funktion r(¢) bestimmt.
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In einer Integraltabelle findet man die folgende Auflésung eines Integrals vom
Kreistyp:

du 1 2vu+p
/ \/’Y 2 m ﬂ uta = \/——’y arccos <—ﬁ> (2109)

fir v <Ound 82 —4a~vy > 0.

Mit 21k 2u E
y=-1 f="5m a==m (2.110)
sind diese Bedingungen erfiillt. Somit ergibt sich die Funktion ¢(u) zu:
Pu _
d(u) = ¢’ F arccos % (2.111)

wk?

Nach einer Resubstitution der Variable v durch »~! hat die Umkehrfunktion
r(¢) die folgende Form:

_ p
r(0) =12 e p— (2.112)
mit
l2

= 2.113
p R ( )

e = ,/1+2E% (2.114)

Die Gl. (2.112) stellt einen Kegelschnitt dar, der mit einem Brennpunkt im
Koordinatenursprung liegt. Die Konstante p wird der Halbparameter und ¢
die Exzentrizitdt der Bahn genannt. Der Winkel ¢’ kennzeichnet den Um-
kehrpunkt der Bahn, der dem Koordinatenursprung bzw. im Zweikorpersy-
stem dem gemeinsamen Schwerpunkt am néchsten kommt. Diesen Punkt der
Bahn nennt man das Perihel. Der Bahnpunkt, der bei einer begrenzten Bahn
am weitesten vom Koordinatenursprung bzw. vom Schwerpunkt entfernt ist,
wird als Aphel bezeichnet [7, 8.

Die Bahnen der Gl. (2.112) sind mathematisch nach der Exzentrizitiit € zu
unterscheiden. Da die Gesamtenergie E die einzige physikalische Grofie ist die
nur von der Exzentrizitdt abhéngt, sind die Bahnen physikalisch auch nach
der Gesamtenergie E unterscheidbar (siehe Tab. 2.1). Die Gesamtenergie E



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 39

darf wegen k£ > 0 einen minimalen Wert nicht unterschreiten. Sonst wiirde
der Radikant von ¢ nicht gréfler-gleich null bleiben und somit die Exzentri-
zitdt imaginér werden. Nach der Exzentrizitit ¢ bzw. der Gesamtenergie des
Massenpunktes sind nun vier Bahnformen zu unterscheiden [7, 8]:

e>1 E>0 Hyperbel
e=1 E=0 Parabel
0<e<l1l| FEy< E<O0 | Ellipse
e=0 E=E, Kreis

Tabelle 2.1: Bahnen des KEPLER-Potentials

Ist die Gesamtenergie F des Massenpunktes genau E = FEj, so bewegt sich
der Massenpunkt auf einer Kreisbahn mit dem Radius 7y um den Koordi-
natenursprung. Der Wert E = Ej ist der angesprochene minimale Wert der
Gesamtenergie.

k

E, = 3, und 79 =p (2.115)

Liegt die Gesamtenergie F des Massenpunktes im Bereich £y < E < 0,

dann ist die Bahn eine Ellipse. Die Absténde r,., und r,,, des Perihels bzw.
Aphels vom Koordinatenursprung betragen:

p

_ 4, D
Tper = 1 und 74y, =

—_— 2.116
+¢ 1—¢ ( )

Dies folgt aus Gl. (2.112) fiir ¢ = ¢' bzw. ¢ = ¢’ + 7. Die grofie Halbachse
a der Ellipsenbahn ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel der Abstéinde
aus den Gln. (2.116) zu:

Tper+raph _ p _ _ k
2 1 — g2 2F

a= (2.117)

Bei ¥ = 0 ist der Kegelschnitt eine Parabel mit einem Perihelabstand von

Fper = g (2.118)

Besitzt der Massenpunkt eine Gesamtenergie F > 0, so ist dessen Bahn eine
Hyperbel.
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Bemerkung 2.6 Negative ¢ rufen die gleichen Bahnformen in der gleichen
Reihenfolge von ¢ = 0 bis ¢ < —1 hervor, nur daf$ die Bahnen um 180° in
mathematisch-positivem Drehsinn gedreht sind, weil allgemein gilt [16]:

— cos(a) = cos(180° + ) (2.119)

2.8.2 Numerische Beispielrechnungen

Die numerische Losung wird an Hand vier verschiedener Anfangsbedingun-
gen zum Zeitpunkt ¢ = 0 durchgefiihrt. Jede Anfangsbedingungen fiihrt
jeweils auf ein Beispiel der vier charakteristischen Bahnformen des KEP-
LER-Potentials. Die Vorgabe der Bahngeometrie liefert die Anfangswerte fiir
Position und zugehorigen generalisierten Impuls. Hier ist die numerische
Losung mittels kartesischen Koordinaten verwendet worden.

Kreis  Bei der Kreisbahn erfolgt die Spezifikation der Bahngeometrie ledig-
lich durch Vorgabe des Radiuses rg. Nach den Gleichungen (2.115) ergibt
sich direkt der Halbparameter p und somit aus dessen Definition der Betrag
des Drehimpulses I:

l=+\/pkrg (2.120)
Das Vorzeichen gibt die Drehrichtung des Massenpunktes auf der Kreisbahn

bzgl. des mathematischen Drehsinnes an. Weiterhin folgt aus Gl. (2.115) die
Gesamtenergie des Massenpunktes:

k
By = —— 2.121
0= Ty (2.121)

Mit der Gesamtenergie E und dem Drehimpulsbetrag [ ist die Bewegung
eindeutig vorgegeben. Man betrachte den Punkt P, auf der y-Achse mit

ap = [0, %0]" = [0, 70)7 (2.122)

Allgemein ergibt sich die Geschwindigkeit des Massenpunktes aus der zeit-
lichen Ableitung des Ortsvektors. Da die Bewegungsgleichungen in Kapitel
2.3 in Polarkoordinaten formuliert sind, wird an dieser Stelle der Ortsvektor
auch in Polarkoordinaten gebildet. Nach Gl. (2.79) gilt dann:

t=r¢(—sinpe, +cosge,) (2.123)
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Wird in GI. (2.123) ¢ durch das erste Integral (2.23) ersetzt, so ergibt sich
der Geschwindigkeitsvektor r zu:

i l i
Ir=—(—singe, +cospey) (2.124)
wr
Fiir die numerische Losung in kartesischen Koordinaten ist somit der Vektor
q der generalisierten Geschwindigkeiten:

. [ | —sing
4= l cos ¢ ] (2.125)
Der generalisierte Impuls p ist dann nach Gl. (2.52):
. | —sing
b= l cosd ] (2.126)

Der betrachtete Punkt Py auf der y-Achse besitzt die Polarkoordinaten (r, ¢) =
(19, +90°). Somit gelten folgende Anfangsbedingungen:

q = [0,70)" (2.127)
Py = [—TL,U]T (2.128)

Der generalisierte Impuls p, zum Zeitpunkt ¢ = 0 mufl also negativ sein,
um eine Bewegung in mathematisch positiven Drehsinn zu verursachen und
umgekehrt.

In Abb. 2.8 ist im oberen Rechnerschrieb die Kreisbahn der reduzierten Mas-
se p zu erkennen und im unteren Rechnerschrieb die Gesamtenergie £ = F(t)
und das effektive Potential V' = V'(r). Dabei haben die Zeit ¢ fiir die Ge-
samtenergie F und der Radius r fiir das effektive Potential V' identische
Skalenteilungen.

Die numerischen Berechnungen wurden mit fiinf GAuss-Punkten (int=>5)
und einer Zeitschrittweite h, = dt = 0.1 durchgefiihrt. Fiinf GAuss-Punkte
entspricht der hochsten GAuss-Punktezahl die implementiert wurde. Der
Fehler ist hier schon vernachlissighar klein [1]. Die gepunkteten Kurven
stellen die numerischen Berechnungen aus dem Zeitschrittverfahren dar. Die
durchgezogenen Kurven entsprechen der analytischen Losung des KEPLER-
Problems. Bei der hier gewéhlten Schrittweite dt sind die Punkte der nume-
rischen Losung so dicht, dafl die analytische Lésung nicht mehr zu erkennen
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numerisch
—— analytisch
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Abbildung 2.8: Kreisbahn des KEPLER-Potentials bei =2, k =1

ist. Die Kurve des effektiven Potentials V'(r) wird ebenfalls numerisch be-
rechnet und durch eine gestrichelte Kurve angezeigt.

Der vorgegebene Radius ist 7y = 2. Dies entspricht einer Gesamtenergie der
Masse = 2 von E = —0.25 bei k£ = 1. Die Energieerhaltung des Systems
wird durch die konstante Energie verifiziert. Der Betrag des Drehimpulses
ist positiv gewahlt worden, so daf} die reduzierte Masse p die Bahn gegen
den Uhrzeigersinn durchlduft. Da bei einer Kreisbahn das Minimum des ef-
fektiven Potentials vorliegt, beriihrt in der Abb. 2.8 die Gesamtenergie F bei
ro = 2 das effektive Potential im tiefsten Punkt.

Ellipse  Die elliptische Bahn muf durch zwei Parameter festgelegt werden.
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Dazu eignen sich die Radien 7,., und r,,, des Perihels und des Aphels. Die
Bestimmung des Betrages [ des Drehimpulses und der Gesamtenergie E aus
diesen beiden Radien kann auf zwei Wegen erfolgen: 1. Mit den mathemati-
schen Beziehungen (2.116) und den Definitionen des Halbparameters p und
der Exzentrizitdt € und 2. aus physikalischen Betrachtungen, {iber die Me-
thode des effektiven Potentials V'. Um eine weitere Anwendung der Methode
des effektiven Potentials zu demonstrieren wird der zweite Weg gegangen.
Aus Abb. 2.5 erkennt man, dal bei einer Ellipse die Kurve des effektiven
Potentials V' zwei Schnittpunkte mit der Gesamtenergie £ = F5y aufweist.
Die Schnittpunkte sind bei den Radien r = r; = 7y, und 7 = 79 = 7gpp.
Folglich liegt bei r,., und bei r,,, das gleiche effektive Potential vor:

k 1 72 k 1 2
V’(Tper) = —,r 5 2 == _’I“ + 5 5 = V’(Taph)
per H per aph 2 ,raph
| = =+ [2k p—pertah (2.129)
T'per + Taph

Weiterhin folgt, dal die Gesamtenergie E der elliptischen Bahn gleich dem
effektiven Potential V'(7per, ropn) ist. Mit Gl (2.129) folgt:

k Tavh
E=V'"(Tper,Ta = — +k “
( P th) T'per Tper (Tper + raph)
k
= —— (2.130)
T'per + Taph

Legt man den Anfangspunkt P, auf die x-Achse, so herrschen nach Gl. (2.126)
folgende Anfangsbedingungen:

I
Ay = [7per, 0]7 und py = [0, B (2.131)

per

In Abb. 2.9 ist eine elliptische Bahn mit 7,,, = 1 und r,,, = 3 dargestellt.
Die Gesamtenergie der reduzierten Masse ist auf dieser Bahn £ = —0.25
bei k = 1. Der Betrag [ des Drehimpulses wurde wieder positiv angesetzt.
Im unteren Rechnerschrieb sind die Schnittpunkte des effektiven Potentials
mit der Gesamtenergie bei den Radien r = 7, und 7 = 7r4,, zu erkennen.
Charakteristisch fiir das KEPLER-Potential ist die Lage des Ursprungs des
x-y-Koordinatensystems in einem Brennpunkt der Ellipse [6, 7, 8].
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Abbildung 2.9: Elliptische Bahn des KEPLER-Potentials bei y =2, k =1

Parabel
tenergie E verschwindet. Die Abb. 2.10 zeigt eine solche Parabelbahn, die
mit 7., = 2 beginnt. Als Anfangsbedingungen werden die Gln. (2.131) ver-
wendet. Dazu mufl noch der Drehimpulsbetrag [ berechnet werden.

Nach der Methode des effektiven Potentials gilt fiir das Perihel dieser Para-

bel:

Nach Tab. 2.1 liegt eine parabolische Bahn vor, wenn die Gesam-

k

T'per

l2

2
K rper

E=V'(ryer)

1
+35 (2.132)



2.8. DAS KEPLER-PROBLEM 45

X
5 .
4t
numerisch
3t —— analytisch
>
2 L
l L
0 L L L
-2 -1 0 1 2
Kepler—-Problem in kartesischen Koordinaten, int=5, dt=0.1, t=9.9
T 1 T T T T T T T T
0.1r A : : Gesamtenergie, num. i
0oosk o Ao | ——  Gesamtenergie, analyt. 1
o ‘ Ve ‘ ‘ — — - Effektives Potential V'(r)
o
g 0 \
c \
L : \ : : : : : : :
—0.05F N -
\ —
L0 S T ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zeit / Radius

Abbildung 2.10: Parabolische Bahn des KEPLER-Potentials bei =2, k =1

Aus Gl (2.132) leitet sich die Gl. (2.118) und der notwendige Betrag des

Drehimpulses ab:
=22 pkrpe (2.133)

In Abb. 2.10 wurde der Betrag des Drehimpulses positiv gewihlt. Deshalb
verldfit der Massenpunkt das Perihel im mathematisch-positiven Drehsinn.

Bemerkung 2.7 Die analytische Bahnkurve und die numerische Bahnkurve
enden in Abb. 2.10 nicht an der gleichen Stelle, da die numerische Lisung in
kartesischen Koordinaten den Graph (x(t),y(t)) mit der Zeit t als Kurvenpa-
rameter liefert und die analytische Bahnkurve den Graph (z(r(¢)),y(r(4)))
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Abbildung 2.11: Hyperbel als Bahn des KEPLER-Potentials bei =2, k =1

mit dem Winkel ¢ als Kurvenparameter darstellt.

Hyperbel Eine hyperbolische Bahn liegt nach Tab. 2.1 nur bei einer Gesam-
tenergie £ > 0 vor, d.h das effektive Potential V' mufl bei Vorgabe von 7.,
folgende Bedingung erfiillen:

1 2
E=V(r)=—— 11 L oy (2.134)
TPBT 2 :U’T;Q)er

Mit GI. (2.134) ist der Betrag des Drehimpulses so zu wéhlen, daf gilt:

11 > \/2 ok 7per (2.135)
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In Abb. 2.11 ist der Betrag des Drehimpulses wie folgt:

l=1\/3pkrpe (2.136)

Der Betrag [ des Drehimpulses ist somit positiv. Folglich wird das Perihel
im mathematisch-positiven Drehsinn verlassen. Die Gesamtenergie E des
Massenpunktes berechnet sich mit Gl. (2.136) zu:

k

2 Tper

Als Anfangsbedingungen dienten in Abb. 2.11 die Gln. (2.131) fiir die Vor-
gabe des Perihels.

Bei der hyperbolischen Bahn in Abb. 2.11 ist ein Perihelabstand von 7y, = 2
vorgegeben. Mit einer reduzierten Masse ¢ = 2 und einem Potentialfaktor
k =1 ist die Gesamtenergie F = 0.25. Entsprechend Bemerkung 2.7 enden
die analytische und die numerische Bahnkurve nicht an der gleichen Stelle.
Im unteren Rechnerschrieb ist der Schnittpunkt des effektiven Potentials mit
der Gesamtenergie bei r = rp,, zu erkennen.

E =V (rpe) = (2.137)

2.9 Das HOOKE-Potential

Als Modell fiir die Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralkraftfeld,
dessen Potential das HOOKE-Potential V' mit

V(r) = —% kr? (2.138)

ist, kann ein Massenpunkt dienen, der an einer linearen Spiralfeder reibungs-
frei im Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems gelagert ist und sich mit ei-
ner konstanten Kreisfrequenz w = ¢ = const. um die Lagerung dreht (siehe
Abb. 2.12). Dabei wirken auf den Massenpunkt keine anderen Krifte. Die
Potentialkonstante k entspricht dabei der Steifigkeit der Spiralfeder. In Ka-
pitel 2.4 wurde festgestellt, dal das HOOKE-Potential in Gl. (2.138) dem
analytisch integrierbaren Fall n = 1 entspricht.

2.9.1 Analytische Lésung

Mit GIl. (2.138) ergibt sich die Bahn r = r(¢) direkt aus der Losung des
Integrals in Gl. (2.36). Die Integration wird hier allerdings unbestimmt vor-
genommen, damit zwei additive Integrationskonstanten vorliegen die zu einer
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Abbildung 2.12: Feder-Modell fiir das HOOKE-Potential

Integrationskonstanten ¢’ zusammengefafit werden konnen:

, 1 dw
¢@0=¢q:i/¢%+ﬁ%Ew_ - (2.139)

I w

mit w = r—2.

Der Wert der Konstanten ¢’ ist nicht notwendigerweise identisch mit dem
Winkel ¢q bei ¢t = 0.

Somit wird bestétigt, dal das HOOKE-Potential ein Integral vom Kreistyp
liefert. Allgemein gilt fiir ein Integral vom Kreistyp die folgende Auflésung

dw 1 2yu+
/\/’yw2+ﬂw+a = = arccos (_ﬁ> (2.140)

wenn v < 0 und % — 4oy > 0 ist.
Mit den Koeffizienten

2u FE uk
v=-L = =0 (2.141)

sind diese notwendigen Bedingungen erfiillt. Somit ergibt sich die Funktion

o(w) zu:

l2
d(w) = ¢’ 1 ﬁ 2.149
w) = ¢ F = arccos — (2.142)
2 1+ -4

Die Umkehrung der Funktion w = w(¢) ergibt nach der Resubstitution von
w = r~% die Bahnkurve r = r(¢). Diese nimmt folgende Gestalt an:

_ p
7%@——¢1+8(D“2¢_¢” (2.143)
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mit

l2

p
= 1+ k= 2.14
5 1+ z ( 5)

und ¢" := 2 ¢’ als Winkel der das Perihel angibt.

Die unterschiedlichen Bahnen in Gl. (2.143) hiingen mathematisch nur von
der Exzentrizitit € ab. Im Gegensatz zum KEPLER-Potential hingt bei dem
HookEe-Potential sowohl die Exzentrizitdt ¢ als auch der Halbparameter p
von der Gesamtenergie F ab. Aus diesem Grund sind die Bahnen physikalisch
nach der Potentialkonstanten k£ zu unterscheiden. Analog zur Bedingung an
die Gesamtenergie des KEPLER-Potential darf beim HOOKE-Potential die
Potentialkonstante k£ den Wert ky nicht unterschreiten, damit der Radikant
der Exzentrizitit ¢ nicht negativ wird.

Bemerkung 2.8 Die notwendige Unterscheidung nach der Potentialkon-
stanten k, legalisiert auch das Modell in Abb. 2.12. Denn k entspricht in
diesem Modell der Federsteifigkeit.

Es sind vier Bahnformen moglich (siche Tab. 2.2):

e>1 k>0 Hyperbel
e=1 k=0 Gerade
0<e<l1l]|ky<k<0| Ellipse
e=0 k = kg Kreis

Tabelle 2.2: Bahnen des HOOKE-Potentials
Bei einer Potentialkonstanten k = ky bewegt sich die reduzierte Masse p auf

einer Kreishahn mit dem Radius ro um den Ursprung des Koordinatensy-
stems.

E
ko = 5 und 79 =+/p (2.146)

Wird die Potentialkonstante k£ aus dem Bereich ky < k£ < 0 gewihlt, so hat
die Bahn die Form einer Ellipse, deren Mitte im Koordinatenursprung liegt.
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Der Abstand des Perihels bzw. Aphels folgt aus Gl. (2.143) fiir 2¢p = ¢" bzw.
2¢=¢" +2r zu:

(2.147)

und 74, = P
+¢ 1—¢

T'per =
P 1

Eine verschwindente Potentialkonstante & = 0 verursacht eine Gerade als
Bahnkurve des Massenpunktes. Dabei ist der kiirzeste Abstand zwischen
Koordinatenursprung und Gerade der Perihelabstand 7., mit

- \/g (2.148)

Eine Potentialkonstante £ > 0 hat eine hyperbolische Bahn zur Folge.

Bemerkung 2.9 Die Bemerkung 2.6 tiber negative € trifft auch hier zu. Ne-
gative € rufen die gleichen Bahnformen in der gleichen Reihenfolge hervor,
nur um 180° in mathematisch-positivem Drehsinn gedreht.

2.9.2 Numerische Beispielrechnungen

Eine numerische Losung des Zweikorperproblems mit dem HOOKE-Potential
wird an vier Anfangsbedingungen fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 demonstriert.
Jede der Anfangsbedingungen fiihrt auf eine bestimmte Bahnform der vier
moglichen Bahnen des HOOKE-Potentials. Die Anfangsbedingungen folgen
aus der Vorgabe geometrischer Kennwerte der jeweiligen Bahn. Die numeri-
sche Losung erfolgt unter Verwendung kartesischer Koordinaten.

Kreis  Bei einer Kreisbahn 148t sich nur der Radius rg vorgegeben. Damit
ist nach Gl. (2.146) der Halbparameter p bestimmt. Aus der Definition des
Halbparameters in Gl. (2.144) 148t sich der Drehimpulsbetrag [ bestimmen:

l=+ro\/uFE (2.149)

Ein positives Vorzeichen bedeutet einen Bahnumlauf in mathematisch posi-
tivem Drehsinn bzw. ein negatives einen umgekehrten Umlauf des Masse-
punktes. Die Potentialkonstante k, einer Kreisbahn folgt aus GI. (2.146):
E
ko =—— (2.150)
Ty
Mit dem Betrag des Drehimpulses und der notwendigen Potentialkonstante
sind die Anfangsbedingungen der Gln. (2.127) und (2.128) fiir die Kreisbahn
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Abbildung 2.13: Kreisbhahn des HOOKE-Potentials bei p =2, E =1

bestimmt.
In der Abb. 2.13 ist eine Kreisbahn des Massepunktes im HOOKE-Potential
mit einer Potentialkonstanten ky = —0.25 dargestellt. Der Bahnumlauf ist

im mathematisch positiven Drehsinn gewéhlt (I > 0). Im unteren Rechner-
schrieb ist der Verlauf des effektiven Potentials V'(r) und die Gesamtenergie
E des HOOKE-Potentials wiedergegeben. Den Verlauf von V' von links bis
zum Minimum bei r = rq = 2 bestimmt das Potential der auf die Masse p
wirkenden Zentrifugalkraft (siche G1.(2.40)). Im Verlauf ab r = r; dominiert
das HOOKE-Potential V(r). Die konstante Gesamtenergie E verifiziert die
Energieerhaltung £ =T + V = const.
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Ellipse  Fiir die Spezifikation einer Ellipse sind zwei geometrische Parameter
notwendig. Dazu werden analog zum KEPLER-Potential der Perihelabstand
Tper und der Aphelabstand rgy, benutzt. Der Betrag | des Drehimpulses
wird mit Hilfe der Methode des effektiven Potentials bestimmt. Da bei 7,
und r,,, das gleiche effektive Potential herrscht (siche Abb. 2.14), 148t sich
durch eine Gleichsetzung von V'(rpe,) und V'(r,,,) der Drehimpulsbetrag
bestimmen:

1 1 2 1 1 2
4 =——krl, +- = ——krl,+-—5=V
(Tper) 9 Tper 2 U T;%er 9 T aph 2 1 Tgph (Taph)

I = £ rper Tapn\/—1 K (2.151)

V'(I’)‘

1 \\V-(r) /
N\
E1 / !
£o j \/

Abbildung 2.14: Effektives Potential V'(r) des HOOKE-Potentials

Mittels des effektiven Potentials und der Gesamtenergie F mit

1
E = V' (tper. Tapn) = =5 k (per + 7ipn) (2.152)

ergibt sich die notwendige Potentialkonstante & zu

2F
k= - (2.153)
Tper + Taph

Die Anfangsbedingungen fiir die elliptische Bahn sind die Gln. (2.131) aus
Kapitel 2.8. Diese sind mit Gl. (2.151) und GI. (2.153) bis auf die Gesamt-
energie F und die reduzierte Masse p eindeutig bestimmt.
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Abbildung 2.15: Elliptische Bahn des HOOKE-Potentials bei p =2, F =1

Der obere Rechnerschrieb in Abb. 2.15 zeigt eine ellipsoide konzentrische
Bahn mit dem Perihelabstand rp., = 1 und einem Aphelabstand rq,, = 3.
Der Betrag des Drehimpulses ist positiv, d.h es findet ein Bahnumlauf gegen
den Uhrzeigersinn statt. Das effektive Potential des HOOKE-Potentials im
unteren Rechnerschrieb besitzt wieder den fiir das HOOKE-Potential typi-
schen parabelférmigen Verlauf, jedoch sind hier die zwei Schnittpunkte mit
der Gesamtenergie E bei rp., und r4,, zusehen.

Gerade Der Fall k = 0 ist eigentlich ein zusétzlich enthaltener Trivialfall.
Hier verschwindet das HOOKE-Potential V' und somit die Zentralkraft f(r).
Dies fiihrt bei einer Vorgabe der Gesamtenergie E, die dann allein aus der
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Abbildung 2.16: Geradlinige Bahn des HOOKE-Potentials bei p =2, F =1

kinetischen Energie T' besteht, zum direkten Entfernen vom Zentralkraftzen-
trum ins Unendliche. Das effektive Potential V' schneidet die Gesamtenergie
E nur in einem Punkt, und zwar im Perihel. Der Perihelabstand 7., wird
hier vorgegeben. Er betrigt nach Gl. (2.148)

(2.154)

P

Aus der Defintion des Halbparameters p in Gl. (2.144) 1d8t sich dann der
Drehimpulsbetrag [ fiir die Anfangsbedingungen errechnen:

l=Frper\/2p FE

(2.155)
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Abbildung 2.17: Hyperbel des HOOKE-Potentials bei =2, E = 0.1, k = 0.1

Mit dem Drehimpulsbetrag [ und dem Perihelabstand 7., sind die verwen-
deten Anfangsbedingungen in den Gln. (2.131) feststehend.

Die Abb. 2.16 zeigt oben die Fluchtbahn eines Massenpunktes mit der Gesam-
tenergie £ =T = 1. Die fehlende Zentralkraft verursacht keine Ablenkung
des Massenpunktes von der vorgegebenen Bewegungsrichtung (I > 0). Der
Abstand vom vermeintlichen Zentralkraftzentrum ist r,., = 2. Das effektive
Potential V'(r) im unteren Rechnerschrieb besteht nur aus dem Potential der
Zentrifugalkraft des Massenpunktes. Deshalb ist ein hyperbolischer Verlauf
von V' zu sehen.

Hyperbel Fiir k& > 0 o6ffnet sich die Parabel des HOOKE-Potentials nach
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unten (sieche Abb. 2.17). Somit besteht nur ein Schnittpunkt der Gesamt-
energie E mit dem effektiven Potential V' (sieche Gl. (2.156)). Resultat ist
eine hyperbolische Bahn des Massenpunktes.

1 2
2 pr?

per

k r?

1
B =V/(rper) = =5 ke + (2.156)

Bemerkung 2.10 Im Feder-Modell in Abb. 2.12 wiirde dies einer vorge-
spannten Feder entsprechen, die eine unendliche Dehnung zuldft.

Der Betrag [ des Drehimpulses wird dann aus der Gleichheit der Gesamt-
energie £ und dem effektiven Potential V'(r,.,) im Perihel ermittelt. Aus
einer Aquivalenten Umstellung der Gl. (2.156) nach [ folgt:

=+ 7 \/u (2E+kr2,) (2.157)

Bei nur einer geometrischen Bedingung (7,.,) ist der Wert der Gesamtenergie
E frei wihlbar. E darf nur den Wert V' (r,.,) nicht unterschreiten, sonst wire
der Drehimpulsbetrag [ imaginér.

In Abb. 2.17 sind die Gln. (2.131) die Anfangsbedingungen fiir eine Hyperbel
mit einer geometrischen Vorgabe des Perihelabstandes r,., = 2. Die Asym-
ptote der hyperbolischen Bahn des HOOKE-Potentials hat trotz positivem
Drehimpulsbetrag [ > 0 eine positive Steigung. Im Gegensatz zur negativen
Steigung der Asymptote des KEPLER-Potentials. Dieser Bahnverlauf ent-
spricht der Vorstellung einer unendlich-weichen Feder im Federmodell, denn
bei einer solchen Feder wiirde eine konstante Rotation mit der Kreisfrequenz
w lediglich ein Aufwickeln des Federdrahtes auf die Drehachse bedeuten.

2.10 Das lineare Potential

Als Beispiel eines Zentralkraftpotentials, dessen gesamten begrenzten Bah-
nen nicht geschlossen sind, wird das lineare Potential V'(r) mit

Vir)=kr (2.158)

verwendet.
Ein lineares Potential ist bei der entfernungsunabhingigen Schwerkraft in
Erdnéhe zu finden [8]. In Kapitel 2.4 entspricht das lineare Potential dem
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Fall n = 0, der analytisch auf ein elliptisches Integral fiihrt.

Auf die analytische Losung wird hier aber nicht eingegangen. Die numerische
Losung wird an Hand des Zeitschrittverfahrens in kartesischen Koordinaten
durchgefiihrt. Dabei wird die Untersuchung auf unterschiedliche Bahntypen
am effektiven Potential V'(r) dieser Zentralkraftbewegung vollzogen. Somit
werden die Bahntypen an Hand der Gesamtenergie F unterschieden.

Das effektive Potential V’(r) besitzt mit einem linearen Potential folgende
Form (siehe auch Abb. 2.18):

V'(f)‘ |
\ v
N

£1 N :
: ~ ‘

£E0 v /<\ va(r)
~ ‘ -
r' ri ro r2

Abbildung 2.18: Effektives Potential V'(r) des linearen Potentials

12
"(ry =k - — 2.1
V) =kt (2.159)

Bei E = Ey = V., liegt fiir & > 0 ein Minimum des effektiven Potentials vor.
Dies fiihrt analog zu den bisherig bearbeiteten Potentialen zu einer Kreisbahn.
Der zugehorige Radius ry ergibt sich aus der analytischen Bedingung fiir ein

Minimum einer skalarwertigen Skalarfunktion:

dVv'(r)

lT] - 0 (2.160)

Aus dieser Gleichung ist der Radius rg der Kreisbahn:

2
ro = ¢ L (2.161)
k
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Abbildung 2.19: Kreisbahn des linearen Potentials bei p =2, k =1

bzw. der Drehimpulsbetrag [ berechenbar:
l=+\kurd (2.162)

Die Gesamtenergie Ey der Kreisbahn ergibt sich mit der Gl. (2.159) und der

Gl (2.161) zu:

3
E[] = VI(T[]) = 5 k To (2163)

Als Anfangsbedingungen wurden die Gln. (2.127) und (2.128) implementiert.
In Abb. 2.19 ist im oberen Rechnerschrieb die numerisch berechnete Kreis-
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Abbildung 2.20: Begrenzte Bahn des linearen Potentials bei p =2, k =1

bahn mit dem Radius rq = 2 der reduzierten Masse 1 = 2 dargestellt. Darun-
ter ist die Gesamtenergie £ = Ej iiber der Zeit ¢ und das effektive Potential
V'(r) iiber dem Radius r aufgetragen. Das Minimum des effektiven Poten-
tials liegt erwartungsgeméfl bei r = ry. Mit der Potentialkonstanten k£ = 1
betrigt die Gesamtenergie Fy = 3.

Fiir die Gesamtenergie £ > FEj und einer positiven Potentialkonstanten £ > 0
liegen zwei Schnittpunkte der Gesamtenergie mit dem effektiven Potential
V'(r) vor. Die Bahn besitzt somit ein Perihel und ein Aphel, und ist demzu-
folge begrenzt. Nach Kapitel 2.5 ist aber bekannt, dafl die Bahn offen sein
muf.
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Abbildung 2.21: Hyperbel des linearen Potentials bei p =2, F = —0.1 =k

Den Betrag [ des Drehimpulses 148t sich aus der Gleichheit des effektiven
Potentials V' (rpe,) im Perihel und V'(r4,,) im Aphel ableiten:

21k
[ =+ 1yer Taph | — (2.164)
Tper + Taph

Die Gesamtenergie F ist identisch mit der Energie in einem der Schnittpunkte
des Graphen des effektiven Potentials:

E=V'(rper, rapn) =k (Tper + Tapn) — per Taph_ (2.165)
T'per + Taph
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Mit dem Betrag [ des Drehimpulses sind die Anfangsbedingungen nach den
Gln. (2.131) bestimmt.

Die Abb. 2.20 zeigt ein Beispiel einer begrenzten Bahn. Es handelt sich
um einen Verlauf innerhalb eines Kreisringes deren innerer Kreis den Radius
Tper = 1 und deren duBerer Kreis den Radius r4,, = 3 besitzt. Da die Bahn
offen ist, wird der Kreisring fiir ¢ — oo vollkommen iiberstrichen sein [8].
Der untere Rechnerschrieb zeigt die konstante Gesamtenergie E = 3.25 und
das effektive Potential V'(r).

Der Fall einer negativen Potentialkonstante k& < 0 148t nur einen Schnitt-
punkt der Gesamtenergie mit dem effektiven Potential V'(r) zu. Die offene
Bahn ist somit unbegrenzt und besitzt lediglich ein Perihel.

12
E = V’(TPCT‘) — k Tper + 5 Iu ’["%er (2166)

Der Betrag | des Drehimpulses 148t sich durch eine Aquivalenzumformung
von GL (2.166) bestimmen:

L= % Tper /21 (B — ki Ter) (2.167)

Da nur der Perihelabstand vorgegeben wird, ist die Gesamtenergie £ wéhl-
bar. Damit aber der Betrag [ des Drehimpulses nicht imaginir wird, mufl
E > V(rper) sein. Der Drehimpulsbetrag [ aus Gl. (2.167) bestimmt nun die
Anfangsbedingungen aus den Gln. (2.131).

Nach Abb. 2.21 scheint die unbegrenzte Bahn einen hyperbolischen Verlauf
zu haben, da ein schnelles Anschmiegen an eine Asymptote erfolgt. Im un-
teren Rechnerschrieb ist erkennbar, dafy der Verlauf des effektiven Potentials
fiir alle moglichen Gesamtenergien E nur einen Schnittpunkt zuldfit.

Auf den Trivialfall £ = 0 wird in diesem Kapitel verzichtet. Der Verlauf ist
identisch zu dem beim HoOKE-Potential, d.h. eine Gerade.

E > V(rper) | kK <0 | Hyperbel
E>0 k =0 | Gerade

E > E, k > 0 | begrenzte Bahn
E=E, k>0 | Kreis

Tabelle 2.3: Bahnen des linearen Potentials
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2.11 Das binomiale Potential

Unter dem binomialen Potential soll das folgende Potential vierter Ordnung
verstanden werden:

V(r) = % k(r? = )\)2 (2.168)

Es stellt ein Beispiel eines Potentials der in Gl. (2.30) angesetzten Form
dar. Das binomiale Potential V'(r) steht fiir eine Zentralkraft f(r), die der
Federkraft einer progressiven Feder entspricht, mit der Potentialkonstanten
k als Federsteifigkeit. Somit 148t sich fiir die Bewegung eines Massenpunktes
in diesem Zentralkraftfeld ein Federmodell entwerfen, das dem des HOOKE-
Potentials dhnelt.

P

Abbildung 2.22: Feder-Modell fiir das binomiale Potential

Die auf Zug und Druck progressiv reagierende Spiralfeder [17] ist reibungsfrei
im Ursprung des (x,y)-Koordinatensystems gelagert und dreht sich mit einer
konstanten Kreisfrequenz w = ¢ = const. Dabei wirken keine duleren Kriifte
auf den Massenpunkt ein.

2.11.1 Numerische Beispielrechnung

Die numerische Berechnung der Bahnen des binomialen Potentials erfolgt mit
dem Zeitschrittverfahren auf Basis kartesischer Koordinaten.
Aus der graphischen Darstellung des effektiven Potentials V'(r) mit

Vi) = S (742—A)2+li (2.169)
2 2 pr?

in Abb. 2.23 ist erkennbar, dafl der Verlauf des binomialen Potentials die glei-
chen charakteristischen Merkmale aufweist wie das lineare Potential. Folglich
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Abbildung 2.23: Effektives Potential V'(r) des binomialen Potentials

kénnen keine anderen Bahntypen als beim linearen Potential erwartet wer-
den. Aus diesem Grund wird nur der Fall der begrenzten Bahn untersucht.

E > V(rper) | k <0 | Hyperbel
E>0 k =0 | Gerade

E > Ej k > 0 | begrenzte Bahn
E=E, k > 0| Kreis

Tabelle 2.4: Bahnen des binomialen Potentials
Bei E > Ey =V, und k > 0 treten zwei Schnittpunkte der Gesamtenergie
E mit dem effektiven Potential V' auf. Somit ist das effektive Potential an
diesen beiden Schnittpunkten gleich. Die Radien dieser Schnittpunkte sind
der Perihelabstand bzw. Aphelabstand der offenen Bahn.

1 2 1 2
V'rger) = 5k (12— A) + 3 =
(Tp ) 2 ('rper ) 2 /,L 7,]2)61.
1 ) 2 1 [ ,
= 5 k (raph - )\) + 5 /,LT—th =V ('raph) (2170)

Aus Gl (2.170) folgt durch Aquivalenzumformungen der Betrag I des Dre-
himpulses:

[ = % Pper Taph \/u k(r2, +12,, = 2)) (2.171)
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Abbildung 2.24: Begrenzte Bahn des binom. Potentials (u =2, k =1 = })

Damit der Drehimpulsbetrag [ reell bleibt mufl der Parameter A folgende
Bedingung erfiillen:

(2.172)

Die Gesamtenergie F die der Massenpunkt auf dieser begrenzten Bahn be-
sitzt ist gleich dem effektiven Potential an einem der Schnittpunkte:

N | T

E=V'rpe) = (r;;er + Topn — 2 A (rfm + Tth) +r2 r o+ )\2) (2.173)

per ' ap
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Der Drehimpulsbetrag [ aus Gl. (2.171) legt nun eindeutig die Anfangsbe-
dingungen aus den Gln. (2.131) fest.

Die Abb. 2.24 zeigt eine begrenzte Bahn des binomialen Potentials. Analog
zum linearen Potential handelt es sich um einen Bahnverlauf innerhalb eines
Kreisringes mit den Radien rp,, und 7,,. Im Vergleich zur begrenzten Bahn
des linearen Potentials ist hier die Lénge der Bahn zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Beriihrpunkten des dufleren Kreisrings kiirzer. Dies resultiert
aus der grofleren Gesamtenergie bei gleicher Geometrie (vgl. Abb. 2.20).

2.11.2 Der DUFFING-Schwinger als Sonderfall

Die Zentralkraftbewegung mit dem binomialen Potential umfafit auch die ein-
dimensionalen Schwingungen des DUFFING-Schwingers [3]. Die Bewegungs-
gleichung des DUFFING-Schwingers beschreibt zum Beispiel Schwingungen
eines Feder-Masse-Systems mit progressiver Feder [3] und reibungsfreier La-
gerungen (siehe Abb. 2.25) oder entsteht aus der linearisierten Bewegungs-
gleichung eines mathematischen Pendels unter Hinzunahme des Gliedes zwei-
ter Ordnung der TAYLOR-Entwicklung (siehe Gl. (2.174)) [18].

3
ml:’t—l—mgsinx%mli—i—mg(m—%):[] (2.174)

Abbildung 2.25: Der DUFFING-Schwinger

Das Potential des DUFFING-Schwingers hat folgende Form [3]:

V(z) = %x2+§x4+7 (2.175)

Das binomiale Potential ist nach Gl. (2.168) wie folgt:

1
V) = Sk (=)
k k

§A2—Akr2+§r4 (2.176)
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Aus einem Koeffizientenverglech der beiden Potentiale folgt:
[
a=-2kX [(=2k, 7:§k)\ (2.177)

Somit sind die Potentiale direkt vergleichbar. Damit auch eine Bewegung
in einem Zentralkraftfeld mit dem binomialen Potential V, mit der ein-
dimensionalen Bewegung eines DUFFING-Schwingers vergleichbar ist, muf
der Betrag [ des Drehimpulses identisch null sein. Dies 148t sich mittels
einem Koeffizientenvergleich der jeweiligen Gesamtenergien zeigen. Die Ge-
samtenergie F eines DUFFING-Schwingers mit der Masse pu ist:

1
EET+V:§;L$'2+V($) (2.178)

Die Gesamtenergie ' des Massenpunktes aus dem Einkorperproblem hat in
Polarkoordinaten die folgende Gestalt:

E=T+V = %u(fQ—l-rQ d>2)+V(r) (2.179)

mit g als reduzierte Masse.

Der Koeffizientenvergleich ergibt, dafl ¢ = 0 sein muB, d.h. ¢ =const. Nach
dem ersten Integral in Gl. (2.23) ist dieses Resultat zum geforderten Ver-
schwinden des Drehimpulsbetrages dquivalent. Folglich ist der Radius r des
Einkorperproblems identisch mit der Variablen x des DUFFING-Schwingers.

2.11.3 Phasenkurven des DUFFING-Schwingers

Bei einer ein-dimensionalen Bewegung kann die Bahnkurve nicht von groflem
Interesse sein, da sie immer die Form einer Linie annimmt. Dabei ist die Linie
von endlicher Linge, weil die Bewegung eine Schwingung ist. Interessanter
sind die Phasenebenen, aus denen man die Geschwindigkeit und den Wert der
zugehorigen Koordinate zu jedem Zeitpunkt ¢ entnehmen kann [3]. Die Pha-
senebenen enthalten somit eine eindeutige Beschreibung der Bewegung und
kénnen demzufolge zur Unterscheidung von charakteristischen Bewegungs-
abldufen dienen. Da der Winkel ¢ nach Kapitel 2.11.2 konstant ist, enthélt
die Phasenebene bzgl. ¢ stets nur den Anfangspunkt. Aus diesem Grund
geniigt es im folgenden nur noch die Koordinate r zu betrachten.
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Die Funktion 7 = 7(r) der Phasenkurve bzgl. r ist implizit in der Gesamt-
energie F enthalten:

pit = 2(E—-V(r))
k k
_ o(p_% 2 K 4
< 5 AN+ XEr 57 >
pr? = 2E kN +2kAr? — kot (2.180)
Im Hinblick auf die Implementierung werden charakteristische Punkte der

Phasenkurven bestimmt, die als geometrische Vorgabe dienen. Dazu sollen
hier die Nullstellen verwendet werden.

2FE
pi? = —k (—T+A2—2)\r2+r4>
= —k (W= —2xr7+0)
= k(A= Aoo) A+ Ao) —2A7% +77) (2.181)
mit 5
M= (2.182)
k
Nach dem Satz von VIETA iiber die Zerlegung von Polynomen gilt:
P tar+ B = (z—x0) (T — x0,)
To, + Xg, = —
— 2.183
{ To, To, = 3 ( )

Aus einem Vergleich der Gln. (2.183) mit Gl. (2.181) sind die Linearfaktoren
der rechten Seite von Gl. (2.181) erkennbar:

pi? =k (r? = (A= X)) (17 = (A + Ao) ) (2.184)

Fiir die Gl. (2.184) ist eine Fallunterscheidung notwendig, weil die Anzahl der
Nullstellen vom gewé#hlten A abhiingt. Nach Tab. 2.5 liegen drei unterschied-
liche Typen von Phasenkurven vor. Mit der Kenntnis der Nullstellenlage ist
somit moglich, in der numerischen Losung die Kurvenform durch die entspre-
chende Wahl von A\, vorzugeben.

In Tab. 2.5 sind auch negative Radien moglich. Dazu spéter mehr in Kapi-
tel 2.11.5.
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Bereich Anzahl der Nullstellen | Nullstellen

A< Aol 2 Fors = £ A+ ool
2 (Aol

)\:|)\oo‘ 3 7“01:0
Ty s = +

A> ol 4 Fors =% /A + Aol
7“03,4 =4 )\ — |)\oc|

Tabelle 2.5: Phasenkurven des DUFFING-Schwingers

2.11.4 Numerische Berechnung der Phasenkurven

Die numerische Losung iibernimmt das Zeitschrittverfahren in Polarkoordi-
naten, da hier polare Koordinaten geeignter sind als kartesische Koordinaten.
Erstens hat die numerische Losung in Polarkoordinaten generell gegeniiber
der Losung in kartesischen Koordinaten den Vorteil, daf§ dort das Residuum
nur ein-dimensional ist. Nach den Bewegungsgleichungen des Einkérperpro-
blems im Fall des DUFFING-Schwingers ist der Radius r = qél) auch die einzi-
ge generalisierte Koordinate die sich dndert, der Winkel ¢ hélt den Wert aus

der Anfangsbedingung bei (¢ = 0). Zweitens ist durch das Verschwinden des

Drehimpulsbetrags [ das Residuum R(qél)) analog zu den kartesischen Koor-

dinaten nur aufgrund des Potentials V nichtlinear in ¢3" (siehe Kapitel 2.7).
Ferner ist die Tangente lediglich quadratisch in qél). Das Zeitschrittverfahren

nimmt nach Kapitel 2.7 folgende Form an:

hun
o' —aq’ = (0 +p) = 0 (2.185)
&V —¢? = o (2.186)
LdV (r(qg"
pg)_p(ll)_'_hn/ Mda = 0 (2.187)
0 d’l“
PP —p® = o (2.188)

Daraus ergeben sich das Residuum R(qél)) und die Tangente Kp zu:

2 1 h
0

My _— 1) _n n
R(QQ ) = ({9 q1 I Y4 21 dr
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hy [t d*V(r(a"(@)
Kr + 20 s 7 ada (2.190)

Als Anfangsbedingung sind der generalisierte Impuls p und die generalisierte
Koordinate q eines Bahnpunktes zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu iibergeben. Nach
Gl. (2.84) sind die Komponenten des generalisierten Impulses:

pr = ur (2.191)
e = urio=I (2.192)

Die Bedingung die das ebene Einkérperproblem auf einen ein-dimensionalen
DUFFING-Schwinger reduzierte war ¢ = 0. Demzufolge verschwindet py in
der Anfangsbedingung. Entsprechend GI. (2.25) und Gl. (2.191) gilt fiir die
Komponente p, unter Beriicksichtigung von [ = 0:

peo= E£\2p(BE-V(1))
= +2u(E-V(r)) (2.193)

Das Ziel ist die Vorgabe der Nullstellen der Phasenkurven, welche den Um-
kehrpunkten der Bahnkurve entsprechen. Somit wird als vorgegebener Bahn-
punkt (79, ¢9) ein Umkehrpunkt gewihlt. Demgem#8 sind die Anfangsbedin-
gungen fiir das Zeitschrittverfahren wie folgt:

T

+ /2 1 (E —V(rg)). 0

o = [ro, %] und p, = (2.194)

Fall 1 Fiir A < |Ay| liegen zwei Nullstellen vor, die sich nur durch ihr

Vorzeichen unterscheiden:
To,, = & VA + Al (2.195)

Damit 148t sich beispielsweise folgende Anfangsbedingung festlegen:

ro = \/A =+ |Aocl (2.196)

Die Vorgabe des Winkels hat auf die Phasenkurven bzgl. r keinen Einfluf}.
Demnach kann ¢q einen beliebigen Wert annehmen. Wird die Nullstelle rg
vorgegeben, so berechnet sich aus Gl. (2.196) der zugehéorige Potentialpara-

meter A:
A=12— A (2.197)
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Abbildung 2.26: Fall 1 des DUFFING-Schwingers (p =2, k=1, A =7)

Die Konstante |\ | ist fiir diesen Fall grofier als A zu wihlen, das bedeutet

mit Gl (2.197) muf} gelten:
2

o] > %0 (2.198)

Die Konstante |\ | enthélt nach der Definition in Gl. (2.182) die Potenti-
alkonstante £ und die Gesamtenergie E. Gibt man k fest vor, so fehlt nur
eine Gesamtenergie E die mit dem gewéhlten £ die Gl. (2.198) erfiillt. Die
Gesamtenergie E' 148t sich iiber eine bekannte Geschwindigkeit diktieren.

Es liegen nur zwei Nullstellen vor. Zumal die Nullstellen mit den Um-
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kehrpunkten der Bahnkurve identisch sind, werden beide Nullstellen immer
in der Bewegung zu finden sein. Da die beiden Nullstellen unterschiedli-
ches Vorzeichen aufweisen, mufl der Massenpunkt den Ursprung des x-y-
Koordinatensystems passieren. Demzufolge ist die Geschwindigkeit 7,— des
Massenpunktes bei r = 0 vorgebbar. Die Geschwindigkeit bei »r = 0 hat
den Vorteil, daf} sie sich in der Phasenebene leicht nachpriifen 148t. Gemafl
Gl (2.179) gilt fiir die Gesamtenergie E bei r = 0:

1
E = §uf3:U+V(r =0)
1, 1,
L + 3 ) (2.199)
mit q§ = 0.
Einsetzen von Gl. (2.197) und der Definition von A% in Gl. (2.182) fiihrt auf:
., 1 9 2k
§Mrr:0+ 9 k (To - |)‘oo|) - 9 Ao
. 1 k k
Eurf:0+§kr§—k\)\oo|r§+§)\go = §A§o (2.200)

Nach weiteren Aquivalenzumformungen in Gl. (2.200) ergibt sich die Kon-

stante |Ay| zu:
I 7;7“:0 2 7“3

el = - ( - ) + (2.201)
Aus einem Vergleich von Gl. (2.198) mit Gl. (2.201) folgt, da8 fiir alle 7,_y # 0
die Konstante [Ay| > A ist. Die notwendige Bedingung fiir zwei Nullstellen
ist somit fiir 7,—¢ # 0 erfiillt.
In Abb. 2.26 ist ein Beispiel der Phasenkurven mit zwei Nullstellen zu er-
kennen. Als geometrische Vorgabe dient die Nullstelle ro = 4 und die Ge-
schwindigkeit 7,—q = 4 bzw. der Winkel ¢y = w/4. Hierbei einer Potential-
konstanten k& = 1 betrigt die Gesamtenergie £ = 40.5. Eine Erh6hung der
Potentialkonstanten bei Beibehaltung der Geometrie (gleiches A) verursacht
nach Gl. (2.199) eine Erhohung der Gesamtenergie E. In der Phasenebene
wiirde eine groflere maximale Geschwindigkeit angezeigt.

Bemerkung 2.11 Im Feder-Modell aus Abb. 2.25 wiirde dieser Fall bedeu-
ten, daf$ die Feder durch den Ursprung des x-y-Koordinatensystems schldgt
und dabei die Seiten wechselt, was aber in der Praxis aufgrund der Lagerung
nicht beobachtet werden kann.



72 KAPITEL 2. DAS ZWEIKORPERPROBLEM

10 T T T T T T T
——  numerisch

_10 Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Duffing—Schwinger in Polarkoordinaten, int=5, dt=0.01, t=11.99
1 T T T T

numerisch

o
a1
T

|
©
ol

T

1

Abbildung 2.27: Fall 2 des DUFFING-Schwingers (=2, k=1, A = 8)

Fall 2 Bei A = |\y| besitzt die Phasenkurve drei Nullstellen. Aufgrund der
ein-dimensionalen Bewegung konnen aber nur zwei Umkehrpunkte vorhanden
sein. Das bedeutet, dafl die Phasenkurve mit einer Anfangsbedingung nur
zur Hilfte berechnet werden kann. Nach Tab. 2.5 sind die Nullstellen wie
folgt:

ro, = 0 (2.202)

Fory = +1/2|Aecl (2.203)
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Mit fester Potentialkonstante k, 148t sich in der Anfangsbedingung nur mit
den duflersten Nullstellen r¢, , die Gesamtenergie £ eindeutig diktieren. Fiir
die Berechnung der Phasenkurve im Bereich positiver Radien sei

ro = /2 Mool (2.204)

Aus GI. (2.204) berechnet sich die Konstante |Ay| zu:

7,2

Aoo| = 50 (2.205)
Die Gesamtenergie F ist mit fester Potentialkonstante k& iiber die Definition
in Gl (2.182) eindeutig bestimmt:
ko _ K 2

E = 5 Ao = 5 Ao (2.206)
Eine numerische Beispielrechnung des zweiten Falles ist in Abb. 2.27 zu sehen.
Da die Nullstellen der Phasenkurve 7 = 7(r) den Umkehrpunkten der Bahn-
kurve entsprechen, sind mit einer Anfangsbedingung nur zwei Nullstellen
berechnet worden. Hier ist der Anfangsradius o = 4 und der Anfangswinkel
¢o = m/4. Mit einer Potentialkonstanten k£ = 1 liegt eine Gesamtenergie von
E = 32 vor.
Im Vergleich zum ersten Fall ist die maximale Auslenkung r = ry zwar gleich
gewihlt, die Gesamtenergie F ist jedoch kleiner. Dies ist durch die kleinere
Konstante |\y| bedingt.
Aufgefallen ist bei der numerischen Berechnung die relativ lange Verweildau-
er in der Umgebung von r = 0. Deshalb mufite die Berechnung ldnger als im
ersten Fall gefiihrt werden. Diese lange Verweildauer hat ihre Berechtigung,
denn theoretisch gelangt der Massenpunkt erst in unendlich langer Zeit in
das Zentralkraftzentrum [9].

Bemerkung 2.12 Die Phasenkurve im zweiten Fall nennt man die Sepa-
ratriz aller Phasenkurven, da sie der Grenzfall zwischen den beiden tibrigen
Phasenkurventypen ist [3, 9].

Fall 3  Die letzte Moglichkeit ist die Wahl A > |A.|. Hier treten vier
Nullstellen bei der Phasenkurve auf. Diese sind nach der Tab. 2.5 wie folgt:

ro, = /A4l (2.207)
o, = +/A— |\l (2.208)



74 KAPITEL 2. DAS ZWEIKORPERPROBLEM

Auch hier wird numerisch entweder die Phasenkurve im positiven oder im
negativen Bereich berechnet. Soll hier die Berechnung der Phasenkurve fiir
positive Radien durchgefiihrt werden, so ist eine positive Nullstelle vorzuge-
ben. Fiir die Vorgabe der maximalen Auslenkung rq sei:

ro = A+ Moo &= A =77 — [ Al (2.209)

Fiir den dritten Fall muf§ die Konstante |\, | unter Beriicksichtigung von
Gl. (2.209) folgende Bedingung erfiillen:

2
oo < %0 (2.210)

Die Konstante |A\y| kann analog zum ersten Fall iiber eine bekannte Ge-
schwindigkeit bestimmt werden. Beispielsweise 1483t sich ein Extremum r,
der Phasenkurve ermitteln und die zugehorige Geschwindigkeit 7, vorgeben.

Die notwendige Extremalbedingung fiir eine Phasenkurve 7 = 7(r) ist:

Nach der Kettenregel der Differentiation 148t sich schreiben:

dr A _ 0 (2.212)
di?  dr '
Somit geniigt folgende Bedingung zur Bestimmung von r,:
dr =0 (2.213)
dr|,_,. N '

Die Extrema fiir den dritten und den ersten Fall liegen dann mit der Pha-
senkurve nach Gl. (2.181) bei:
r2 =\ (2.214)

Einsetzen von Gl. (2.214) in die Phasenkurve (GI. (2.181)) ergibt:

[Ase| = \/%f”e (2.215)
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Abbildung 2.28: Fall 3 des DUFFING-Schwingers (u =2, k =2, A = 12)

Die Wahl der extremalen Geschwindigkeit 7. kann aber nicht willkiirlich er-
folgen. Unter Beachtung von GIl. (2.210) muf} 7, entsprechend folgender Un-
gleichung gewihlt werden:

k rk

e <
Te e

(2.216)
Die numerische Berechnung der Phasenkurven zum dritten und letzten Fall
zeigt Abb. 2.28. Die vorgegebenen Daten sind 7o = 4 und 7, = 4. Da durch

die Beibehaltung von ry = 4 in allen drei Beispielberechnungen die Konstante
| Aso| immer kleiner wurde und demzufolge der Potentialparameter A immer
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grofler, so ist zwangsliufig die Gesamtenergie F hier am niedrigsten (E = 16).
Der Anfangswinkel betriigt auch hier ¢q = 7/4.

2.11.5 Schluflbemerkung zur numerischen Lésung

Die Polarkoordinaten r und ¢ sind formal durch folgende Koordinatentrans-
formation definiert [2]:

| =1 cosp
T, = { y = 7 sing (2.217)
mit
—r1<¢<m undr >0 (2.218)

In Abb. 2.26 erstreckt sich aber die Phasenkurve 7 = 7(r) iiber ein Ge-
biet der negativen r-Achse. Die Punkte der Bahnkurve deren Winkel unter
Beriicksichtigung von Gl. (2.218) um 180° kleiner als der Anfangswinkel ¢
sein miifiten, werden somit bei gleichem Winkel mit negativem Radius dar-
gestellt. Die entsprechenden Werte fiir die kartesischen Koordinaten bleiben
hierbei die gleichen, es widerspricht aber Gl. (2.218) aus der formalen Defi-
nition der Polarkoordinaten.

Die Ursache dafiir liegt in den Bewegungsgleichungen des Einkorperproblems
fiir den Sonderfall des DUFFING-Schwingers. Durch das notwendige Ver-
schwinden der generalisierten Geschwindigkeit q.ﬁ, ist der Winkel als konstant
vorrausgesetzt. Folglich mufl der Radius r bei diesen Bahnpunkten einen
negativen Wert annehmen.

Dies ist ein ,,Schonheitsfehler” der mit der Wahl polarer Koordinaten fiir
eine ein-dimensionale Bewegung und demzufolge nicht mit der numerischen
Lésung zusammenhéngt.



Kapitel 3

Das Doppelpendel

In diesem Kapitel wird ein ebenes mathematisches Doppelpendel im Schwe-
refeld der Erde betrachtet, welches aus zwei masselosen Stangen der Lingen
2l; und mittig angeordneten Massenpunkten der Massen m; besteht. Fer-
ner seien die Gelenke als reibungsfrei anzunehmen, wodurch ein konserva-
tives System vorliegt. Das Pendel bewegt sich in einem euklidischen zwei-
dimensionalen Raum E?, in dessen Ursprung das inertiale (x,y)-Koordinaten-
system liegt.

ml

m2

Al
Abbildung 3.1: Mathematisches Doppelpendel

Bemerkung 3.1 Nimmt man die Massenpunkte in den Mitten der Stangen
an, so lafit sich dieses mathematische Pendel leicht zu einem physikalischen

7
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Pendel erweitern. Die Erweiterung besteht lediglich in der Hinzunahme der
Tragheiten ©; der Stangen.

Die kinetische Energie T des Doppelpendels aus Abb. 3.1 ergibt sich aus
6, 7, 8

1
T=3 > m, i} (3.1)

wobei die r; = r;(q1,q) € E? die Ortsvektoren der Massenpunkte m; im
euklidischen Vektorraum E? sind. Unter der Beriicksichtigung der generali-
sierten Koordinaten ¢;, ergibt sich fiir ; folgender Ausdruck [8]:

=3 g 2
r Zaqjqj (3 )

Mit GI. (3.2) erhilt man die kinetische Energie T in der Form

2
T=73% Ty (3.3)
ij=1
mit )
1 aI‘k aI‘k
Tii(q) == m - 3.4
=g 3 me gt o (3.4)

wobei q := [q1, ¢2]” der Koordinatenvektor ist.

Als generalisierte Koordinate wird zweckméafigerweise jeweils der Winkel der
jeweiligen Stange bzgl. einer Bezugsebene gewéhlt. Aus der Wahl der ent-
sprechenden Bezugsebene leiten sich die zwei iiblichen Koordinatensitze ab:

1. ¢, und ¢, sind die Absolutwinkel bzgl. der y-Achse,

2. ¢; sind Relativwinkel bzgl. der y-Achse (g;) bzw. der ersten Stange

(g2)-
3.1 Lineares Doppelpendel
Zuerst werden Bewegungen des Doppelpendels in der unmittelbaren Umge-

bung der stabilen Gleichgewichtslage untersucht. Hierbei handelt es sich um
lineare Schwingungen, da nahezu lineare Riickstellkriifte wirken [8].
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Nach GI. (3.3) ist die kinetische Energie eine homogene quadratische Funk-
tion, mit den definitionsgemaf symmetrischen Koeffizienten T;;(q). Diese
Koeffizienten T;; entwickelt man an dieser Stelle in eine TAYLOR-Reihe um
die Gleichgewichtslage q, [7, 8]:

oT};
oqy,

n(q>:nj<qo>+é[ qu+--- (35)

Da nur kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage betrachtet werden,

geniigt es in erster Ndherung den konstanten Term T;;(q,) zu beriicksichtigen:
2

T="Y Tjla) dig; (3.6)

ij=1

In Matrixschreibweise hat die kinetische Energie die Form

1
T = 3 qQ'Mq (3.7)
mit
mij = 2 Ti5(do) (3.8)
wobei M := [m;;| die Massenmatrix ist.

Bemerkung 3.2 Der Unterschied zwischen einem mathematischen und ei-
nem physikalischen Doppelpendel liegt lediglich in der Massenmatrixz. Wenn
M, die Massenmatriz des physikalischen Doppelpendels ist und 0y, 0y die
Massentrdgheiten des ersten bzw. zweiten Pendels, dann gilt:

9101

A (3.9)

M,,:MJF[

Das Doppelpendel wurde als konservativ vorausgesetzt. Somit existiert ein
Potential V' (q), bei welchem ebenfalls eine TAYLOR-Entwicklung um die
Gleichgewichtslage q, vorgenommen wird [7, 8]:

2 av] 1 2 [aQV
Via) =V(qy) + | a+5
(@) = V(a) ;[8% wty 3 [

1,j=1

] qiqj+ - (3.10)
0

Die potentielle Energie V'(q,) in der Gleichgewichtslage kann auf null gesetzt
werden, da ein Potential durch die unbestimmte Integration der Kraft nur



80 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL

bis auf eine Konstante bestimmt ist. Die ersten Ableitungen des Potentials
verschwinden nach den LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art fiir konservative

Systeme:
d (0T ov
— | = — = 3.11
dt<3di>]o [aql‘]o ! 1)

Folglich ist das Potential in der Umgebung der Gleichgewichtslage ndherungs-
weise:

2
i,j7=1
mit 21
1
V== 3.13
2 laqi aqj]ﬂ ( )

In Matrixschreibweise hat die potentielle Energie die Form

1
V=3 q'Cq (3.14)

mit
wobei C := [¢;;] die Steifigkeitsmatrix ist.

3.1.1 Analytische Losung

Die Bewegungsgleichungen werden im Rahmen der LAGRANGEschen Mecha-
nik aus den LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art hergeleitet.
Die LAGRANGE-Funktion L ist dann

L = T-V (3.16)
1.1
= §qTMq—§qTCq (3.17)

Die LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art haben in Matrixschreibweise die

folgende Form:

¢ (94L) ~dqL =0 (3.18)

Mit

aq(quq)ZQMq und Bq(qTCq):2Cq (3.19)
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haben die Bewegungsgleichungen die folgenden Form:
Mg+Cq=0 (3.20)

Diese gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung wird mit dem folgenden
Ansatz gelost [19]: .
q(t) = Kel !t (3.21)

Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (3.20) fiihrt auf das folgende lineare Glei-
chungssystem (LGS):
(-2*M+C)K=0 (3.22)

Die noch unbekannten Eigenwerte werden aus der charakteristische Gleichung
det(=A\>*M+C)=0 (3.23)

bestimmt. Diese skalare Gleichung hat im zwei-dimensionalen Fall vier Wur-
zeln \;, also vier Eigenwerte.

A (3.24)
Ay = =\ (3.25)
A (3.26)
Moo= =\ (3.27)

Sukzessives Einsetzen der Eigenwerte in Gl. (3.22) fithrt nach dessen Losung
auf die Eigenvektoren K;:

K, (3.28)
K, = K, (3.29)
K, (3.30)
K, = K, (3.31)

Jeder Eigenvektor K; ist durch die lineare Abhéngigkeit in Gl. (3.22) bis auf
eine Konstante ¢; eindeutig bestimmt.

Aus der Linearitit von GI. (3.20) folgt als allgemeine Losung der Bewegungs-
gleichungen aus dem Superpositionsprinzip:

4
a(t) =Y K&t (3.32)
=1
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Mit Hilfe der EULER-Formel 148t sich die allgemeine Lésung anschaulicher
schreiben:

a(t) =>_1; (4; cosw;t + B; sinwt) (3.33)

i=1

Die Eigenfrequenzen w; entsprechen dabei den Eigenwerten A\; bzw. A3 und
die Eigenformen 1; den Eigenvektoren K; und Kj.
Die Konstanten A; und B; werden iiber die Anfangsbedingungen bei ¢ = 0
aus dem folgenden LGS bestimmt:

Ay

11 12 0 0 A2 _ Q(t = 0)

0 0 (] 11 Wa 12 ] Bl N [ Q(t = 0) (334)
B,

3.1.2 Numerische Losung

Zur numerischen Losung im Rahmen der HAMILTONschen Mechanik muf}
die HAMILTON-Funktion H = H(p, q) ermittelt werden. Der generalisierte
Impuls p wird aus der LAGRANGE-Funktion L = L(q, q) wie folgt berechnet:

p =04l (3.35)

Mit Hilfe der Rechenregel in Gl. (3.19) ergibt sich aus der LAGRANGE-
Funktion aus Gl. (3.17) der generalisierte Impuls p zu:

p=Mq (3.36)
Damit 1Bt sich ¢ durch Multiplikation von Gl. (3.36) mit M~' bestimmen:
q=M""p (3.37)

Mit Gl. (3.37) ist nun die HAMILTON-Funktion H bekannt. Fiir konservative,

autonome Systeme gilt:
H=E=T+V (3.38)

Wird nun in 7' mit Gl. (3.37) ¢ durch den generalisierten Impuls p ersetzt,
so gilt:

H(p,q) = T(p)+V(a) (3.39)
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pT (M—T MM—l) p+ % qTC q

N — Do —

B 1
p’' M Tp+§qTCq

1 B 1
H(p,q) = §pTM 1p+§qTCq (3.40)

mit M~" = M~ wegen der Symmetrie der Massenmatrix M.
Somit lassen sich die partiellen Ableitungen von H unter Beachtung von
Gl. (3.19) berechnen:

1
OopH = 0p <§pT1\/I_1p>
= M'p (3.41)

oqH = 8q<%qTCq>
= Cq (3.42)

Das folgende Gleichungssystem stellt das allgemeine Zeitschrittverfahren zur
numerischen Losung dar:

1
Gy — qy — hn/U dpH(a)da = 0 (3.43)

1
P, — P, + hn/ OqH(a)da = 0 (3.44)
0

Zur Integration von Gl. (3.41) und Gl. (3.42) in diesem Gleichungssystem,
wird p und q durch die diskreten Losungsfunktionen p”(a) bzw. q"(«)
ersetzt. Das Ergebnis ist das folgende lineare Zeitschrittverfahren:

hp
QQ_(h_?M ! (p1+p2) =0 (3-45)
hn
po—p+ 5 C (Ch + (12) =0 (3-46)

2
Dieses lineare Gleichungssystem (LGS) ist in dieser Form noch implizit und
gekoppelt. Es1aft sich aber iiber die Einsetzmethode in zwei explizite LGS in
p, bzw. q, iiberfithren. Diese konnten mit dem GAUSS-Algorithmus eindeu-
tig gelost werden, aber im Hinblick auf die Lésung nichtlinearer Gleichungs-
systeme beim nichtlinearen Doppelpendel, wurde das allgemeine NEWTON-
RAPHSON-Verfahren implementiert. Die Anwendung des allgemeinen NEW-
TON-RAPHSON-Verfahrens auf ein LGS hat aber keine Nachteile. Denn in



84 KAPITEL 3. DAS DOPPELPENDEL

jedem Tterationsschritt des allgemeinen NEWTON-RAPHSON-Verfahrens wird
die linearisierte Form des zu losenden Gleichungssystems mit dem GAUSS-
Algorithmus gelost. Im Falle der Losung eines LGS mit dem NEWTON-
RAPHSON-Verfahrens fillt also nur ein Iterationsschritt an.

Die Losung des Zeischrittverfahrens mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren
erfordert die Bestimmung des zu l6senden Residuum R = 0 und dessen Tan-
gente Kr. Zum Beispiel das Residuum R(p,) folgt durch Einsetzen von
Gl (3.45) in Gl. (3.46):

% .
R(py) =p; —p; + 7 Cq; + <7> (C M 1) (P, +py) =0  (3.47)

Die Tangente K7 wird dann mittels der Richtungsableitung berechnet [4]:

K, Ap, [i R(p, + ¢ Ap, )] (3.48)

de —o

Aus einer Umstellung von Gl. (3.47) 148t sich die Tangente K sofort ablesen:

ha)” B\’
R = I+<7> CMil ps + <7> CMil—I p1+han1 (349)

Somit ergibt sich die Tangente K¢ zu:

ho\?
Kr=1+ (7> CM™! (3.50)

3.1.3 Beispielrechnung in absoluten Koordinaten

In diesem Kapitel wird ein konkretes Beispiel berechnet. Als generalisierte
Koordinaten werden die Absolutwinkel ¢; und ¢ verwendet. Die Parameter
des Doppelpendels sind:

l:=1; =1y und m:=m; = ms. (3.51)
Massenmatriz  Der erste Schritt besteht in der Berechnung der Massenma-

trix M. Nach GI. (3.8) ergeben sich die Komponenten m;; der Massenmatrix
aus den Komponenten T;; der kinetischen Energie T' des Doppelpendels. Zur
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U

Abbildung 3.2: Doppelpendel in absoluten Koordinaten

Berechnung von 7;; sind nach Gl. (3.4) die Ortsvektoren rj, der beiden Mas-
senpunkte mj, notwendig. Diese sind:

B sin ¢ | 21y sing; + 1y singy
ri="h l cos q1 ] und rp = l 21 cosqy + 1y cos g (3.52)

Mit GI. (3.4) ergeben sich die Koeffizienten T;; unter Beachtung von GI. (3.51)
zu:

T, = % 512 (3.53)
m o2
Ty, = B 21° cos(q1 — qo) (3.54)
T21 = T12 (355)
Ty = %12 (3.56)
Aus der Berechnung der Komponenten m;; mit Gl. (3.8) folgt:
5mi* 2mli?
M = l i ] (3.57)

Steifigkeitsmatriz  Die Steifigkeitsmatrix C folgt aus dem Potential V' (q),
welches bei dem obigen Pendel folgende Form besitzt:

V(q) = —9g ll (ml + 2m2) COS @1 — My gl2 COS @2
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= —mgl (3 cosq; + cosqs) (3.58)

Aus diesem Potential lassen sich die Koeffizienten V;; nach GI. (3.13) be-
stimmen. Mit Gl. (3.15) ergeben sich daraus dann die Komponenten ¢;; und
somit die Steifigkeitsmatrix C = [¢;;]:

| 3mgl 0
C—[ 0 mgl] (3.59)

Mit den Matrizen M und C ist die Aufgabe eindeutig gestellt und kann gelost
werden.
Analytische Losung

Aus der charakteristischen Gleichung (3.23) ergeben sich die folgenden Ei-
genwerte:

M= (4+\/E)% (3.60)
de = -\ (3.61)
Ny = (4—@)% (3.62)
Moo= A (3.63)

Demnach sind die Eigenfrequenzen w; > wo der Losung gegeben durch:

o= /(4+vi3) 2 (3.64)

_ g

wy = (4 - ) 7 (3.65)
Bemerkung 3.3 Beide Eigenfrequenzen liegen somit immer im Bereich der
reellen Zahlen. FEs gilt dann:

“I'cR¢ Q (3.66)
)

mit R als Menge der reellen Zahlen und @Q als Menge der rationalen Zah-

len. Da der Quotient nicht mehr im Bereich der rationalen Zahlen liegt, sind

die Figenfrequenzen inkommensurabel. Das bedeutet, daf$ die Losung aperi-

odisch ist, falls durch eine entsprechende Wahl der Anfangsbedingungen in

der Lisung eine Uberlagerung der zwei Eigenfrequenzen wy und wy auftritt
[19, 3].
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Werden die Konstanten ¢; der Eigenvektoren K; alle auf eins gesetzt, so
ergeben sich folgende Eigenvektoren:

K, — '%(1—15)' (3.67)
K, = K, (3.68)
K; — -%(“Flm)- (3.69)
K, = K, (3.70)

Die Eigenformen 1; der allgemeinen Lésung der linearen Bewegungsgleichun-
gen (3.20) sind somit:

L, = l 7 (1 _1\/@ ] (3.71)
L, — [%(Hl\/ﬁ)] (3.72)

Zur Angabe der allgemeinen Losung (3.33) fehlen noch die Konstanten A;
und B;. Sie werden aus dem LGS (3.34) bestimmt. Mit den obigen Eigen-
frequenzen und Eigenformen ergeben sich die Konstanten zu:

A = @[1—\@ 2 | qq (3.73)
Ay = (13_572\/_13)[1+\/ﬁ 2 | qq (3.74)
(13 - 3V13) /gl (4+ V13)
B, = [1-V13 2]4, (3.75)
52 ¢
(13+3\/ﬁ) gz(4—\/ﬁ)
B, = oF [1+V13 2]a, (3.76)

Numerische Lésung

Fiir die numerische Losung des Beispiels ist nur die Massenmatrix (3.57) und
die Steifigkeitsmatrix (3.59) notwendig. Die Zeitschrittweite h,, entspricht in
den Rechnerschrieben der Konstante dt.
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Vergleich konkreter Anfangsbedingungen

In diesem Abschnitt wird die analytische Losung mit der numerischen Losung
am Beispiel der Anfangsbedingungen aus Tab. 3.1 verglichen. Die ersten

G @ |G| q
1—V13| 6 010
1+v13] 6 [0]0

0.1 0011010

Tabelle 3.1: Lineare Anfangsbedingungen fiir Absolutwinkel

beiden Anfangsbedingungen sind die erste Eigenform 1; bzw. die zweite Ei-
genform 1y des Doppelpendels. Die dritte Anfangsbedingung ist eine beliebig
ausgewihlte kleine Auslenkung beider Pendel.

s

Erste
Eigenform

Zweite
Eigenform

Abbildung 3.3: Eigenformen eines Doppelpendels [3]
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=1.99

5 T T T
numerisch
. —— analytisch
o |
\\// Y
-5 L L :

2
numerisch
analytisch

0 0.5 1 1.5 2
34.5598 T T :
o : : . * numerisch
@34'5598_ [ R R —— analytisch | ]
(O]
5 34.5598
34.5598 ! : :
0 0.5 1 1.5 2

Zeit

Abbildung 3.4: Erste Eigenform bei m = 0.25, 1 = 0.5

In Abb. 3.4 sieht man die erste Eigenform des Doppelpendels iiber der Zeit
t aufgetragen. Die durchgezogenen Linien stellen die analytischen Lésungen
q1 bzw. ¢ und die gepunkteten Linien die numerischen Losungen ¢ bzw.
¢» dar. Im letzten Rechnerschrieb dieser Abbildung wird die Erhaltung der
Gesamtenergie des Doppelpendels bestétigt.
Die analytische Losung zu dieser Anfangsbedingung ist:

q(t) = qqgcoswit (3.77)

Es handelt sich somit um eine harmonische Schwingung beider Pendelstangen
deren Frequenz jeweils die erste Eigenfrequenz w; ist.
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Die Verldufe der Phasenkurven lassen sich auf die Struktur des sogenann-
ten Phasenraumes zuriickfiihren. Dazu folgender Einschub:

Einschub 3.1 (Phasenraum von Systemen mit zwei Freiheitsgraden [6])
Die Bewegungsgleichungen (3.78)

q=flq (3.78)

lassen sich als folgendes Gleichungssystem schreiben:
a=y (3.79)
y = flg (3.80)

mit y = [y1,y2]" .
Der Phasenraum dieses Gleichungssystems mit zwei Freiheitsgraden ist ein
vier-dimensionaler reeller Raum R mit den Koordinaten qi, q2, y1 und ys.

Darin bildet das Gleichungssystem (3.79,3.80) das Vektorfeld P(q, y).

72 |

x1

Abbildung 3.5: Phasenraum von Systemen mit zwei Freiheitsgraden

Die Gleichung der Erhaltung der Gesamtenergie E = T + U definiert eine
drei-dimensionale Hyperfliche

7 F(q,y) = Ey (3.81)

im Phasenraum. Das Vektorfeld P(q,y) tangiert my in jedem Punkt, so dajfs
o alle Phasenkurven zur Energie Ey enthdlt. Somit sind die Phasenebenen
die Projektionen der Fliche my auf die (q1,y1)- bzw. (qq,y2)-Ebene.
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=1.99

40 T T T T T
numerisch
20 analytisch |
o Of 4
_20_ -
_40 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
q;
100 T T T T T T
numerisch
50 analytisch | A

9,

Abbildung 3.6: Phasenebenen der ersten Eigenform bei m = 0.25, 1 = 0.5

Die Abb. 3.6 zeigt die Phasenebenen der ersten Eigenform. Die geschlos-
senen Phasenkurven bestétigen die Periodizitit der Losungen.
Die zeitliche Ableitung von Gl. (3.77) ergibt y = q = —q, wi coswit. Unter
Verwendung der trigonometrischen Beziehung 1 = sin®?wit 4+ cos?wsyt und
Gl. (3.77) folgt fiir my der erste Eigenform:

Y-y qa-q
(willagl)®  llaol?

Diese Gleichung stellt einen Ellipsoiden im vier-dimensionalen Phasenraum
dar [6]. Die Projektion auf die (¢1,y1)- bzw. (go, y2)-Ebene ergibt jeweils eine
Ellipse.

=1 (3.82)
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=2.99

5 T T T T e |
numerisch
—— analytisch
D'H 0 B \'
_5 1 1
0 2 2.5 3
numerisch
analytisch
~N
2.5 3
61.0877 T T T T T
° numerisch
i) —— analytisch
T 61.0877} i
c
LLi
61.0877 . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Zeit

Abbildung 3.7: Zweite Eigenform bei m = 0.25, [ = 0.5

In Abb. 3.7 ist die zweite Eigenform des Doppelpendels zu erkennen. Im
Vergleich zu Abb. 3.4 sieht man deutlich die niedrigere Eigenfrequenz wy der
Schwingungen beider Pendel. Die Schrittweite dt ist die gleiche wie in den
Abbildungen der ersten Eigenform.

Die analytische Losung zu der zweiten Anfangsbedingung ist:

a(t) = qq coswat (3.83)

Die Schwingung ist bei beiden Pendelstangen harmonisch. Die Frequenz ist
jeweils die zweite Eigenfrequenz ws.
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=2.99

20 T
numerisch
10+ analytisch |
o Of _
_10 - -
-20 :
-5 0 5
9,
20 T T T T T
numerisch
10 analytisch

o 0
-10
_20 1 1 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
q,

Abbildung 3.8: Phasenebenen der zweiten Eigenform bei m = 0.25, [ = 0.5

Es liegt wieder eine vollig periodische Bewegung vor. Das bestéitigen die
geschlossenen Bahnen in den Phasenebenen in Abb. 3.8.
Die Hyperfliche 7y der zweiten Eigenform ist nach analoger Herleitung zur
ersten Eigenform folgender Ellipsoid:

(w2l ag ||)2 g

Yy q-q (3.84)

Die Projektionen auf die (q1,y1)- bzw. (go, y2)-Ebene ergeben Ellipsen. Diese
sind in Abb. (3.8) zu erkennen.
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=1.99

0.1 T T T

numerisch ]

—— analytisch
C; or V i
1.5 2

numerisch

—— analytisch
\/ : N
1.5 2

numerisch
—— analytisch |7
1.5 2

Zeit

Abbildung 3.9: q, = [0.1, —0.01]T bei m = 0.25, 1 = 0.5

Die dritte Anfangsbedingung stellt eine kleine Auslenkung beider Pen-
delstangen dar. Man sieht in Abb. 3.9, daf§ die Schwingungen nicht mehr
harmonisch sind.

Die analytische Losung dieser Anfangsbedingung ist wie folgt:

q(t) =11 Ay coswit + 1y Ay coswat (3.85)

mit Ay ~ —0.8959177992 und A, ~ +0.7959177992.
Die Uberlagerung beider inkommensurablen Eigenfrequenzen verursacht eine
aperiodische Schwingung [19].
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Lineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, dt=0.01, t=30
1 T T T

numerisch

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

. *  numerisch
analytisch

Abbildung 3.10: qo = [0.1, —0.01] bei m = 0.25, 1 = 0.5

Die Phasenebenen in Abb. 3.10 resultieren aus dem allgemeinen Fall der
drei-dimensionalen Hyperfldche 7y eines Systems mit zwei Freiheitsgraden.
Die Hyperfliche 7y besteht hier aus einem zwei-dimensionalen' Torus T¢. Die
Phasenkurven zum Energie-Niveau Ey sind die Windungen um den Torus T7.
Die Phasenebenen entstehen wieder durch eine Projektion des Torus T} auf
die entsprechende Ebene des Phasenraumes [6, 3|.

Die Phasenkurven sind offen, da die Losungen aperiodisch sind.

'Die Dimension des Torus bezieht sich nicht auf den Raum den der Torus einnimmt.
Es gilt: T" := S* x - x S, wobei S! die Querschnittsfliche ist und n = dim T™ [6].
—_——

n
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3.1.4 Beispielrechnung in relativen Koordinaten

Das Doppelpendel aus Kapitel 3.1.3 1483t sich auch mit Relativwinkeln als
generalisierten Koordinaten 16sen. Nach Gl. (3.51) sind die Léngen und die
Massen der Pendel gleich.

v\

Abbildung 3.11: Doppelpendel in relativen Koordinaten

Massenmatriz  Die Berechnung der Massenmatrix M ist analog zur Berech-
nung mit absoluten Koordinaten. Der Unterschied besteht in den Ortsvek-
toren r; der Pendelmassen:

B sin ¢

o= ] e ] (3.56)
[ 20 sing + 1y sin(q + q0)

T2 = l 21 cosqr+ 1 cos( g1+ o) (3.87)

Die Koeffizienten T;; ergeben sich mit Gl. (3.51) zu:

T = mil*(3+2 cosg) (3.88)
Ty = %ml2(1—|—2 CoS ¢2) (3.89)
Ty = T (3.90)
Ty = Lo (3.91)

2
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Die Berechnung der Komponenten m;; nach Gl. (3.8), fithrt zur Massenma-
trix M: , ,

10mil* 3ml
Steifigkeitsmatriz  Die Steifigkeitsmatrix C wird wiederum aus dem Poten-

tial V(q) bestimmt:

V(q) = —mgl (3 cosq +cos(q1 +q2)) (3.93)
Aus den Koeffizienten Vj; ergibt sich die Steifigkeitsmatrix C = [¢;;] zu:
C— dmgl mgl (3.94)
magl mgl

Analytische Losung

Da das System das gleiche geblieben ist, sind die Eigenwerte exakt die, die
auch mit absoluten Koordinaten berechnet wurden:

S

Moo= /(44 V13) ; (3.95)
de = -\ (3.96)
Ny = ,/(4—@)% (3.97)
Moo= <A (3.98)

Demnach sind die Eigenfrequenzen w; > ws der Losung gegeben durch:
_ g
wi = /(4+V13) 7 (3.99)
_ g
wy = /(4-V13) T (3.100)

Die Eigenvektoren sind jedoch von den Koordinaten abhéngig und sind damit
anders:

S

K, = _ _% (31—@) | (3.101)
Ky, = K; (3.102)
K; = _% (31—\/ﬁ> (3.103)

K, = K; (3.104)
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Die Eigenformen 1; der allgemeinen Lésung sind hiermit:

L = [_% (31\/@] (3.105)
L = [_% (31_\/@] (3.106)

Die Konstanten A; und B; sind mit den obigen Eigenfrequenzen und Eigen-
formen wie folgt:

A = (13_5—2\/1_3)[2 ~3 V13 | q (3.107)
Ay = (132—2\/1_3)[2 ~3+ V13 | q (3.108)
(13— 4v/13) /g1 (4 + V13)
B, = — [3-VI3 2]4, (3.109)
g
(13 4+ 4V13) /g1 (4 - V13)
B, = = [3+VI3 2]q, (3.110)

Numerische Lésung

Fiir die numerische Losung nach Kapitel 3.1.2 mufl auch hier keine weitere
Rechnung durchgefiihrt werden.

Vergleich konkreter Anfangsbedingungen

Ein Vergleich der analytische Losung mit der numerischen Lésung erfolgt
anhand der Anfangsbedingungen aus Tab. 3.2. Die Anfangsbedingungen

G ) q1 | ¢
2 (3+V13| 0|0
2 13-y13/01]0
01] -011 | 010

Tabelle 3.2: Lineare Anfangsbedingungen fiir Relativwinkel
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wurden so gewihlt, dafl identische Pendelbewegungen ausgefiihrt werden.
Die beiden ersten Anfangsbedingungen fiithren zu der ersten Eigenform 1,
bzw. zu der zweiten Eigenform l, des Doppelpendels. Die Eigenformbe-
wegungen eines Pendels dndern sich nicht, da die Eigenfrequenzen gleich
bleiben. Die dritte Anfangsbedingung ergibt sich aus einer Umrechnung der
Anfangsbedingung in Tab. 3.1 auf die neuen Koordinaten.

////////////

Erste
Eigenform

Zweite
Eigenform

Abbildung 3.12: Eigenformen eines Doppelpendels [3]
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Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=1.99

2 T T T ‘."'\
numerisch
—— analytisch
2
numerisch
analytisch ;"
2
20.3626 T T :
° numerisch
i) analytisch ™|
D 20.3626 .
c
LLi
20.3626 . : .
0 0.5 1 1.5 2
Zeit

Abbildung 3.13: Erste Eigenform bei m = 0.25, 1 = 0.5

In Abb. (3.13) ist die erste Eigenform des Doppelpendels dargestellt. Die
Energieerhaltung des gesamten Systems wird im unteren Rechnerschrieb die-
ser Abbildung verifiziert.

Die analytische Losung zu dieser Anfangsbedingung ist:

q(t) = qpcoswit (3.111)

Es liegt eine harmonische Schwingung beider Pendelstangen vor, deren Fre-
quenz jeweils die erste Eigenfrequenz w, ist.



3.1. LINEARES DOPPELPENDEL 101

Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=1.99
40 T T T T T T T

numerisch
analytisch

_40 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
q;
100 T T T T T T T
numerisch
50 analytisch | A
o Of i
_50 - -
_100 1 1 1 1 1 1 1
Z -6 -4 -2 0 2 4 6 8
d,

Abbildung 3.14: Phasenebenen der ersten Eigenform bei m = 0.25, [ = 0.5

Der Rechnerschrieb in Abb. 3.14 zeigt die Phasenebene jeder Pendelstan-
ge wihrend der Bewegung in der ersten Eigenform. Die Phasenkurven sind
geschlossen, da eine periodische Losung vorliegt.

Analog zu der Herleitung in absoluten Koordinaten ist die Hyperfliche 7
ein Ellipsoid im vier-dimensionalen Phasenraum:

y-y q-q
(wilagll )2 |

=1 (3.112)

Die Projektion auf die (q1, y1)- bzw. (go, y2)-Ebene ergibt jeweils eine Ellipse.
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Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=2.99

2 T T T T
numerisch
analytisch Y
" / |
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numerisch
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G LLBLIO9 1
c
LLi
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Zeit

Abbildung 3.15: Zweite Eigenform bei m = 0.25, [ = 0.5

In Abb. 3.15 ist die zweite Eigenform zu sehen. Die Zeitschrittweite dt ist
hier die gleiche wie in den Abbildungen der ersten Eigenform. Man erkennt
daher deutlich die niedrigere Eigenfrequenz ws.

Die analytische Losung zu der zweiten Anfangsbedingung ist wie folgt:

q(t) = qq cos wot (3.113)

Die Schwingungen sind ebenfalls harmonisch. Die Frequenz ist jeweils die
zweite Eigenfrequenz ws.
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Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=2.99
10 T T T T T T T

: numerisch
=~+s4 —— analytisch |

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
9,
2 T T T T T T T
numerisch
1t analytisch |
o Of i
_1 - .
_2 1 1 1 1 1 1 1
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 3.16: Phasenebenen der zweiten Eigenform bei m = 0.25,1 = 0.5

Die Bewegung ist nach wie vor periodisch. Das bestétigen die geschlos-
senen Bahnen in den Phasenebenen in Abb. 3.16.
Im Phasenraum der zweiten Eigenform ist 7y folgender Ellipsoid:
Yy 44 (3.114)
(wallgoll) [ ao ||

Die Projektionen ergeben daher jeweils eine Ellipse (s. Abb. 3.16).
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Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=1.99

0.2 T T T
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Abbildung 3.17: qo = [0.1, —0.01] bei m = 0.25, 1 = 0.5

Diese Anfangsbedingung stellt eine kleine Auslenkung beider Pendelstan-
gen dar. Es a3t sich in Abb. 3.17 erkennen, daf} die Schwingungen nicht mehr
harmonisch sind.

Die analytische Losung dieser Anfangsbedingung ist:

q(t) =11 Ay coswit + 1y Ay coswat (3.115)

mit Ay ~ 0.03890599608 und A; ~ 0.06109400392.
Da auch diese Eigenfrequenzen inkommensurable sind liegt, hier eine aperi-
odische Schwingung vor.
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Lineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, dt=0.01, t=30
1 T T T T

. *  numerisch
analytisch

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
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|
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o
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o
a
o

0.05 0.1 0.15

Abbildung 3.18: q, = [0.1, —0.01]7 bei m = 0.25, 1 = 0.5

Man erkennt in Abb. 3.18 wieder den allgemeinen Fall fiir ein System mit
zwei Freiheitsgraden. Die Hyperfliche 7 ist ein Torus T¢. Die Phasenkurven
zum Energie-Niveau sind die Windungen um 7. Die Phasenebenen sind die
Projektionen von T} auf die Ebenen (q1, 1) bzw. (g2, s).

Die offenen Phasenkurven in Abb. 3.10 bestéitigen die Aperiodizitdt der
Losungen.
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3.2 Nichtlineares Doppelpendel

Um Bewegungen zu beschreiben, bei denen die Auslenkungen der Pendelstan-
gen grof} sind, darf die kinetische und potentielle Energie des ebenen Dop-
pelpendels nicht linearisiert werden. Unter Verwendung von Absolut- oder
Relativwinkel als generalisierte Koordinaten liegen im allgemeinen Fall keine
zyklischen Koordinaten vor. Damit fehlt zur Losung der Bewegungsgleichun-
gen ein zweites erstes Integral der Bewegung. Das einzige erste Integral der
Bewegung ist in diesem konservativen, autonomen System die Gesamtenergie
E. Damit 148t sich das nichtlineare Doppelpendel allgemein nur numerisch
16sen.

Da die numerische Lésung im Rahmen der HAMILTONschen Mechanik er-
folgt, ist der erste Schritt die Aufstellung der HAMILTON-Funktion H(p, q).
H ist fiir konservative, autonome System identisch mit der Gesamtenergie E
[7]. Somit gilt:

H(p,a) =T(p.q) + V(a) (3.116)

Die kinetische Energie T ist nach Gl. (3.3) eine homogene quadratische Funk-
tion. Diese 148t sich auch im nichtlinearen Fall in Matrizenschreibweise dar-
stellen. Die Energie F besitzt dann die folgende Form:

1. .
E =24 Mui(a) a+V(a) (3.117)
Um aus der Gesamtenergie F die HAMILTON-Funktion H zu erhalten, mufl
der generalisierte Impuls p aus der LAGRANGE-Funktion L = L(q,q) be-
rechnet werden.

L(q,q) = T(q,q) - V(q)
1

= ) flT anm(Q) q-— V(CI) (3-118)

Der generalisierte Impuls p ist dann mit der Rechenregel aus Gl. (3.19):
p = aqL

1. )
= aq ( 5 ClT Mnlin(Q) Cl)

P = Muia)q (3.119)
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Aus Gl. (3.119) ergeben sich die generalisierten Geschwindigkeiten q zu:

q=M,;,(a) p (3.120)

Das Einsetzen von Gl. (3.120) in die Gesamtenergie E fiihrt auf die HAMIL-
TON-Funktion H:

H(p,q) = % p’ M, () p+V(q) (3.121)

wegen Ml =M ! aufgrund der symmetrischen Massenmatrix.
Das allgemeine Zeitschrittverfahren zur numerischen Losung mittels linearen
Elementen ist nach Kapitel 1.5:

4 —q; —h, [ OpH(a)da = 0 (3.122)
0

P>~ Pi+thy| 9qH(a)da = 0 (3.123)
0

Darin kommen die partiellen Ableitungen der HAMILTON-Funktion H vor.
Diese kénnen nun mit Gl. (3.121) unter Beachtung von Gl. (3.19) berechnet
werden:

1
opH = 0p < 3 p" M,;,(q) p)

= M_.(a)p (3.124)

1
dqH = 0q ( 3 p’ M. (q) p) + dqV (a)

1 [ PT%Mﬁzlm(Q)
T -1

2| p 3 M (@) ] b+ dqlla) (3:125)

2

Die Integration im vorliegenden Zeitschrittverfahren ist nach dem Ersetzen
der kontinuierlichen Losungsfunktionen p und q durch die diskreten Lésungs-
funktionen p"(a) bzw. q"(a) durchfiihrbar.

Das vorliegende Zeitschrittverfahren der Gln. (3.122) und (3.123) ist mit
Gl (3.124) und GI. (3.125) nichtlinear. Also muf3 das Verfahren iterativ
gelost werden. Dazu wurde das NEWTON-RAPHSON-Verfahren implemen-
tiert [4, 13].

Die Iteration im Zeitschrittverfahren betrifft beide Variablen, da es nicht
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moglich ist eine Variable zu eliminieren. Das verwendete Residuum R(q, p,)
besteht somit aus den Gln. (3.122) und (3.123):

el R e o

Die Tangente K ergibt sich aus dem Residuum R(q,, p,) wie folgt:

Kr = 0, R(xs) = I + hy, /01 Hr(a) da (3.127)

mit
._ —OpH («)
Hy(a) = 0x, [ dqH (a) (3.128)
und Xz := [, P,)"
Die sich ergebende Matrix Hy im Integral, entspricht der JACOBI-Matrix
bzgl. des Vektors [q, py]” [12]. Allgemein ist die JACOBI-Matrix einer vek-

torwertigen Funktion R(x) die folgende Matrix:

grady Ry ?9—’;1 e gTRi
xR(x) = J; = : =| : (3.129)
grady R B
mit R=[Ry,..., Ry,  und x=[z,...,7,]7.

Bemerkung 3.4 Der Unterschied zwischen grad f(x) und Ogf(x) liegt le-
diglich in der Lage des Ergebnisvektors. Der Gradient ist als Zeilenvektor
definiert und Ogf(x) als Spaltenvektor [12].

Im hier vorliegenden Fall ist der Vektor x = [q, py]|” eine Vereinigung aus
zwei Vektoren, wie auch das Residuum R(q,, p,) aus zwei vektoriellen Glei-
chungen entstanden ist. Aus diesem Grund laft sich die JAcoBI-Matrix
jx‘zH in vier Untermatrizen unterteilen, die jeweils fiir sich betrachtet, die
JAcoBI-Matrizen bzgl. der Vektoren q, bzw. p, sind:

~8q,0pH| |—0p,0pH
Hy =g = (3.130)
dq,0qH | | Op,0qH
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Mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation 14t sich die Ableitung nach
den Knotenvektoren q, bzw. p, auf die Ableitung nach den kontinuierlichen
Losungsfunktionen g und p zuriickfiithren:

~0qopH | | —oH
Hy = a (3.131)
oyH OpdgH

mit dq,q = dp,p = .
Nach dem Satz von H.A. SCHWARZ iiber die Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen gilt folgende Vereinfachung [12]:

T
dqOpH = (OpdqH ) (3.132)
Diese Vertauschbarkeit partieller Ableitungen fiihrt auf:
—(0pOgH)" —812)H
Hr = a (3.133)
ang OpOqH

Mit den Gln. (3.124) und (3.125) lassen sich die Untermatrizen von Hr be-
rechnen. Zuerst die Untermatrizen auf der Nebendiagonale:

~0pH = —0p (M,,(a)p)
= —-M,; (q) (3.134)

nlin

Da die Massenmatrix M,,;, symmetrisch ist, ist somit diese Untermatrix
ebenfalls symmetrisch [10]. Fiir die zweifache Ableitung von H nach q sind
die Beziehungen aus Gl. (3.129) notwendig:

1[ p"3-My,(q)
O4H = 0 (5| Doy
gradg (pTa%M;ﬁn(Q) P)
gradg (p” 72 M, (a) )

Somit hat aaH folgende Form:

] p) +3dqV (a)

1
3 +94V(a)  (3.135)

T3 Ny~ T _8° -1
OqH -2 7 ?M"TQ(Q) b ﬁqggqlM’f“"(q)p + 0%V (a) (3.136)
21 p 3q10q> M”“n(q) b P a_ngnlin(Q) |Y
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Die Anwendung des Satzes von H.A. SCHWARZ auf die erste Matrix in
Gl. (3.136) 148t erkennen, dafi diese Matrix symmetrisch ist. Die Matrix
gV () ist identisch mit der HEsSE-Matrix ;" [12]:

2V

0qV(a) =H) = [ J Pape ] (3.137)
39201 dq3

Somit ist dgV (a) nach H.A. SCHWARZ ebenfalls symmetrisch.

Mit der Berechnung der JACOBI-Matrix nach Gl. (3.129) lassen sich auch die
Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen von Hp berechnen:

—1

T
g nlin
[ gradp (p7 2 M, (a) p) |
| gradp (p” 2 My (@) p) |
2 (3?11 Mnlm( ) p);
| 2(&M.u(a) p)
T

OpdqH = Eafh wtn pgT (3.138)
g2 nl'm

Die zweite Untermatrix ergibt sich aus der ersten Untermatrix in Gl. (3.138)
durch Transposition:

DN | —

N | —

~ (9p0qH) = [~ Mu(@p —2Mzl (@) p | (3.139)

Die Matrix Hy 148t sich nach dem Ursprung ihrer Untermatrizen in die
Matrix M,' und die Matrix Cy additiv aufteilen:

Hr .= M;' + Cr (3.140)

Die Matrix M7' enthilt den Teil von Hy der aus der kinetischen Energie
und Cr den Teil der aus der potentiellen Energie herrithrt. Mit Gl. (3.134)
ist My! wie folgt:

—(0pOgH)"| | ~My,(q)
M, ! = e (3.141)
M./ (p,q) OpOqH
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mit

2 _ 2 _
P’ s Muin(@p P55 M, (a) p

1
M_l(p, q) = — oy _ 2 _ (3142)
“ 2| P o Muin(@ P P75z M (Q)
Nach Gl. (3.136) hat Cr die folgende Form:
. o |[ o |
Cr:= e (3.143)

%V(| | O |

Zum SchluB werden in den Matrizen M7;' und Cr die Abhingigkeit von
a mit der Ersetzung der Losungsfunktionen p und q durch die diskreten
Losungsfunktionen p”(a) bzw. q"(a) herbei gefiihrt.

3.2.1 Beispielrechnung in absoluten Koordinaten

Zur Demonstration der Berechnung nichtlinearer Bewegungen, wird das ver-
einfachte Doppelpendel aus Kapitel 3.1.3 verwendet. Die Bewegung wird
durch die Absolutwinkel ¢; und ¢o beschrieben. Die Vereinfachung betrifft
wie zuvor die Massen und Pendellingen des Doppelpendels:

l:=1; =1y und m:=m; = ms. (3.144)

Y

Abbildung 3.19: Doppelpendel in absoluten Koordinaten
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Nach den Gln. (3.53 - 3.56) sind die Koeffizienten T;; der kinetischen Energie
T des Doppelpendels:

T = %512 (3.145)
m. o

T12 = 52[ COS(ql—QQ) (3146)

Tgl = T12 (3147)

Ty = %12 (3.148)

Damit ist die nichtlineare Massenmatrix M,,;,(q) wie folgt:

2 2 _
5ml 2ml* cos(q qg)] (3.149)

Min(q) = [ 2m1* cos(qi — qo) ml’

Nach der folgenden Rechenregel (3.150) fiir das Invertieren einer 2 x 2-Matrix
[10],

A:[Z Z] — A—lzdetl(A)l_‘i _2] (3.150)

ergibt sich die inverse Massenmatrix M, (q) zu:

, D 1 -2 cos(q1 — q2)
1 - 1=

mit
B 1
5 —14 cos?(q1 — q2)

D (3.152)
Damit 148t sich die partielle Ableitung der HAMILTON-Funktion H nach dem
generalisierten Impuls p nach Gl. (3.124) direkt angeben:

D 1 —2 cos(q1 — q2)
OpH = —— 3.153
p mi2 | —2 cos(qi — q2) 5 P ( )

Fiir die partielle Ableitung der HAMILTON-Funktion H nach den generali-
sierten Koordinaten q nach Gl. (3.125) wird das Potential V' bendétigt. Das
Potential V(q) ist nach Gl. (3.58) fiir das betrachtete Doppelpendel:

V(q) =—mgl (3 cosq + cosqy) (3.154)
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Die partielle Ableitung von H nach q ergibt sich mit Gl. (3.125) zu:

T .
IqH = l _ET 88 ]p+ l 3:23; ] glm (3.155)

mit

(3.156)

o - T [, s —a) 4 ewtla e 5]

ml2 | 4 cos2(q1 —q)+5 =20 cos(q1 — o)

und s :=sin(q; — o).
Die Matrizenschreibweise aus Gl. (3.155) 1d8t sich aber vereinfachen, so daf§
letztendlich gilt:
T 3 si
oqH = [ —II;T ] Q(a)p + l S ] glm (3.157)

sin g

Nach der Einfiihrung der diskreten Losungsfunktionen p”(a) und q”(«) ist
nur noch « eine kontinuierliche Variable in Gl. (3.153) und Gl. (3.157). Das
Residuum ergibt sich dann nach GL. (3.126) zu:

R(qy,Py) = l gz ] - l gi ] + h, /01 l _gzggzg ] da (3.158)

Die Tangente K berechnet sich aus dem Residuum R nach GI. (3.127) unter
Beachtung der Vereinbarung in Gl. (3.140) wie folgt:

Kr = 0x,R(x2) =1+ h, /01 (M;'(a) + Cr(a)) do (3.159)

Dabei besitzt die Matrix Mz nach Gl. (3.141) die folgende Gestalt:

~(OpdgH)"| | ~Myi,(q)
M7 = a (3.160)
M,, (P, q) OpOqH

Mit GI. (3.155) lassen sich die beiden Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen
nach den Gln. (3.138) bzw. (3.139) berechnen:

OpdgH = l_2(Q(Q) p)T] (3.161)

_(apaqH)T = | 2Q(@)p 2Q(a)p | (3.162)
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Die Matrix 1\/Iq_q1 ergibt sich nach Gl. (3.142) zu

w54 7] e

Die unbekannten Koeffizienten der Matrix sind:

D3 4 2.2 2 2

Fo=— (16 ¢ + 48 ¢%s* +20 (s* — ¢2)) (3.164)
D’ c 4 2.2 2

G = - (16 ¢ + 32 ¢%5* + 120 5 — 25) (3.165)
m (2

mit ¢ := cos(q; — ¢2) und s :=sin(q; — ¢a).
Zuletzt noch die Matrix Cyp. Sie ist nach Gl. (3.143) ebenfalls in Unterma-
trizen aufgeteilt:

Cr = a (3.166)

IV(@| [ O |

Hierbei entspricht 9§V (q) nach Gl. (3.137) der HEsSE-Matrix H}. Somit
hat die Matrix Cr folgende Gestalt:

| o | | ) |
CT - 3 cos q; 0 ‘ O ‘ (0% (3167)
0 COS @

Im letzten Schritt ist zur Integration der Matrizen M7' und Cr iiber a, die
Substitution der kontinuierlichen Losungsfunktionen p und q durch deren
diskretisierten Formen p”(a) und q"(a) notwendig. Dies hat zur Folge, daf
nur noch « eine kontinuierliche Variable in den Gln. (3.160) und (3.167) ist.
Die Integration wird hier, auch bei iiberwiegend trigonometrischen Funktio-
nen, durch eine Quadratur nach GAUSS angenihert [4, 13]. Bei den hier ver-
wendeten linearen Formfunktionen fiihrt jedoch eine Quadratur nach GAUSS
mit geniigend hoher GAUss-Punktezahl zu einem unbedeutenden Fehler [1].
Die Quadratur betrifft das Residuum R und die Tangente K:

R(qy, Ps) & l gz ] - lpl ] + by nijl gy azg ]wi (3.168)
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mit ngp als Anzahl der GAUSS-Punkte und w; als die zugehorigen Gewichte.
Ebenso bei der Tangente Kr:

ngp
Kr~T+h, Y (M7 (1) + Cr(as)) 0wy (3.169)

=1

Eine konkrete Anfangsbedingung

Als konkrete Anfangsbedingung fiir das nichtlineare Doppelpendel wird eine
Anfangsauslenkung des unteren Pendels um +90° betrachtet (s. Tab. 3.3 und
Abb. 3.20).

<
S
o3 [H
<
S
<
(W]

Tabelle 3.3: Nichtlineare Anfangsbedingung fiir Absolutwinkel

Die numerischen Losungen und Phasenkurven wurden durch eine Quadra-
tur mit fiinf GAUSs-Punkten berechnet. Eine héhere Anzahl von GAUSS-
Punkten wurde nicht implementiert. Die durchgezogenen Linien stehen fiir
die analytischen Losungen bzw. Phasenkurven der linearisierten Bewegungs-
gleichungen. Die Einbindung der linearen Berechnungen in die Rechner-
schriebe, soll Unterschiede und eventuelle Gemeinsamkeiten zu den nichtli-
nearen Berechnungen verdeutlichen.

/////////////

- o

Abbildung 3.20: Anfangsauslenkung um +90° beim unteren Pendel
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Nichtlineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26
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Abbildung 3.21: Loésung bei gy, = +90° mit m =2, =3

Um auch die linearisierte Gesamtenergie mit der nichtlinearen Gesamtener-
gie vergleichen zu kénnen, wird das Nullniveau des nichtlinearen Potentials
an das Nullniveau des linearisierten Potentials angeglichen. Dies geschieht
durch Abzug der potentiellen Energie V(q = 0) des nichtlinearen Systems in
der stabilen Ruhelage, von dessen Gesamtenergie E.

In Abb. 3.21 kann man erkennen, dafl bei der hier vorliegenden Gesamtener-
gie E = mgl eine reine Pendelbewegung beider Pendel vorliegt. Es treten
keine Uberschliige auf, die durch einen Winkel von grofier 2 zu erkennen
wiren. Man sieht auch, dafl die nichtlinearen Losungen immer in der N&he
der linearen Losungen bleiben.
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Nichtlineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26
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Abbildung 3.22: Phasenebenen bei ¢, = +90° mit m =2, | =3

An Hand der Phasenebenen in Abb. 3.22 148t sich ein Zusammenhang
zwischen der linearen und der nichtlinearen Berechnung vermuten. Bekannt
ist, dafl die Phasenebenen des linearen Systems durch Projektion eines zwei-
dimensionalen Torus auf die entsprechenden Ebenen des Phasenraumes ent-
stehen (Kapitel 3.1.3). Die Phasenkurven des nichtlinearen Systems bleiben
zu jedem Zeitpunkt t innerhalb des Torus, der von dem linearisierten System
aufgespannt wird. Sie beriihren ihn nur von Zeit zu Zeit an der Innenseite.
Somit gibt hier das lineare System den maximal einnehmbaren Unterraum
des Phasenraumes fiir die Bewegung vor. Deshalb ist auch in Abb. 3.21 die
Gesamtenergie des linearen Systems grofler als die tatséichliche Gesamtener-
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gie.

3.2.2 Beispielrechnung in relativen Koordinaten

Eine zweite mogliche Form der Bewegungsgleichungen eines nichtlinearen
Doppelpendels kann mit der Verwendung der Relativwinkel ¢; und ¢» ent-
stehen. Es wird wieder die Gleichheit der Pendellingen bzw. Pendelmassen
angenommen.

l:=1; =1y, und m:=m; = ms. (3.170)

1
q - .

2

vy

Abbildung 3.23: Doppelpendel in relativen Koordinaten

Die Koeffizienten T;; ergeben sich nach den Gln. (3.88 - 3.91) zu:

Ty = mi*(3+2 cosq) (3.171)
Ty = %ml2(1+2 CoS ¢a) (3.172)
Ty, = T (3.173)
Toy = %le (3.174)

Aus diesen Koeffizienten T;; der kinetischen Energie T ergibt sich die Mas-
senmatrix des nichtlinearen Systems M,,;;,, zu:

9| 64+4cosqgy 142 cosgs

1+ 2 cosqs 1 (3.175)
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Mit GL.(3.150) als Rechenregel fiir das Invertieren einer 2 x 2-Matrix folgt
die inverse Massenmatrix M, ;. aus Gl. (3.175):

-1
nlin

_ D 1 —1—2 cosq
1 - = 2
Msin (@) = m 12 [ —1—2cosqy 6+4 cosqo ] (3.176)
mit ]
D=—"——— 3.177
5 —4 cos? gy ( )

Die partielle Ableitung der HAMILTON-Funktion H nach dem generalisierten
Impuls p folgt nach GI. (3.124):

D 1 —1—2 cosqs
8pH T mi2 l —1—2cosqy 644 cosgs ] (3.178)
Das Potential V(q) ist mit Gl. (3.93) gegeben:
Via) =-mgl (3 cosqi + cos(q1 + g2)) (3.179)

Ebenso folgt direkt mit der inversen Massenmatrix in Gl. (3.176) und dem
Potential V', aus Gl. (3.125) die partielle Ableitung von H nach den genera-
lisierten Koordinaten:

0 3sing; +sin(q1 + ¢2)
H = . [ 1
dq l _pT ] Q(q)p + l sin(g1 + 42) ] glm (3.180)

4¢ —4c — (4¢* 4 5) ] (3.181)

Q@)= 2
V=02 | —4c— (42 +5) 8+ 24c+ 10
wobei s :=sin gy und ¢ := cos ¢s.
Durch die Einfiihrung der diskreten Losungsfunktionen p”(a) und q"(a) in
die Gln. (3.178) und (3.180) ist die Integration im Zeitschrittverfahren bzw.
Residuum R(q,, p,) = 0 durchfiihrbar. Das Residuum ist nach Gl. (3.126)
wie folgt:
b d1 " —OpH(a)
R(q,, p,) = - +h, / dov 3.182
o N S R A it (3152

Durch Ableiten des Residuums nach dem Variablenvektor ergibt sich die

Tangente K nach Gl. (3.127), unter Beachtung der Definition in Gl. (3.140),
zZu:

Ky = 0x,R(x2) =1+ h, /01 (M7 () + Cr(a)) do (3.183)
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Hierbei gilt fiir die Matrix M7;' nach G1. (3.141):

—(9pdqH)"| | ~Mp;,(q)
My = a (3.184)
M,, (p,q) OpOqH

Die beiden Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen sind mit der partiellen
Ableitung (3.180) nach den Gln. (3.138) bzw. (3.139) zu ermitteln:

OpdqH = [_Q(Q?q) p)T] (3.185)
—(9poqH) = [0 2Q(a)p ] (3.186)

Die noch fehlende Matrix M, ist nach der Gl. (3.142) zu berechnen:

_ Fi G 00
1 _ T 1
mit
D3 4 2 9 2 2
fl = W (160 + 48 s“c +20(S _C)) (3188)
D3 5 4 23 2 2
Fy = —— (320 +96 ¢ + 64 s°c +28830)+
m 2
D3 9 2 2
— (240 % = 50 ¢ + 120 (5> - %)) (3.189)
D? 5 4 2 3 2 2
G = ——— (160 + 16 ¢ + 32 s°c —|-4830)—
m 2
D? 2 2 2
- (12030—25c+20(s —c)) (3.190)

wobei ¢ := cosgy und s := sin gs.
Die zweite Teilmatrix von Hy ist die Matrix Cp mit:

. o || o |

oV | [0 |

Cr = a (3.191)
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Die Untermatrix 9§V (q) ist nach Gl. (3.137) die HessE-Matrix H,:

| o || o |

Cr=

3cosqr +cy cy ‘ o ‘ o (3.192)

Cy Cy

Dabei ist ¢, := cos(q; + ¢2).

Zur Integration der Matrizen M;.! und Cr ist noch die Substitution der kon-
tinuierlichen Losungsfunktionen p und q durch p”(a) und q"(a) notwendig.
Die Integration wird analog zu Kap. 3.2.1 durch eine Quadratur nach GAUSS
angendhert.

Eine konkrete Anfangsbedingung

Fiir das nichtlineare Doppelpendel in relativen Koordinaten wird ebenfalls
die Anfangsauslenkung des unteren Pendels um +90° betrachtet.

G| G
0]0

q1
0

SRS

Tabelle 3.4: Nichtlineare Anfangsbedingung fiir Relativwinkel

//////////////
/////////////

- o

Abbildung 3.24: Anfangsauslenkung um +90° beim unteren Pendel

Da das obere Pendel keine Auslenkung erfihrt, ist der Betrag des Relativ-
winkels identisch mit dem des Absolutwinkels (s. Tab. 3.4).
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Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26
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Abbildung 3.25: Lésung bei go, = +90° mit m =2, =3

Die Quadratur wird mit fiinf GAUss-Punkten durchgefiihrt. Dies entspricht
auch hier der implementierten maximalen GAUSS-Punktezahl. Die durchge-
zogenen Kurven entsprechen der analytischen Losungen bzw. Phasenkurven
des linearisierten Systems. Das Nullniveau der Energie des nichtlinearen
Doppelpendels wird wieder an das Nullniveau des linearen Doppelpendels
angeglichen.

In Abb. 3.25 und Abb. 3.26 werden die Ergebnisse aus Kap. 3.2.1 bestétigt.
Die Losungen weisen auf eine reine Pendelbewegung der zwei Pendelstangen
hin. Eine reine Pendelbewegung bedeutet keine Uberschliige einer oder bei-
der Pendelstangen. Die nichtlinearen Losungen verlaufen immer in der Nihe
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Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=26
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Abbildung 3.26: Phasenebenen bei ¢, = +90° mit m =2, | =3

der linearen Losungen. Die Phasenkurven des linearen Systems in Abb. 3.26
umfahren im Phasenraum einen zwei-dimensionalen Torus 72. Die Phasen-
kurven des nichtlinearen Systems bleiben zu jeder Zeit innerhalb dieses Torus.
Lediglich eine Beriihrung an der Innenseite findet statt.
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3.2.3 Schluflbemerkungen zur numerischen Lésung

Unterschiedliche Koordinaten rufen unter anderem eine unterschiedliche Struk-
tur der nichtlinearen Massenmatrix M,,;;, und der Tangente K7 hervor. Die-
se Matrizen iiben Einfliifle auf das NEWTON-RAPHSON-Verfahren aus, das
hier fiir die iterative Losung des Zeitschrittverfahrens verantwortlich ist. Zum
Beispiel ist Kr fiir die Konvergenzrate verantwortlich [13].

Hinsichtlich der Konvergenz wurden keine Unterschiede festgestellt. Bei bei-
den Koordinatensétzen wurde eine Konvergenz nach spétestens drei Iteratio-
nen erreicht. Dabei hatte das Residuum eine Toleranz von 10~'% zu unter-
schreiten. Minimal wurde eine Iteration benétigt.

Als Ma# fiir die Empfindlichkeit des relativen Fehlers der Losung eines li-
nearen Gleichungssystems (LGS) wird die sogenannte Konditionszahl ver-
wendet. Ebenso mifit die Konditionszahl auch die Stérempfindlichkeit der
Losung des LGS gegeniiber Anderungen in der Koeffizientenmatrix des LGS,
die z.B durch Rundungsfehler entstehen. Je grofier die Konditionszahl ist,
desto empfindlicher reagiert das LGS, d.h desto schlechter ist das LGS kon-
ditioniert. Im Falle des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens wird pro Iteration
(m) das LGS K™ dx{™ = R™ mit der Koeffizientenmatrix K™ gelsst.
Dabei ist dxém) das Inkrement zum néchsten Iterationsschritt (m+1). Somit
gibt die Konditionszahl von K(Tm) Auskunft {iber Stellen, die eine eventuelle
Ungenauigkeit in der Losung mitfiihren kénnen [13].

Allgemein ist die Konditionszahl cond(A) := ||A]| - [|[A || einer quadrati-
schen Matrix A auf die verwendete Matrixnorm bezogen [13]. Hier im Fall
der Tangente Ky wurde die Zeilensummennorm || Kr|/o = max; >7_, |kr, |
mit K¢ = [kr, ]ik=1,. . verwendet.

Im oberen Teil der Abb. 3.27 wird fiir absolute Koordinaten die Kondition
der Tangente K7 und der inversen Massenmatrix M, } iiber der Zeit auf-
getragen. Im Fall von cond(Kr(t)) wird also die Konditionierung des LGS
bei der letzten Iteration im Zeitschritt t angezeigt. In dem in Abb. 3.27
dargestellten Zeitfenster sind zwei Zeitpunkte zu erkennen, bei denen die
Kondition beider Matrizen fast sprungartig ansteigt. Zu diesen Zeitpunkten
liefert das NEWTON-RAPHSON-Verfahren also schlechtere Ergebnisse, wenn
in der Matrix oder im Residuum R(#) Rundungsfehler auftauchen. Da die
inverse Massenmatrix eine Untermatrix der Tangente ist, scheint der Anstieg
in der Tangente zum Teil durch die inverse Massenmatrix verursacht zu wer-
den. Da aber der Anstieg von Ky niedriger ist als der von M~ | dampfen

nlin’ »

scheinbar die restlichen Untermatrizen zum Teil den Anstieg der Kondition
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Nichtlineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=3

det

Zeit

Abbildung 3.27: Kondition bei go, = +90° mit m =2, =3

von K.

Bei relativen Koordinaten (siehe Abb. 3.28) ist kaum ein Anstieg bei der Kon-
dition der Tangente K7 zu erkennen. Allein eine starke Konditionserhhung
bei der inversen Massenmatrix ist sichtbar. FEine Konditionserhohung die
zudem stéirker ist als bei absoluten Koordinaten. Die Dampfung der Kondi-
tionserh6hung bei Ky durch die iibrigen Untermatrizen der Tangente, ist so-
mit bei relativen Koordinaten effektiver. Das LGS des NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens ist somit mit relativen Koordinaten besser konditioniert.

Nach der CRAMERschen Regel berechnet sich die Lésung eines LGS mit Hilfe
der Determinante der Koeffizientenmatrix des LGS [10]. Aus diesem Grund
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Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten, int=5, dt=0.01, t=3
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Abbildung 3.28: Kondition bei ¢o, = +90° mit m =2, 1 =3

werden in Abb. 3.27 und Abb. 3.28 die Determinanten der Tangenten beider
Koordinatensitze iiber der Zeit aufgetragen.

Ein schlagartiges Fallen der Determinante, zu den Zeitpunkten an denen die
Matrizenkondition eine Erhohung erfihrt, ist erkennbar. Zu den iibrigen
Zeitpunkten ist die Determinante praktisch konstant. Die Determinanten-
verldufe der beiden Tangenten der unterschiedlichen Koordinatensétze sind
identisch, da beide Tangenten zueinander dhnlich sind. Ahnliche Matrizen
besitzen stets die gleiche Determinante. Die Ahnlichkeit rithrt von einer
bijektiven Abbildung zwischen den Matrizenbasen [10], die hier durch die
Koordinatentransformation zwischen Absolut- und Relativwinkel entsteht.
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Damit ist klar, dafl die Ursache des Effektes der Konditions- und Determi-
nantendnderung nicht in den Koordinaten liegt. Die Wirkung des Effektes
ist aber durch die Koordinatenwahl zu beeinfluflen.
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Anhang A
KEPLER-Problem

kkkkkkkRRKKKRRKX [JAUPTPROGRANMM ****kkskokokokokokokokk
clear gplol gplo2 rho phi x y Zeit

clear Energie AnaEnergie Kopfzeile times rplo Vstr
ql=zeros(2,1);

pl=zeros(2,1);

kt=zeros(2,2);

mass = 2;

k =1;

tol = 1e-13;
r=2

disp(’Anfangsbedingungen fiir Kreisbahn mit Radius r’)
ql(2) = r;

pl(1) = -sqrt(mass*k/r);
1=-p1(1)*r;

E=-k/(2*r) ;

phistr=pi/2;
ph=1%1/(mass*k) ;

eps=sqrt (1+2*Exph/k) ;
q2=q1;

p2=p1;
disp(’******************’);
disp(’Anfangsbedigungen ’);
disp (7 xskckkksokkkkokkkkkkkk ) 5
disp(’ ql pi1?);
initcond=[q1l,p1]

129
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j=1

Zeit(j)=0;

qplol(j)=qi1(1);

qplo2(j)=q1(2);
Energie(j)=.5/mass*pl’*pl+pot(norm(ql) ,k);
AnaFEnergie(j)=E;

phi(j)=phistr;
rho(j)=ph/(1+eps*cos(phi(j)-phistr));
[x(j),y(j)]=pol2cart(phi(j),rho(j));

dt = input(’dt = ’);

intr = input(’ir = ’);

rplo(j)=dt;
Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),1l,mass,k);
for i=1:100;

macro = input(’macro:’,’s’);
[ir,ic] = size(macro);

if ic<4

disp(’mindestens vier Zeichen fiir ein Makro-Kommando!’)
else
if (strcmp(macro(1:4),’step’) == 1);
[ir,ic] = size(macro);
if ic==
nsteps
else
nsteps
end
for i = 1:nsteps;
j o= 3+1
Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;
q1=q2;
p1=p2;
[resq,kt] = resinum(intr,dt,mass,k,ql,pl,q2);
iter=0;
while norm(resq) > tol;
iter=iter+i1;
if iter>15
disp(’Divergenz: Mehr als 15 Iterationen bendtigt!’)
return

1;

str2num(macro(7:ic));



else
dq = -kt\resq;
q2=q2+dq;

[resq,kt]=resinum(intr,dt,mass,k,ql,pl,q2);

end
end
p2=2*mass/dt*(q2-q1) -p1;
qplol(j)=q2(1);
qplo2(j)=q2(2);

Energie(j)=.5/mass*p2’*p2+pot(norm(q2) ,k) ;

rplo(j)=Zeit(j);
Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),1l,mass,k);
AnaEnergie(j)=E;
phi(j)=phi(1)+0.18%Zeit (j);

rho (j)=ph/(1+eps*cos(phi(j)-phistr));
[x(j),y(j)1=pol2cart (phi(j),rho(j));
end

elseif (strcmp(macro(1:4),°’dt,,’) == 1);

[ir,ic] = size(macro);
dtstr = macro(5:ic);
dt = str2num(dtstr);

elseif (strcmp(macro(1:4),’tol,’) == 1);

[ir,ic] = size(macro);
tolstr = macro(6:ic);
disp(’Alte Toleranz = ’),disp(tol)
tol = str2num(tolstr);
disp(’Neue Toleranz = ’),disp(tol)

elseif (strcmp(macro(1:4),’quit’) == 1);
return

else
disp(’Kein Makro-Kommando! )

disp(’Verfiigbare Makro-Kommandos
disp(’step,,n dt,,x tol,,x quit’)
end
end
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Kopfzeile = ’Kepler-Problem in kartesischen Koordinaten, int=’;

irs= num2str(intr);
[ir1l,ic1] = size(Kopfzeile);
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[ir2,ic2] = size(irs);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = irs;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
tstep = 7, dt=’;
[ir2,ic2] = size(tstep);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = tstep;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
dts = num2str(dt);
[ir2,ic2] = size(dts);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = dts;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
tstr = 7, t=?;
[ir2,ic2] = size(tstr);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = tstr;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
times = num2str(Zeit(j));
[ir2,ic2] = size(times);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = times;
figure(1)
subplot(2,1,1), plot(gplol,gplo2,’.k’,x,y,’k’);
grid;
axis square;
title(’x’)
ylabel(’y’)
legend (’numerisch’,’analytisch’,-1);
subplot(2,1,2),
plot(Zeit,Energie,’.k’,Zeit,AnaEnergie, ’k’,rplo,Vstr,’k--’,
0,E,’k+’,Zeit (j)+dt,E, k+’);
grid;
xlabel(’Zeit / Radius’)
ylabel (’Energie’)
legend (’Gesamtenergie, num.’,’Gesamtenergie, analyt.’,
'Effektives Potential V(r)’);
axis ([0 Zeit(j)+dt 2xE -2xE]);
title(Kopfzeile)
end
sk okokokkokok sk ok okskokokok \JggpichL i * %Rk Rk ok sk ko

function [Vs] = Vstrich(r,1l,mass,k)
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Vs = pot(r,k)+1%1/(2*mass*r*r);
skokskok ko sk ok ok kR Kok ok iy KRR sk sk ok sk ko ko

function [resq,kt] = resinum(ir,dt,mass,k,ql,pl,q2)

ngp=ir;

if ir==
gl1=0.5; wl=1.0;
gp=gl; w=wl;

elseif ir==2
geg=0.577350269189626; wl=0.5;
gl=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;
gp=[gl, g21;
w=[wl, will;

elseif ir==3
gg1=0.774596669241483; gg2=0;
wl=5/18; w2=4/9;
gl=(1-ggl1)/2;
g2=(1+gg2) /2;
g3=(1+ggl)/2;
gp=[gl, g2, g31;
w=[wl, w2, wil;

elseif ir==4
a = 3/7;
b = 2*sqrt(1.2)/7;

gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;
w(l) = (3-sqrt(5/6))/12;
w(2) = 0.5-w(1);
w(3) = w(2);
w(4) = w(l);

elseif ir==5
a =5/9;
b = 2%sqrt(10/7)/9;
gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+0)/2;

gp(4) (1+sqrt(a-b))/2;
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gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;
c = 161/450;

d = 13%sqrt(7/10)/90;
w(l) = (c-d)/2;

w(2) = (c+d)/2;

w(3) = 64/225;

w(4) = w(2);

w(5) = w(l);
else

disp(’Integrationsregel nicht implementiert!’);

return
end
N(1,:)=1-gp;
N(2,:)=gp;

q=ql*N(1,:)+q2*N(2,:);

intf=zeros(2,1);

kt=zeros(2,2);

for i=1:ngp
normg=norm(q(:,1));
[derl,der2]=deriv(normq,k);
terml=derl/normqg;
intf=intf+q(:,i) *terml*w(i);
term2=(der2-terml)/(normg*normgq) ;
kt=kt+(diag(terml*ones(2,1))+
term2*q(:,1i)*q(:,1) ?)*N(2,1)*w(i);

end

vor=2+*mass/dt;

resq=vor*(q2-ql)-2*pl+dt*intf;

kt=diag(vor*ones(2,1))+dt*kt;

sk ootk kokok ko ok sk okokok Japiy.n R Rk Rk sk ks ok

function [y1,y2] = deriv(normq,k)

y1 = k/(normg*normq) ;

y2 =-2%k/(normg*normg+*normq) ;

ok ok ok ook kR kokok b ksl ok ok ok

function y = pot(normq,k)

y=-k/normq;



Anhang B

DUFFING-Schwinger

kkkkkkRRKKKRRRXKX [JAUPTPROGRANMM ****kkskokokokokokokokk
format long g;

clear x y qlplo viplo q2plo v2plo Zeit

clear Energie AnaEnergie Kopfzeile Zeitintervall rplo Vstr
clear itera

Ql=zeros(2,1);

Pl=zeros(2,1);

Kt =zeros(2,2);

mass = 2;

k =1;

tol = 1e-13;
1=0;

disp(’Anfangsbedingung fiir zwei Nullstellen’)
r=4

v0=4

phi=pi/4
lambdainftyabs=mass/ (2*k)*(v0/r) * (vO/r) +r*r/2
lambda=r*r-lambdainftyabs
E=k/2*lambdainftyabs*lambdainftyabs

Q1(1) = r;

Q1(2) = phi;

P1(1) = sqrt(2*mass*(E-pot(r,k,lambda)));
P1(2) = 0;

Q2=Q1;

P2=P1;
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disp (7 xskckksksokkkkokkkkkkkk ) 5
disp(’Anfangsbedingungen’) ;
disp(’******************’);

disp(’ qi p1’);

initcond=[Q1,P1]

j=1

Zeit(j)=0;
[x(j),y(j)]1=pol2cart(Q1(2),Q1(1));
qiplo(j)=Q1(1);
viplo(j)=1/mass*P1(1);
q2plo(j)=Q1(2);
v2plo(j)=1/(mass*Q1(1)*Q1(1))*P1(2);
Minv=[1 0; 0 1/(Q1(1)*Q1(1))]1;
Energie(j)=1/(2*mass) *P1’*Minv*P1+pot (Q1(1) ,k,lambda) ;
AnaFEnergie(j)=E;

dt = input(’Zeitschritt: dt = ’);

intr = input(’Gauss-Punkte: ir = ’);
rplo(j)=dt;
Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),1l,mass,k,lambda);
for i=1:100;

Makro = input(’Makro:’,’s’);

[ir,ic] = size(Makro);

if ic<4

disp(’mindestens vier Zeichen notwendig!’)
else

if (strcmp(Makro(1:4),’step’) == 1);
[ir,ic] = size(Makro);

if ic==4

nsteps = 1;

else

nsteps = str2num(Makro(7:ic));

end

for i = 1:nsteps;

J =3+

Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;

Q1=Q2;

P1=P2;

[resq,Kt] = resinum(intr,dt,mass,lambda,k,Q1,P1,Q2);
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iter=0;
while abs(resq) > tol;
iter=iter+i1;
if iter>15
disp(’Iterationsabbruch: Divergenz’)
return
else
Q2(1) = Q2(1)-Kt\resq;
[resq,Kt] = resinum(intr,dt,mass,k,lambda,Q1,P1,Q2);
end
end
itera(j)=iter;
Q2(2)=Q1(2)+dt/mass*P1(2)/(Q1(1)*Q2(1));
P2(1)=2*mass/dt*(Q2(1)-Q1(1))-P1(1);
P2(2)=P1(2);
qiplo(j)=Q2(1);
viplo(j)=1/mass*P2(1);
q2plo(j)=Q2(2);
v2plo(j)=1/(mass*Q2(1)*Q2(1))*P2(2);
[x(j),y(j)]=pol2cart(Q2(2),Q2(1));
Minv=[1 0; 0 1/(Q2(1)*Q2(1))1;
Energie(j)=1/(2*mass) *P2’*Minv*P2+pot (Q2(1) ,k,lambda) ;
AnaEnergie(j)=E;
rplo(j)=Zeit(j);
Vstr(j)=Vstrich(rplo(j),1l,mass,k,lambda);
end
elseif (strcmp(Makro(1:4),°’dt,,’) == 1);
[ir,ic] = size(Makro);
dtstr = Makro(b:ic);
dt = str2num(dtstr) ;
elseif (strcmp(Makro(1:4),’tol,’) == 1);
[ir,ic] = size(Makro);
tolstr = Makro(6:ic);
disp(’Alte Toleranz = ’),disp(tol)
tol = str2num(tolstr);
disp(’Neue Toleranz = ’),disp(tol)
elseif (strcmp(Makro(1:4),’quit’) == 1);
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return
else
disp(’Kein Makro-Kommando!’)
disp(’Implementierten Makro-Kommandos:’)
disp(’step,,n dt,,x tol,,x quit’)
end
end
Kopfzeile = ’Duffing-Schwinger in Polarkoordinaten, int=’;
irs= num2str(intr);
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
[ir2,ic2] = size(irs);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = irs;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
tstep = 7, dt=’;
[ir2,ic2] = size(tstep);
Kopfzeile(icl+l:icl+ic2) = tstep;
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
dts = num2str(dt);
[ir2,ic2] = size(dts);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = dts;
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
tstr =, t=?;
[ir2,ic2] = size(tstr);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = tstr;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
Zeitintervall = num2str(Zeit(j));
[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = Zeitintervall;
figure(1)
subplot(2,1,1), plot(x,y,’k’);
grid;
axis square;
title(Kopfzeile);
axis([-4 4 -4 41)
legend (’numerisch’,-1);
title(’x’);
ylabel(’y’);
subplot(2,1,2), plot(Zeit,Energie,’.k’,Zeit,AnaEnergie,’k’,
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rplo,Vstr,’k--",0,E, k+’ ,Zeit (j)+dt ,E, ’k+’) ;
grid;

axis ([0 Zeit(j) -10 901)

title(Kopfzeile);

xlabel(’Zeit / Radius’)

ylabel (’Energie’)

legend (’Gesamtenergie, num.’,’Gesamtenergie, analyt.’,
"Effektives Potential V(r)’);
figure(2)
subplot(2,1,1), plot(qiplo,viplo,’k’);
grid;
title(’r’);

ylabel(’vr’);
legend (’numerisch’);
subplot(2,1,2), plot(g2plo,v2plo,’k.’);
grid;
title(Kopfzeile);
xlabel(’phi’);
ylabel (’vphi’);
legend (*numerisch’);
figure(3)
plot(glplo,itera,’k’);
grid;
title(Kopfzeile);
axis([-4.2 4.2 0 3.5]);
ylabel (’Iterationen’);
end
sk okskokoskokokoskokokok (T pichn %k kKK sk ks sk skkok sk ok ok
function [Vs] = Vstrich(r,l,mass,k)
Vs = pot(r,k)+1%1/(2*mass*r*r) ;
sk okokokkokok ok ok ok kR ok pacinunLmn %k Rk Rk sk sk sk ok

function [resq,Kt] = resinum(ir,dt,mass,k,lambda,Q1,P1,Q2)

ngp=ir;

if ir==
gl1=0.5; w1l=1.0;
gp=gl; w=wl;

elseif ir==2
gg=0.577350269189626; wl=0.5;
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gl=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;
gp=[gl, g2];
w=[wl, wil;

elseif ir==3
ggl1=0.774596669241483; gg2=0;
wl=5/18; w2=4/9;
gl=(1-ggl1)/2;
g2=(1+gg2)/2;
g3=(1+ggl)/2;
gp=[gl, g2, g3];
w=[wl, w2, wil;

elseif ir==4
a = 3/7;

b = 2*sqrt(1.2)/7;
gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;
w(l) = (3-sqrt(5/6))/12;
w(2) = 0.5-w(1);
w(3) = w(2);
w(4) = w(l);

elseif ir==5
a =5/9;
b = 2%sqrt(10/7)/9;
gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+0)/2;
gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;
c = 161/450;
d = 13*sqrt(7/10)/90;
w(l) = (c-d)/2;
w(2) = (c+d)/2;
w(3) = 64/225;
w(4) = w(2);
w(b) = w(l);

else



disp(’Gewdhlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert’);

return

end

N(1,:)=1-gp;

N(2,:)=gp;

q=Q1 (1) *N(1,:)+Q2(1)*N(2,:);

Resint=0;

Ktint=0;

for i=1:ngp
[derl,der2]=deriv(q(i) ,k,lambda);
Resint=Resint+derixw(i);
Ktint=Ktint+der2*N(2,1)*w(i);

end

vorl=dt/mass;

vor2=vorlxdt/2;

termi=(vor1*P1(2)/(Q1(1)*Q2(1)));
terml=terml*termi;

term2=(Q1(1)+Q2(1))/4;

resq=Q2(1)-Q1 (1) -vor1*P1(1)-terml*term2+vor2+Resint;
Kt=1+1/4*termi1* (2*Q1(1) /Q2(1)+1) +vor2*Ktint;

sk okokok ook ok ok okoskokokok Japiy.n Rk Rk Rk sk sk ok
function [y1,y2] = deriv(normq,k,lambda)

y1 = 2*k*normg* (normg*normq-lambda) ;

y2 = 2¥k*(normg*normg-lambda)+4*k*normg*normg;
shokokok ok ok kRO b koo ok ok

function y = pot(normq,k,lambda)

y=0.5%k* (normq*normq-lambda) * (normg*normg-lambda) ;
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Anhang C

Nichtlineares Doppelpendel

C.1 Absolute Koordinaten

kkkKKKKKKKKKKRKK ITAUPTPROGRANMM ¥ %%k sksksksk sk sk sk ok k
format long e;

maxiter=15;

clear phil phi2 glanal qlana2 vl v2 vlanal vlana2 Zeit
clear Energie LinEnergie Kopfzeile Zeitintervall

clear condKt condMst detKt

Ql=zeros(2,1);

Pl=zeros(2,1);

x1=zeros(4,1);

Kt=zeros(4,4);

g=9.81;

mass = 2;

1 = 3;

tol = 1e-13;

vor=g*l*mass;

vorl=mass*1%*1;

Q1(1) = 0;
Q1(2) = pi/2;
P1(1) = 0;
P1(2) = 0;
x1=[Q1; P1];
maxit=0;
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minit=maxiter;

M=vorix*[5 2; 2 1];

C=vor*[3 0; 0 1]1;

qdot=M\P1;

vlanal(1)=qdot(1);

vlana2(1)=qdot(2);

A1=1/52x(sqrt (13)+13) *(-sqrt (13) *Q1 (1) +2%Q1(2)+Q1(1));
A2=-1/52%(sqrt (13)-13) *x(sqrt (13)*Q1 (1) +2*Q1(2)+Q1(1));
B1=-1/(52*g) *sqrt (1*xg* (4+sqrt (13)))*(3*sqrt (13) -
13)*(2xvlana2(1)-sqrt(13)*vlanal(1)+vlanal(1));
B2=1/(52xg) *sqrt (1xg* (4-sqrt (13))) * (3*sqrt (13)+
13)*(2xvlana2(1)+sqrt(13)*vlanal (1) +vlanal(1));
omegal=sqrt ((4+sqrt(13))*g/1);
omega2=sqrt ((4-sqrt (13))*g/1);

Ki=[-1/6*(-1+sqrt (13)) 11;

K2=[1/6%(1+sqrt(13)) 1];

02=Q1;

P2=P1;

x2=[Q2; P2];

disp(’——===—=——— e )5
disp(’ Nichtlineares Doppelpendel in absoluten Koordinaten ’);
disp(’——===—=———— e )5

disp(’******************’);
disp(’Anfangsbedingungen’) ;
disp(’******************’);

disp(’ ql p1’);

initcond=[Q1,P1]

j=1;

Zeit(j)=0;

phil1(j)=Q2(1);

phi2(§)=Q2(2);
schwing1=K1(1)* (Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bl*sin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlanal(j)=schwingl+schwing2;
schwing1=K1(2)* (Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bixsin(omegal*Zeit(j)));
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schwing2=K2(2) * (A2*cos (omega2*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));

glana2(j)=schwingl+schwing2;

schwing1=K1(1)*omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+

Bixcos (omegal*Zeit(j)));

schwing2=K2 (1) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+

B2*cos (omega2*Zeit (j)));

vlanal(j)=schwingl+schwing?2;

schwing1=K1(2)*omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+

Bixcos (omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+

B2x*cos (omega2*Zeit (j)));

vlana2(j)=schwingl+schwing?2;

cosdeltag=cos(Q2(1)-Q2(2));
Mdet=voril*(4*xcosdeltaq*cosdeltaq-5);

Mst=1/Mdet*[-1 2%cosdeltaq; 2*cosdeltaq -5];

condMst (j)=cond (Mst,inf) ;

qdot=Mst*P2;

v1(j)=qdot(1);

v2(j)=qdot (2);

Energie (j)=1/2%P2’ *Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(2))-4)
qlanadot=[vlanal(j); vlana2(j)];

gqlana=[qlanal(j); qlana2(j)];
LinEnergie(j)=1/2*qlanadot’*M*qlanadot+1/2*qlana’*C*qlana
dt = input(’Zeitschritt: dt = ’);

intr = input(’Gauss-Punkte: ir = ’);

for i=1:100;

Makro = input(’Makro:’,’s’);

[ir,ic] = size(Makro);

if ic<4

disp(’mindestens vier Zeichen notwendig!’)

else

if (strcmp(Makro(1:4),’step’) == 1);

[ir,ic] = size(Makro);

if ic==4

nsteps
else
nsteps

1;

str2num(Makro (7:ic)) ;
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end
for i = 1:nsteps;
J o= 3+1
Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;
x1=x2;
[resq,Kt] = nlinresinum(intr,dt,mass,g,1l,x1,x2);
iter=0;
while norm(resq)>tol;
iter=iter+i;
if iter>maxiter
disp(’Iterationsabbruch: Divergenz’)
det (Kt)
return
else
dx2=-Kt\resq;
x2=x2+dx2;
condKt (j)=cond (Kt ,inf) ;
detKt (j)=det (Kt) ;
[resq,Kt] = nlinresinum(intr,dt,mass,g,1l,x1,x2);
end
if iter>maxit
maxit=iter;
elseif iter<minit
minit=iter;
end
end
Q2=x2(1:2);
P2=x2(3:4);
phil(j)=Q2(1);
phi2(j)=Q2(2);
schwing1=K1(1)*(Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bixsin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) * (A2xcos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit(j)));
qlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2)* (Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bi*sin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
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B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlana2(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1 (1) *omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Blxcos(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2*cos (omega2*Zeit (j)));
vlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2)*omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Bilxcos(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2x*cos (omega2*Zeit (j)));
vlana2(j)=schwingl+schwing?2;
cosdeltag=cos(Q2(1)-Q2(2));
Mdet=vorl#* (4*cosdeltag*cosdelteq-5);
Mst=1/Mdet*[-1 2*cosdeltaq; 2*cosdeltaq -5];
condMst (j)=cond (Mst,inf) ;
qdot=Mst*P2;
v1(j)=qdot(1);
v2(j)=qdot(2);
Energie (j)=.5%P2’ *Mst*P2-vor* (3*cos (Q2(1))+cos(Q2(2))-4);
qlanadot=[vlanal(j); vlana2(j)];
gqlana=[qlanal(j); qlana2(j)];
LinEnergie(j)=.5*qlanadot’*M*qlanadot+.5%qlana’*C*qlana;
end
elseif (strcmp(Makro(1:4),°’dt,,’) == 1);

[ir,ic] = size(Makro);

dtstr = Makro(b:ic);

dt = str2num(dtstr);
elseif (strcmp(Makro(1:4),’tol,’) == 1);

[ir,ic] = size(Makro);

tolstr = Makro(6:ic);

disp(’Alte Toleranz = ’),disp(tol)

tol = str2num(tolstr);

disp(’Neue Toleranz = ’),disp(tol);
elseif (strcmp(Makro(1:4),’quit’) == 1);

return
else

disp(’Kein Makro-Kommando!’)



148 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL

disp(’Implementierten Makro-Kommandos:’)
disp(’step,,n dt,,x tol,,x anim quit’)
end
end
Kopfzeile = ’Nichtlineares Doppelpendel in
absoluten Koordinaten, int=’;
irs= num2str(intr);
[irl,icl1] = size(Kopfzeile);
[ir2,ic2] = size(irs);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = irs;
[irl,ic1l] = size(Kopfzeile);
tstep = 7, dt=’;
[ir2,ic2] = size(tstep);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = tstep;
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
dts = num2str(dt);
[ir2,ic2] = size(dts);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = dts;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
tstr =, t=?;
[ir2,ic2] = size(tstr);
Kopfzeile(icl+l:icl+ic2) = tstr;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
Zeitintervall = num2str(Zeit(j));
[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = Zeitintervall,;
figure(1);
subplot(4,1,1), plot(Zeit,phil,’.k’,Zeit,qlanal,’k’);
grid;
title(Kopfzeile);
ylabel(’ql’);
legend (’numerisch’,’lin. analyt.’);
subplot(4,1,2), plot(Zeit,phi2,’.k’,Zeit,qlana2,’k’);
grid;
ylabel(’g2’);
legend (’numerisch’,’lin. analyt.’);
subplot(4,1,3), plot(Zeit,LinEnergie,’k’);
grid;
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ylabel (’Energie ’);

legend(’lin. analyt.’);

subplot(4,1,4), plot(Zeit,Energie,’.k’);

grid;

xlabel(’Zeit’);

ylabel (’Energie ’);

legend (’numerisch’);

Energie(j)

LinEnergie(j)
figure(2);

subplot(2,1,1), plot(phil,vl,’.k’,qlanal,vlanal, ’k’);

title(Kopfzeile);

grid;

ylabel(’v1’);

xlabel(’ql’);

legend (*numerisch’,’lin. analyt.’);

subplot(2,1,2), plot(phi2,v2,’.k’,qlana2,vlana?2,’k’);

grid;

ylabel(’v2’);

xlabel(’q2’);

legend (*numerisch’,’lin. analyt.’);
figure(4);

subplot(2,1,1), plot(Zeit,condKt,’k’,Zeit,condMst,’--k’);

title(Kopfzeile);

grid;

ylabel(’condinfty’)

xlabel(’Zeit’);

legend (’Kt’,’Minvnlin’);

detKt (1)=detKt(2);

subplot(2,1,2), plot(Zeit,detKt,’k’);

grid;

ylabel(’det’)

xlabel(’Zeit’);

legend (’Kt’) ;

disp(’Maximale Iterationstiefe : ’), disp(maxit)
disp(’Minimale Iterationstiefe : ’), disp(minit)
disp(’Durchschnittliche Iterationstiefe : ’)

durch=1/2* (maxit+minit)
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end
RAKKKKKKKKKKKKK 15 sacinim.an FHRHEKRKKKK KKK KKK K

function [resq,Kt] = nlinresinum(ir,dt,mass,g,l,x1,x2)

ngp=ir;

if ir==
g1=0.5; w1=1.0;
gp=gl; w=wl;

elseif ir==2
gg=0.577350269189626; wl=0.5;
gl=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;
gp=[gl, g2];
w=[wl, wi]l;

elseif ir==3
gg1=0.774596669241483; gg2=0;
wl=5/18; w2=4/9;
gl=(1-gg1)/2;
g2=(1+gg2)/2;
g3=(1+ggl)/2;
gp=[gl, g2, g31;
w=[wl, w2, wil;

elseif ir==4
a = 3/7;
b = 2%sqrt(1.2)/7;

gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;
w(l) = (3-sqrt(5/6))/12;
w(2) = 0.5-w(1);
w(3) = w(2);
w(4) = w(l);

elseif ir==5
a =5/9;

b = 2xsqrt(10/7)/9;

gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+0)/2;

gp(4) (1+sqrt(a-b))/2;
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gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;
c = 161/450;

d = 13*sqrt(7/10)/90;
w(l) = (c-d)/2;

w(2) = (c+d)/2;
w(3) = 64/225;
w(4) = w(2);
w(5) = w(1);
else
disp(’Gewdhlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert’);
return
end
N(1,:)=1-gp;
N(2,:)=gp;

p=zeros(2,ngp) ;

q=zeros(2,ngp) ;

p=x1(3:4)*N(1,:)+x2(3:4)*N(2,:);

q=x1(1:2)*N(1,:)+x2(1:2)*N(2,:);

Resint=zeros(4,1);

Kt=zeros(4,4);

K=zeros(4,4);

M=zeros (4,4);

KA=zeros(2,2);

KB=zeros(2,2);

KC=zeros(2,2);

K31=0;

vor=1/(mass*1%1) ;

vorl=g*l*mass;

for i=1:ngp
c=cos(q(1,1)-q(2,1));
s=sin(q(1,1)-q(2,i));
0=4*c*c-b;
u=[-4xc 4xc*c+5];
v=[4*xc*xc+5 -20%c];
f1=-48*%cxc*g*s—-20*g*s-16*c*kxc*xc*kc+20*Cc*C;
£2=-240%c*c*xs*s-100*s*s-80*c*c*cxc+100*c*c;
h=c* (16*c*cxc*c-25+32*s*s*xCckCc+120*8*s) ;
A31=[f1 h; h f2];
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KA(1,1)=KA(1,1) + (-2%s/(ox0))*uxp(:,i)*N(2,1i)*w(i);
KA(2,1)=KA(2,1) + (-2xs/(o*0))*v*p(:,i)*N(2,1i)*w(i);
KB(1,1)=KB(1,1) + 1/0*N(2,i)*w(i);
KB(1,2)=KB(1,2) (=2)*c/oxN(2,1i)*w(i);
K31=K31 + 1/(oxo*0)*p(:,1) ’*A31*p(:,i)*N(2,i)*w(i);
M(3,1)=M(3,1) + 3*cos(q(1,1))*N(2,1i)*w(i);
M(4,2)=M(4,2) + cos(q(2,1))*N(2,1i)*w(i);
ResA=[-1 2%c; 2%c -5];
ResB=[u; v];
Resc=[3#*sin(q(1,1)); sin(q(2,1))];
dHdp=vor*1/o*ResA*p(:,1);
dHdg=vor*s/(o*xo)*[p(:,i)’; -p(:,i)’I*ResB*p(:,i)+
vorl*Resc;
Resint=Resint+[-dHdp; dHdql*w(i);

end

resq=x2-x1+dt*Resint;

KA(1,2)=-KA(1,1);

KA(2,2)=-KA(2,1);

KB(2,1)=KB(1,2);

KB(2,2)=5*KB(1,1);

KC=[K31 -K31; -K31 K31];

K=[KA KB; KC -KA’];

Kt=diag(ones(4,1))+dt* (vor*K+vor1lx*M) ;

+

C.2 Relative Koordinaten

kkkkkkRRKKKKRRXKX [JAUPTPROGRANMM ****kkkokokokokokokokk
format long e;

clear phil phi2 glanal gqlana2 vl v2 vlanal vlana2 Zeit
clear Energie LinEnergie Kopfzeile Zeitintervall

clear condKt condMst detKt

Ql=zeros(2,1);

Pl=zeros(2,1);

xl=zeros(4,1);

Kt=zeros(4,4);

g=9.81;

mass = 2;
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1 =3;
tol = 1e-13;

vor=g*l*mass;
vorl=1*x1%*mass;

w

Q1(1) = 0;
Q1(2) = pi/2;
P1(1) = 0;
P1(2) = 0;
x1=[Q1; P1];
maxit=0;
minit=16;

M=vori1*[10 3; 3 1];

C=vor*[4 1; 1 1];

qdot=M\P1;

vlanal(1)=qdot(1);

vlana2(1)=qdot(2);
A1=-1/52%(-13+3*sqrt (13) ) * (2*Q1 (1) -3%Q1(2) -sqrt (13) *Q1(2)) ;
A2=1/52*(3*sqrt (13)+13)* (2+¥Q1 (1) -3%Q1 (2) +sqrt (13)*Q1(2) ) ;
B1=-1/(78%g) *sqrt (1xg* (4+sqrt (13))) * (4*sqrt (13) -
13)*(2*vlana2(1)+vlanal (1) *(-sqrt(13)+3));

B2=1/(78%g) *sqrt (1kgx (4-sqrt (13)) ) * (4xsqrt (13)+
13)*(vlanal (1) *(3+sqrt (13))+2xvlana2(1));

omegal=sqrt ((4+sqrt(13))*g/1);
omega2=sqrt ((4-sqrt (13))*g/1);

Ki=[1; -1/2*(3+sqrt(13))];

K2=[1; 1/2%(-3+sqrt(13))];

02=Q1;

P2=P1;

x2=[Q2; P2];
disp(?—==—=—————————m— )
disp(’ Nichtlineares Doppelpendel in relativen Koordinaten ’);
disp(?=—===—=————m o e )5

disp (7 #skksokkskokkskokkkokkkokk?) 5
disp(’Anfangsbedingungen’) ;
disp (7 #skksokkskokkskokkkokkkokk?) 5
disp(’ q1 pl1?);
initcond=[Q1,P1]

j=1;
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Zeit (j)=0;

phi1(j)=Q2(1);

phi2(j)=Q2(2);
schwing1=K1(1)* (Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bixsin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2)* (Alxcos (omegal*Zeit (j))+
Bi*sin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlana2(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(1) *omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Bixcos (omegal*Zeit(j)));

schwing2=K2 (1) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2*cos (omega2*Zeit (j)));
vlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2) *omegal#* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Bixcos (omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2x*cos (omega2*Zeit (j)));
vlana2(j)=schwingl+schwing?2;
vdet=vorlx*(-5+4*cos (Q2(2))*cos(Q2(2)));
Mst=1/vdet*[-1 1+2%cos(Q2(2)); 1+2*cos(Q2(2)) -6-4xcos(Q2(2))];
qdot=Mst*P2;

v1(j)=qdot(1); v2(j)=qdot(2);

condMst (j)=cond (Mst,inf) ;
Energie(j)=.5%P2’*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(1)+Q2(2))-4)
gqlanadot=[vlanal(j); vlana2(j)];
gqlana=[qlanal(j); qlana2(j)];
LinEnergie(j)=.5%qlanadot’*M*qlanadot+.5%qlana’*C*qlana;
dt = input(’Zeitschritt: dt = ’);

intr = input(’Gauss-Punkte: ir = ’);

for i=1:100;

Makro = input(’Makro:’,’s’);

[ir,ic] = size(Makro);

if ic<4
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disp(’mindestens vier Zeichen notwendig!’)
else
if (strcmp(Makro(1:4),’step’) == 1);
[ir,ic] = size(Makro);
if ic==
nsteps = 1;
else
nsteps = str2num(Makro(7:ic));
end
for i = 1:nsteps;
j o= g+,
Zeit(j) = Zeit(j-1) + dt;
x1=x2;
[resq,Kt] = rnlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);
iter=0;
while norm(resq)>tol;
iter=iter+1;
if iter>15
disp(’Iterationsabbruch: Divergenz’)
return
else
dx2 = -Kt\resq;
x2 = x2 + dx2;
condKt (j) = cond(Kt,inf);
detKt (j) = det(Kt);
[resq,Kt] = rnlinresinum(intr,dt,mass,g,l,x1,x2);
end
if iter>maxit
maxit=iter;
elseif iter<minit
minit=iter;
end
end
Q2=x2(1:2);
P2=x2(3:4);
phi1(§)=Q2(1);
phi2(§)=Q2(2);
schwing1=K1(1)*(Al*cos (omegal*Zeit (j))+



156 ANHANG C. NICHTLINEARES DOPPELPENDEL

Bi*sin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2)* (Al*cos (omegal*Zeit (j))+
Bixsin(omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) * (A2*cos (omega2+*Zeit (j))+
B2*sin(omega2*Zeit (j)));
qlana2(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(1)*omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Bixcos (omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2 (1) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2*cos (omega2*Zeit (j)));
vlanal(j)=schwingl+schwing?2;
schwing1=K1(2)*omegal* (-Al*sin(omegal*Zeit (j))+
Bixcos (omegal*Zeit(j)));
schwing2=K2(2) *omega2* (-A2*sin(omega2*Zeit (j))+
B2xcos (omega2*Zeit (j)));
vlana2(j)=schwingl+schwing?2;
vdet=vorlx*(-5+4*cos (Q2(2))*cos(Q2(2)));
Mst=1/vdet*[-1 1+2*cos(Q2(2)); 1+2*cos(Q2(2)) -6-4xcos(Q2(2))1;
qdot=Mst*P2;
v1(j)=qdot(1);
v2(j)=qdot(2);
condMst (j)=cond (Mst,inf) ;
Energie(j)=.5%P2’*Mst*P2-vor*(3*cos(Q2(1))+cos(Q2(1)+Q2(2))-4);
gqlana=[qlanal(j); qlana2(j)];
glanadot=[vlanal(j); vlana2(j)];
LinEnergie(j)=.5*qlanadot’*M*qlanadot+1/2*qlana’*Cxqlana;
end
elseif (strcmp(Makro(1:4),°’dt,,’) == 1);

[ir,ic] = size(Makro);

dtstr = Makro(5:ic);

dt = str2num(dtstr);
elseif (strcmp(Makro(1:4),’tol,’) == 1);

[ir,ic] = size(Makro);

tolstr = Makro(6:ic);

disp(’Alte Toleranz = ’),disp(tol)
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tol = str2num(tolstr);
disp(’Neue Toleranz = ’),disp(tol);
elseif (strcmp(Makro(1:4),’quit’) == 1);
return
else
disp(’Kein Makro-Kommando!’)
disp(’Implementierten Makro-Kommandos:’)
disp(’step,,n dt,,x tol,,x anim quit’)
end
end
Kopfzeile = ’Nichtlineares Doppelpendel in
relativen Koordinaten, int=’;
irs= num2str(intr);
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
[ir2,ic2] size(irs);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = irs;
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
tstep = 7, dt=’;
[ir2,ic2] = size(tstep);
Kopfzeile(icl+l:icl+ic2) = tstep;
[irl,ic1] = size(Kopfzeile);
dts = num2str(dt);
[ir2,ic2] = size(dts);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = dts;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
tstr = 7, t=’;
[ir2,ic2] = size(tstr);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = tstr;
[irl,icl] = size(Kopfzeile);
Zeitintervall = num2str(Zeit(j));
[ir2,ic2] = size(Zeitintervall);
Kopfzeile(icl+1l:icl+ic2) = Zeitintervall,;
figure(1);
subplot(4,1,1), plot(Zeit,phil,’.k’,Zeit,qlanal,’k’);
grid;
title(Kopfzeile);
ylabel(’ql’);
legend (*numerisch’,’lin. analyt.’);
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subplot(4,1,2), plot(Zeit,phi2,’.k’,Zeit,qlana2,’k’);
grid;
ylabel(’g2’);
legend (’numerisch’,’lin. analyt.’);
subplot(4,1,3), plot(Zeit,LinEnergie,’k’);
grid;
ylabel (’Energie’);
legend(’lin. analyt.’);
subplot(4,1,4), plot(Zeit,Energie,’.k’);
grid;
xlabel(’Zeit’);
ylabel (’Energie’);
legend (’numerisch’);
Energie(j)
figure(2);
subplot(2,1,1), plot(phil,vl,’.k’,qlanal,vlanal,’k’);
title(Kopfzeile);
grid;
ylabel(’v1’);
xlabel(’ql’);
legend (’numerisch’,’lin. analyt.’);
subplot(2,1,2), plot(phi2,v2,’.k’,qlana2,vlana?2,’k’);
grid;
ylabel(’v2’);
xlabel(’q2’);
legend (’numerisch’,’lin. analyt.’);
figure(4);
subplot(2,1,1), plot(Zeit,condKt,’k’,Zeit,condMst,’--k’);
title(Kopfzeile);
grid;
ylabel(’condinfty’)
xlabel(’Zeit’);
legend (’Kt’,’Minvnlin’);
detKt (1)=detKt (2);
subplot(2,1,2), plot(Zeit,detKt,’k’);
grid;
ylabel(’det’)
xlabel (’Zeit’);
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legend (’Kt’);

disp(’Maximale Iterationstiefe : ’), disp(maxit)
disp(’Minimale Iterationstiefe : ’), disp(minit)
disp(’Durchschnittliche Iterationstiefe : )
durch=1/2* (maxit+minit)

end

3k 3k ok 3k sk sk 3k ok ok ok ok sk sk kok rnlinresinum.m 3k 3k 3k 3k sk sk sk sk ok ok ok sk sk kok

function [resq,Kt] = rnlinresinum(ir,dt,mass,g,l,x1,x2)

ngp=ir;

if ir==
gl1=0.5; wl=1.0;
gp=gl; w=wl;

elseif ir==2
geg=0.577350269189626; wl=0.5;
gl=(1-gg)/2; g2=(1+gg)/2;
gp=[gl, g21;
w=[wl, wil;

elseif ir==3
gg1=0.774596669241483; gg2=0;
wl=5/18; w2=4/9;
gl=(1-ggl1)/2;
g2=(1+gg2) /2;
g3=(1+ggl)/2;
gp=[gl, g2, g31;
w=[wl, w2, wi];

elseif ir==4
a = 3/7;
b = 2*sqrt(1.2)/7;

gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(4) = (1+sqrt(a+b))/2;
w(l) = (3-sqrt(5/6))/12;
w(2) = 0.5-w(1);

w(3) = w(2);

w(4) = w(l);

elseif ir==5
a=5/9;
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b = 2%sqrt(10/7)/9;

gp(1) = (1-sqrt(a+b))/2;
gp(2) = (1-sqrt(a-b))/2;
gp(3) = (1+0)/2;

gp(4) = (1+sqrt(a-b))/2;
gp(5) = (1+sqrt(a+b))/2;
c = 161/450;

d = 13%sqrt(7/10)/90;
w(l) = (c-d)/2;

w(2) = (c+d)/2;
w(3) = 64/225;
w(4) = w(2);
w(5) = w(1);
else
disp(’Gewdhlte Gauss-Punktezahl nicht implementiert’);
return
end
N(1,:)=1-gp;
N(2,:)=gp;

p=zeros (2,ngp) ;

q=zeros(2,ngp) ;

p=x1(3:4)*N(1,:)+x2(3:4)*N(2,:);

q=x1(1:2)*N(1,:)+x2(1:2)*N(2,:);

Resint=zeros(4,1);

Kt=zeros(4,4);

K=zeros(4,4);

M=zeros (4,4);

vor=1/(mass*1%1) ;

vorl=g*l*mass;

for i=1:ngp
c=cos(q(2,1));
s=sin(q(2,1));
st=sin(q(1,1)+q(2,1));
ct=cos(q(1,i)+q(2,1));
0=-5+4*c*C;
ul=[-4*xc 4*xc+4*cxc+5];
vi=[4*c+4*xcxc+b -10-24xc-8*cx*xc];
bl=1+2x%c;
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end

b2=-6-4%*c;

fl=-16*%cxc*ckc+20*xc*Cc-20%g*x3—-48*8*SkC*C;
£2=-240%s*s*Cc-32*CckxCckxCkxCkC-96*ckxCckxCckxCc+120*c*kc-120*g*xg+
B50xc—-288*%g*g*CkC—64*S*S*kCKC*C;
h=120*%g*s*Cc-20%c*xCc+20*s*s-25*%Cc+48*g*s*Cc*xCc+32*gkg*kc*kCc*C+
16*c*ckcxc+1b6*ckckxcxc*c;

A42=[f1 h; h f2];

K(1,2)=K(1,2)+(-2*s/(o*0) ) *ul*p(:,1)*N(2,1)*w(i);
K(1,3)=K(1,3)+1/0*N(2,1i)*w(i);
K(1,4)=K(1,4)+(-b1/0)*N(2,1)*w(i);
K(2,2)=K(2,2)+(-2%s/(0o*0) ) *vixp(:,1i)*N(2,1i)*w(i);
K(2,3)=K(1,4);

K(2,4)=K(2,4)+(-b2/0)*N(2,1i)*w(i);
K(4,2)=K(4,2)+1/(o*xo*0)*p(:,1) **A42xp (:,1)*N(2,1)*w(i);
K(4,3)=-K(1,2);

K(4,4)=-K(2,2);
M(3,1)=M(3,1)+(3*xcos(q(1,i))+ct)*N(2,1i)*w(i);
M(3,2)=M(3,2)+ct*N(2,1)*w(i);

M(4,1)=M(3,2);

M(4,2)=M(3,2);

Hp=[-1 bl; bl b2];

Hg=[3#*sin(q(1,1i))+st; st];

Hq2=[ul; vi1];

dHdg2=vor*s/(o*o)*p(:,1) **xHq2*p(:,1);
dHdp=vor/oxHp*p(:,1);

dHdg=[0; dHdq2]+vorlxHq;

Resint=Resint + [-dHdp; dHdql*w(i);

resq=x2-x1+dt*Resint;
Kt=diag(ones(4,1))+dt* (vor*K+vorl*M) ;
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Anhang D

Aufgabenstellung

Studienarbeit im Fach Finite Elemente

Numerische Untersuchungen diskreter dynamischer Systeme im
Rahmen der PETROV-GALERKIN-Methode

Bearbeiter: Michael Grof3 Matrikelnummer: 319 545

Betreuer: Dr.-Ing. P. Betsch

Im Rahmen der HAMILTONschen Mechanik sollen dynamische Systeme mit
Hilfe von Zeitintegrationsverfahren numerisch untersucht werden. Hierbei
sollen Finite Elemente in der Zeit verwendet werden, die auf einer PETROV-
GALERKIN Formulierung der kanonischen Gleichungen von HAMILTON ba-
sieren.

Fiir die Einarbeitung in die Thematik werden folgende Unterlagen und Da-
teien zur Verfiigung gestellt:

e Das Manuskript [1] in dem die Grundlagen der PETROV-GALERKIN-
Finite-Elemente-Methode zur Integration der Bewegungsgleichungen
im Rahmen der HAMILTONschen Mechanik beschrieben werden.

e Ein MATLAB-Programm zur numerischen Simulation der Dynamik ei-
nes mathematischen Pendels bei groflen Auslenkungen sowie ein MAT-
LAB-Programm zur Berechnung des KEPLER-Problems.
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Darauf aufbauend sollen die folgenden Punkte untersucht werden:

e Das vorhandene MATLAB-Programm zum KEPLER-Problem soll auf
weitere Potentialfunktionen fiir das Zweikorperproblem erweitert wer-
den. Entsprechend GOLDSTEIN [7] fiihrt neben dem Potential V(r) =
—k/r fiir das KEPLER-Problem nur noch das ‘HooKsche Potential’

V) = _%w (D.1)

auf eine geschlossene Bahnkurve. Beide Potentialfunktionen und die
jeweils berechneten Bahnkurven sollen miteinander verglichen werden.

o Auflerdem soll die Potentialfunktion

Vi) = %k[rQ _ap (D.2)

implementiert und numerisch untersucht werden. Insbesondere sollen
hier die Werte & = 1000 und k¥ = 10° fiir die Konstante in (D.2)
betrachtet werden.

e Das urspriingliche MATLAB-Programm basiert auf einer Formulierung
des Zweikorperproblems in kartesischen Koordinaten, d.h. es werden
die kartesischen Koordinaten z; sowie die Koeffizienten des Impulses
p; = mz;, 1 = 1,2,3 als Freiheitsgrade verwendet. Alternativ hierzu
soll nun das reduzierte Problem in ebenen Polarkoordinaten formuliert
und numerisch umgesetzt werden. Es soll untersucht werden, ob die
reduzierte Darstellung Vorteile, insbesondere im Hinblick auf die Nu-
merik, mit sich bringt.



Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt zwei Beispiele fiir die Anwendung des, von P. BETSCH
und P. STEINMANN im Rahmen der PETROV-GALERKIN-Finite-Elemente-
Methode entwickelten, Zeitschrittverfahrens zur numerischen Losung der HA-
MILTONschen kanonischen Gleichungen. Die Beispiele sind beide konservati-
ve, autonome Zwei-Massenpunktsysteme, welche sich formal durch ihre Ne-
benbedingungen unterscheiden.

Die Begriindung fiir die numerische Berechnung im Rahmen der HAMIL-
TONschen Mechanik liegt in der Tatsache, dafl die HAMILTONschen kanoni-
schen Gleichungen, sprich die Bewegungsgleichungen, ein System gewd&hnli-
cher Differentialgleichungen erster Ordnung sind. Nur Systeme erster Ord-
nung fithren bei Anfangswertproblemen im GALERKIN-Verfahren zu Ansatz-
funktionen, die gleiche Kontinuitédt wie die Testfunktionen besitzen. Die
Ansiitze fiir die Losungsfunktionen und die Testfunktionen sind im Rah-
men der PETROV-GALERKIN-Methode LAGRANGE-Polynome unterschiedli-
chen Grades. Dabei kénnen im Gegensatz zu den Losungsfunktionen die
Testfunktionen diskontinuierlich verlaufen. In dieser Arbeit erfolgt eine Be-
schrankung auf lineare Losungsfunktionen. Ein wesentlicher Vorteil des hier
angewendeten Zeitschrittverfahrens ist, da} die HAMILTON-Funktion H fiir
autonome dynamische Systeme in jedem Zeitschritt erhalten bleibt. Fiir
konservative, autonome Systeme ist das gleichbedeutend mit einer Energie-
erhaltung 7'+ V = const. Dies ist in diesen Sonderféllen ein Beweis fiir die
numerische Stabilitdt des Verfahrens und physikalisch gesehen eine Moglich-
keit die Konsistenz der Losungen zu iiberpriifen.

Das erste Beispiel ist das Zweikdrperproblem, welches ein System ohne Zwangs-
bedingungen darstellt. Dabei reduziert sich die Betrachtung des, anfangs
rdumlichen, Zwei-Massenpunktproblems auf die Betrachtung einer ebenen
Bewegung einer sogenannten reduzierten Masse in einem Zentralkraftfeld.
In dem Problem wird von einem konservativen Kraftfeld ausgegangen. Die
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Wahl der Potentiale des konservativen Zentralkraftfeldes fillt allgemein auf
Polynome in r, dem Abstand der beiden Massenpunkte des urspriinglichen
Zweikorperproblems voneinander. Von Interesse ist hier die Bahn der ebenen
Einkorperbewegung bzgl. des Koordinatenursprunges. Dazu wird die ana-
lytische Bestimmung der Bahngleichung in Polarkoordinaten auf die Losung
eines Integrals reduziert. Eine Untersuchung auf Losbarkeit dieses Integrals
in Abhéngigkeit des Polynomexponenten ergibt, dafl nur wenige Integrale
analytisch l6sbar sind. Dabei gliedern sich die analytisch l6sbaren Integrale
in zwei Typen:

1. Integrale die mittels elliptischen Funktionen zu 16sen sind, und

2. Integrale deren Losung eine trigonometrische Funktion ergeben.

Unter den zweiten Punkt fallen nur die zwei bekanntesten Potentiale: das
KEPLER-Potential und das HOOKE-Potential des harmonischen Schwingers.
Nur fiir die Bahnen dieser beiden Potentiale wird eine geschlossene Bahnkur-
ve bestéitigt. Bei anderen Potentialen ist mittels der graphischen Methode
des effektiven Potentials hochstens eine begrenzte Bahn feststellbar. Die Be-
stimmungsgleichungen des Zeitschrittverfahrens fiir die Knotenwerte werden
in kartesischen und in polaren Koordinaten aufgestellt. Bei der allgemei-
nen Losung in Polarkoordinaten fiihrt eine zusétzliche Erhaltungsgrofie auf
eine skalare Iteration, wihrend eine Losung mit kartesischen Koordinaten
generell eine Iteration in zwei Variablen erfordert. Dagegen wird bei kar-
tesischen Koordinaten das Zeitschrittverfahren nur durch ein nichtlineares
Potential nichtlinear und erfordert dadurch eine iterative Losung. Bei der
Losung in Polarkoordinaten ist das Zeitschrittverfahren generell nichtline-
ar. Beim KEPLER-Potential sind bei der analytische Losung zwischen vier
Bahnformen zu differenzieren:

e Eine hyperbolische,
e cine parabolische,
e cine elliptische Bahn und eine

e Kreisbahn

Dies bestiitigt die numerische Losung in kartesischen Koordinaten nach dem
die entsprechenden Anfangswerte mittels der Methode des effektiven Poten-
tials bestimmt wurden. Die physikalische Unterscheidung erfolgt beim KEP-
LER-Potential an Hand der Gesamtenergie. Das HOOKE-Potential erfordert
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eine Unterscheidung nach der Potentialkonstanten. Dies verifiziert ein Feder-
Masse-Modell fiir die Einkorperbewegung, denn die Potentialkonstante ent-
spricht in diesem Modell der Steifigkeit der linearen Spiralfeder. Auch hier
sind nach der analytischen Lésung vier Bahnformen zu unterscheiden:

e Hyperbel
e Gerade
e Ellipse

e Kreis

Die Kriimmung der hyperbolischen Bahnkurve besitzt eine dem KEPLER-
Potential entgegengesetzte Bahnkriimmung. Die Ellipsen liegen beim Hoo-
KE-Potential konzentrisch zum Ursprung des Koordinatensystems, beim KEp-
LER-Potential liegt der Koordinatenursprung in einem Brennpunkt. Als Bei-
spiel eines Potentials fiir offene Bahnkurven wurde das lineare Potential nu-
merisch untersucht. Neben der Kreisbahn und der hyperbolischen Bahnkur-
ve liegt hier eine begrenzte Bahnkurve vor, die innerhalb eines Kreisringes
verlduft. Der Sonderfall einer geradlinigen Bahn der reduzierten Masse ist
mathematisch ebenfalls enthalten. Die Unterscheidung erfolgt hier nach der
Gesamtenergie iiber die Methode des effektiven Potentials. Ein Beispiel fiir
eine Superposition der angesprochenen Grundtypen ist das binomiale Poten-
tial. Es kann ebenfalls durch ein Feder-Masse-Modell veranschaulicht werden.
Dabei ist aber im Gegensatz zum HOOKE-Potential die Spiralfeder progres-
siv. Die Bahnformen sind in, zum linearen Potential analoge Bahntypen,
zu unterteilen. Als Sonderfall der ebenen Bewegung der reduzierten Masse
in einem Zentralkraftfeld mit dem binomialen Potential, ist die eindimensio-
nale Bewegung des DUFFING-Schwingers. Hier erfolgt eine analytische und
numerische Berechnung der Phasenkurven, wobei erstmals die numerische
Losung in Polarkoordinaten angewendet wird. Die Phasenkurven sind nach
der Anzahl der Nullstellen in der Phasenebene in drei Typen zu untertei-
len. Dabei fillt bei einem Phasenkurventyp auf, dafl die numerische Lésung
die Definition der Polarkoordinaten verletzt und negative Radien berech-
net. Eine Uberpriifung der Bewegungsgleichungen ergibt jedoch, daf§ dieser
”Schonheitsfehler” analytisch begriindet ist und aus der Wahl polarer Koor-
dinaten herriihrt.

Das zweite und letzte Anwendungsbeispiel des Zeitschrittverfahrens ist ein
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ebenes mathematisches Doppelpendel mit gleichen Massen und Pendelldngen.
Die Bewegung wird in Absolut- und Relativwinkel betrachtet. Zuerst er-
folgt eine analytische und numerische Berechnung des linearen Doppelpen-
dels, welches sich durch lineare Riickstellkriifte auszeichnet. Die analytische
Losung wird im Rahmen der LAGRANGEschen Mechanik mittels der LA-
GRANGEschen Gleichungen 2. Art durchgefiihrt. Konkrete Beispiele fiir die
numerische Berechnung bilden die erste und zweite Eigenform und eine belie-
bige kleine Auslenkung des Doppelpendels. Dabei erfolgt die Berechnung des
Zeitverlaufes der Losungen und der Darstellung der Phasenebenen. Die Ener-
gieerhaltung und ein qualitativer Vergleich mit theoretischen Erkenntnissen
bestétigt die numerischen Berechnungen. Das nichtlineare Doppelpendel,
d.h. die Zulassung grofler Auslenkungen, beschrénkt die Betrachtung auf
eine numerische Losung. Hierbei wird die analytische Losung des linearen
Doppelpendels als Vergleich in die Rechnerschriebe eingebunden. Es wird ei-
ne konkrete Anfangsbedingung untersucht. Abschliefend wird ein Vergleich
zwischen Absolut- und Relativwinkel herbeigefiihrt. Der Vergleich erbringt
Vor- bzw. Nachteile in Bezug auf die iterative Losung des Zeitschrittverfah-
rens beim Doppelpendel.
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