D. Allgemeine Warmeleitprobleme

In Festkorpern

Mehrdimensionalitat
Instationaritat

Warmequellen und Senken
Bilanzgleichungen extensiver GrolRen Z t
Z =1, + P,

Lokale Form

Starrer Festkorper Z t

Oberflachenelement

Volumenelement
amOrt X, Zeit t

X = [ X | = X, X2, X3
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Z =27 t ...ExtensivgroRe, z.B. Innere Energie
z, =2, X t .. .Dichtevon(2Z)

z, = Z /md

z =z Xt ...spezif. Wert von (Z)

z = z /kg
jz = jz X, t ...Stromdichte von (Z)
[Jz] = Z [mas

py =Py Xt ...Produktionsdichte von (Z)

py = Z /mds

Speicherterm
Zt = Izv X, t dV = Iz X, t dm
\Y m

Systemvolumen  Systemmasse

dm = pdV

z, = pz
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Stromterm

Jp==q j -df =g jydfy + j,df, + j,dfs
0] 0]

Systemoberflache

Stromdichte oder Flussdichte von (Z)

Flachenelementvektor

df,
df = | df,
dfy

Integralsatz C.F. Gaul} (Lit: Fichtenholz, Smirnow)

>: d j -df = [divjdv
\Y

div jz = a1jzl + a2j22 + 83j23
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(4)

(5)

(6)



Produktionsterm

F)Z = J‘pZ l,t dV
\Y%

Zusammenfassung *, 1,4,7

d .
p z,dVv :—IdIVJZ dVv + jpz dv
% % %

[ o2y +divj -p, dv=0
\Y/

V... beliebig wéhlbar!

V —>dV..am Ort x ,Zeit(t):

0tZy Xt +divjZ x,t  =p, xt

Lokale Form der Bilanzgleichung fir (Z)

Ruhende Massen konstanter Dichte, p=p X
9.2) POz + iy, =D,

Summenkonvention!
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(7)

(8)

©)

(9A)



Lokale Energiebilanz

Festkorper mit Warmeleitung

Z=U Xt
jz = 9 X’t
pZ = pZ Xlt

(9A) powu + 0,0, = Py
0101 + 0202 + 0303

Fourier — Gesetz (lokale Form)

q =-4 x gradT x,t

Qg = —A0,T

a =123
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Spez. Innere Energie

Warmestromdichte

Warmeerzeugungsdichte

Ohm — Wadrme

Peltier — Wérme / Kélte
Elektr. Induktion
Chemische Reaktion
Biolog. Prozesse

Kernreaktion

(10)

(11)

(11A)



Kalorische ESO

U=up+c T-Tp +9 T-Ty °

c = const ..Warmekapazitatdes Stffes

p = const ...Dichte des Medium

A =1 Xx ..ortsabhédngige Warmeleitfahigkeit

10,15 : 8T xt =aAT +d,a-9,T + P
pole

Temperaturleitungsgleichung

Medium: inhomogenen, Warmequellen p,,

Anfangs- und Randbedingungen

A X
folo

a =

... Temperaturleitfahigkeit

A = 812 + ag + a§ ... Laplace Operatur
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(12)

(13)
(14)
(15)

(16)
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Spezialfalle von GI.(16)

1)  Stoffparameter konstant:

A = const, p = const, ¢ = const : (16) —>
5T =aAT + 2 17)
pC

Temperaturleitungsgleichung
Medium: homogen, Warmequellen p,,

2)  Temperaturleitung in Medium ohne Wéarmequellen

py =0
(17) - 8,T = aAT (18)

3)  Stationare Temperaturleitprobleme und a = const

T =T x ...keine Zeitabh&ngigkeit
(18) > 0 = AT 19)

4)  Stationdre Temperaturleitung( Medium mit Warmequellen )

p, = const

aAT + 2 (20)
oC

@7) -0

Anfangs- und Randbedingungen!



Klassifikation Temperaturleitprobleme
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Kategorie Eigenschaft Zahl
1.  Stationaritat T =0 5
Instationaritat T=T x,t
2. StoffgroRe A
ortsabhangig A=41 X 2
ortsunabhangig, konst. A = const
3. Warmequellen
vorhanden py X, t #0
. 2
nicht vorhanden p, =0
4, Dimension (D) 3
Symmetrien des System?
24

Aufgaben Al7, A18a, b
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Erganzung

Differentialoperatoren
Literatur: E. Madelung, Smirnow, Fichtenholz

1. Kartesische Koordinaten

X3 =7
€3
€
e > >
0 X2 =Y
Xl = X
Einheitsvektoren
1 0 0
0 0 1

Gradient eines skalaren Feldes, z.B. T = T X, t
VT =gradT = 0T + €,0,T + e303T = €;0;T

o1 T
= 82T
o3T

Divergenz eines Vektorfeldes, z.B. g

I
|
<
~+

divq = 0107 + 0,0, + 0303 = Jiq);
Laplace — Operator eines Skalarfeldes, T X, t

AT = 02T + 85T + 05T = 6;5;T

Abkurzungen: 0; = a% , =123



2.
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Zylinderkoordinaten

Z A
€p
gzﬂ o0
0o e !
r...Radius, @ ...Azimut Winkel, z...Hohe
Einheitsvektoren
1 0 0
Qr = 0 , g(ﬂ = 1 , gZ =
0 0 1
Gradient eines Skalarfeldes, z.B. T = 1, ¢, z

e
VT =grad T = ¢,0,T + -2 9,T + €,0,T
r
Divergenz eines Vektorfeldes,z.B.q r, ¢, z

. 1
divg = 0,9, + p a¢q¢ + 0,0,

Laplace Operator eines Skalarfeldes, z.B. T:

2 1 1 2 2
ATzarT+FarT+Ea¢T+aZT
Abklrzungen: o, = 9 , Op = 9 , 0, = 9

Oy o 0,



