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G. Instationare Warmeleitung

Zeitabhangige Warmeleitprozesse in runenden Korpern

1.

Integrale Kapazitatsmethode

Beschreibung des thermischen Zustandes eines Korpers
durch eine einzige, zeitlich verénderliche

Mitteltemperatur T t .

Anwendung:  Erwdarmung / Abkuhlung von
Werkstlcken
Bauteilen
Trockengut
Tabletten

Konserven

bei thermischen Behandlungen
wie Verzinken, Lackieren, Trocknen

etc...



Tauchexperiment

Werkstlick (Thermodynamisches System 2.)

Lager— Bad X°
\/
a .
Q = Ju
/
) x
Tr = const

Definition der Korpertemperatur T t

IC,OT x,t dV
Tt =Y
IdeV
\%)
X = XYVY,2, dV = dx dy dz
Energiebilanz
> u =J,=0

Fourier Q =aA T -Tt
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Vorzeichen : Q > 0 ..Warmezufuhr ¥* > ¥

Abkiirzung
Ot =Tt —Tg (3)

Kalorische Zustandsgleichung des Systems

U6 =Uy +cmé + 0 62 (4)
Ut =cmot (4A)

1-4 :cmf = —aAb

6=-Lo (5)
T
cm 1
=—=—-cm=Ry,; - C 6
g aA  aA wa (©)

Relaxationszeit des Warmeprozesses,d.h. Angleichung T@—) TE.
Furz — o, ,dh. « > 0, Ry — o« oder

C —> o, dh. m — o« bleibt Temperaturdifferenz

0 €= T Tg lange bestehen.

Integration Gl.€ )
0Oy Gpe €D (7)

902 9(2 O) (73.)
im0 > T Tt ®)

t—ow




Gultigkeits- /Anwendungsbereich Gl. (7)

G4

V: Temperaturausgleich im Korper >g,, mMuss rasch gegenuber

Wérmeaufnahme / Wérmeabgabe zwischen Kdérper . und

Bad X" sein R,

Q
(04
} ]
Rw < Ry
I I
L 1
— <
AA aA
Modell : A = A .."Formfaktor"?

Biot — Zahl des Warmeleitprozesses

(10) Bi = “TL<<1

Praktisches Kriterium :

Bi < 01

(10)

(11A)



Integrale Temperaturmethode

Verallgemeinerung

G5

Energieaustausch Korper >+, , Umgebung Zi"roo :

1. Warmeiibertragung >So Y. a, Q

2. Warmestrahlung Y« X oe, )

3. Innere Warmequellen / - senken 2, ®

Energiebilanz, Vgl. (1)
U= Q+J +d (12)
U==ocmT (4)

2 Q = aAT-T, (2)
Jg = —&g0Ag T4 -T2 .. .Boltzmann 13)

c = 58.10°8

W/mzK ...

Strahlungsgesetz

Stefan — Boltzmann
Konstante

...Emissionsvermoégen

des Kdorpers X
StoffgroRe

...Wé&rmeerzeugung in 2.



2.4A,12,13 cmT = - aA T -T,
~ goAg T* - T3
+ O

ODE 1. Ordnung

Numerische Lésungsmethoden! (EDV)

Anwendung:  Kihlvorgénge Metallschmelzen

Astronomie:  Abkihlung Himmelskorper.

Aufgabe A22 etc.

G6

(15)



2.

Lokale Temperaturleitungsgleichung

2a)

G7

Eindimensionale Probleme ohne Warmequellen.

Der Wéarmepol.

Anwendung:

Warmeleitung und Temperaturausbreitung in Dréhten,

Elektroleitungen, Seilen, Pfannenstielen,

Greifwerkzeugen, Loffeln etc.

Halbrdumen (Erdreich, ruhende Gewasser)

A 1T Xt
—————

-

17T - TX,O
// S -7
/7 \\ /’
-
// Sa__-"
/ v
e
-
D »
A »
0

Fragestellung:

Geg. Anfangsverteilung t = 0 der Temperatur im

ruhenden Medium: Ty = T x,0

Ges.. Temperaturverteilung zu beliebigem spateren

Zeitpunkt T = T x,t, t > 0.
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Temperaturleitungsgleichung (TLG) *)

T x,t =ad2T xt )
Anfangsbedingung :

Txt=0 =Ty x (2)
Randbedingung :

limT x,t =T, ..allet (3)

X—>©

Linearitat der TLG: Darstellung der Losungsfunktion als
Superponierung von Einzellésungen, sog. ,“Greenschen

Funktionen‘:

+00
T x,t =jT§,t:OG§—x,td§ (4)
—00 \_ v J v J
\
Anfangsbedingung Green Funktion

*)  Zeitverschiebungsinvarianz t > t-tg
Ortsverschiebungsinvarianz X = X — Xq

Linearitdtin T x,t .



Green Funktion: Losung der TLG (1) mit spezieller
Anfangsbedingung:

1. 0,G x,t  =ad2G xt
0
2. j Gxtdx=1 ..allet >0
X=—00
O..allex # 0
3. IimG x,t =
t—0 0... Xx =0

> GXxt=0=0X

Dirac Deltafunktion
Temperierte Distribation

(6) —>Of[5x =1

X=—00

J'fx o X —Xy =T X

—0

§ x ...Analogon zum Kronecker— Symbol @ )

O..allei # k
Oik = _
1... I =k

- Daidik = 3
i

G9

)

(6)

(7)

(8)

©)

(10)
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Wegen Linearitat und Zeitverschiebungsinvarianz von Gl. (1) sind mit

G x,t nach Gl. (5) auch folgende Funktionen Ldsungen von (1):

G & - xt & = const 11)

Ff ‘Gf—x,t, (123.)

8,10 j FE -G E-xt de (12b)
E=—

(12b) :t =0 : j FE -G &E-x0déE
=—w

(8) =O}F§-5§—x dé = F x
E=—

Spezielle Wahl :

Fx =Tx,t=0

(12b) : ?TfJ:O-Gf—xHM:TXJ (4)

—0
— _/

'l
Ldsungsfunktion, die wegen ( 8), (2), (3) erfullt!
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Bestimmung der Green Funktion G x,t der TLG (1) nach (5-8):

LOsungsansatz:

G x,t =Gyxt @3)

— Umwandlung TLG (5) in ODE!

X

Ansatz : Xt = : a = const 14
y ot (14)
(13) e _g y (15.1)
dy
d°G :
—— =Gy (15.2)
dy2
(13,14) 56y = -+~ Xgy (16)
! t 2t \Jat
Gy = Y y (17)
X 2./at
26y = LGy (18)
X at
(5),(1618) G y = -2yG y ... G selbst kommt(19)

nicht vor!
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Substitution: G y =Wy =7? (20)

(19) Wy = -2yWy (21)

(21) Wy = Ce?Y (22)
y 2

(20,22) Gy =GO + c:je—u du (23)
0

Grenzverhalten von Gy fur t > 0, dh. y > o :

(23) Gw =GO + C_[e‘“zdu (24)
0

[ —

x

0 =GO +%JZ

2
C =--2Go
Jr
Gy =GO0|1- i)_/[e_uzdu
7§
X =0: lim —>— =y .. beliebig
. t—>0,x—>0 2\/a_t

G )= G ) » .. falsches Grenzverhalten
fir t =0, x —» 0!
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Mit (23) ist auch 6,G y eine Ldsung von (5)!

C —x2/4at
Gy x,t = 0,G = ——¢ 25
0 xG Yy 2& ( )

(25) erfullt Grenzbedingungen (7)!

Bestimmung von C lber Normierungsbedingung (6) :

+0o0
J'GO X,t dx = 2Ja_t _[e‘xz/“at dx = (26)
+0o0 ,
je_” du = Jr (27)
1
(25,28) Gog x,t = Z—ime—xz/“at (29)

0. x=#0
ILmGO@): { . (D)
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Allg. Losung der TGL zur Anfangsbedingung T x,t = 0 :

0 _§_X2
[Tet=0e 4t dg (30)

+

1
2+/ rat B

T x,t =

Erweiterung von (30) auf 3 — dimensionales Kontinuum (isotrop) ohne
,,Rander:

1 o0
T x,t :WHT)_(J:O-

—0o0

1<
I

x

=<
N
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Beispiel:  Ausbreitung Temperaturfront im Halbraum (x > 0)
A
Txt=0 T xt
_______ To
\\\\\ t > o
\/O ;
Tg >0 ... x<0
Txt=0 = (31)
0 .. x>0
T 0 _ £-x 2
30),(31 Txt =—2—|e 4t 32
(30),(3Y) Nﬁ_i £ (32)
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2
L1 /f(rJ o)

(32) Txt>0 =

Txt>0=-L2=2- [ e"dw (33)

77—>

Gaul’sche Fehlerfunktion! (C.F. GauR, 1777-1855)



(34)

Zahlenbeispiel

G17

Stiel Keramiktiegel zur Entahme von Stahlproben aus Stahlfluss

7
& .
- 0 X0
Flissiger Stahl Umgebung
T, = 1200 °C = const T =0°C
X0 2,5 m
C 0,4 kJ/kgK
7800 kg/ms3
yl 15 W/mK
. . 3
—> a A 1SW-kgK - m = 48-107° m2/s

co mK - 0,4kJ - 7800kg

a) Hat sich das Ende des Pfannenstiels nach 60s erwarmt?
T Xo,to = 603 = 7

T, X
T Xq,tq = 60s = 91— erf| —20__
" 2[ (Zda'ton

2,5m

=600 °C|1-erf
2 48-10%m2s1 . 60s

12
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b) In welchem Abstand vom Tiegel ist nach t, = 60s die

Temperatur T X,t; < 60°C ?
(Keine Verbrennungsgefahr!)

(34) 60 = 600|1 - erf X

2
2 4,8 - 10 %m2s~1 . 60s Y

erf| — =1 =09
2-0,017

4.7cm.

Diagramm : X



2b) Eindimensionale Wérmeleitprobleme ohne Quellen.

G19

Temperaturwellen im Erdreich durch Sonnenstrahlung

Periodische
Strahlung

Erdoberflache

Erdreich R

N\

M T x=0t - T

Temperaturwelle
Momentaufnahme

|
|
0 7/2

M T x>0t - T

v
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T = const ... Jahresmitteltemperatur an Erdoberfléache

Abkirzung: 6 x,t =T x,t =T (36)

geg.. Temperaturanderungen an Erdoberflache und in groRer
Tiefe X > o

Dx=0: 6 x =0t =gycos Qt (37)
Q =27v = 2 (38)
T
7 ... Schwingungsdauer 1d, 1a etc.

2)X >0 O X > oot =0 .. allet (39)
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ges..  Temperaturanderungen im tiefen Erdreich

g x,t =7
Temperaturleitungsgleichung (TLG):

0,0 x,t = ad20 x.t (40)

cos— Linie
o Kleinerer Amplitude,
cos— Linie Phasenverschiebung

Losung von (40) mit Randbedingungen (37), (39):
—  Produktansatz
Aufbau vollstandiges Funktionensystem

—  Reihenentwicklung der Ldsungsfunktion nach diesem
System.

Literatur:  Carslaw H.S., Jaeger J.C.,
Conduction of Heat in Solids
Clarendon Press, 2nd Ed., 1965, Oxford, UK.
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0 x,t =fx -gt (41
. dg
97 Gt
-
dx
g fr .
(40) —> = =a i A = const ... Komplexitat!
g
Gt F x
a) g-Ag =0
gt =ce | A ... komplex! (42)
b) B¢ Z o
a
f x =Ce*+Cre™ (43)
K = A (44)
a
(41-43) 0 x,t =eft Cer* + Cpe ™ (45)

Elementarlsung der TLG (40)
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Allg. Lésung durch Superponierung von Elementarlosungen;

o xt = Z[e‘Aat Cpe"@® + C,p e e ] (46)

a=1

Cy,.C,, Dbeliebige Konstante

g x =0t = e ot C + C (46A)
la 2a
o

Randbedingung (37):

Reduktion (Z j auf 2 Terme!

a

0 x =0t = ¢gycos Qt
_ @ eiQt n e—iQt (468)

(46A.B) : A= iQ A, = -iQ (47)

() > m= 2 =1
a 2a

(48)
-iQ fQ :
Kp= |— = — -1+
a 2a
k
Q
k =, [— .. Wellenzahl (49)
2a
27 .
A =— ... Wellenlange (50)
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(46 —49) 6 x,t = 9_20eiQt Cyq€ Li kx| Cpre 1+i kx]
0 1

9 i _ . o .
0 it Cype 1+i kx + Cype 1+i ka (51)

2
1 0
Cqp - Deliebig wahlbar!
(51) 6 x,t = e *cos Ot — kx (52)

Gedampfte Welle ins Erdreich!

Hinweis:  Losungsansatz (52) mit unbekanntem k fihrt Giber TLG (40)
auf die ,,Dispersionsrelation“(49)!

(Differenzieren von (52): Abkiirzungen verwenden!)

Eindringtiefe & der 8-Welle:

G,
D : 9 £t | <20
o et |2
Qoe_kgze—o
2
In2 2a
=—— =1n2. /= 53
£ o= - 53
N a_ [ _ |n
& 9] )

Beispiele : 7, =1d, 7, = 1a = 365d, ? -



Erwarmung/Abkuhlung von Platten und Zylinder

Instationare eindimensionale Wérmeleitung

1. Methode nach Grober

2. Né&herungsmethode nach Schliinder

T X,00 T T xt
___________ :___________ T
| /
o N :
ST Xt _- s q
~ ~— L -
- Gl
|
: q
TA T xt<0| TA t<O

|

i

I R

\IJ >

—X 0 X

Ruhende Platte
Dicke : 2X m
Dichte : p = const kg/m3
Warmekapazitat : c = const kJ/kgK
Wérmeleitfahigkeit : 4 = const W/Km
Waérmedbergangskof. : a = const W/Km?

G24

-t > o



Methode nach Grober

Temperaturleitungsgleichung (1 Ortskoordinate (x)):

o{T X,t = aa)Z(T X, t
a = a >0
Cp
Umgebung T, : Temperatursprung Ta — T,
zur Zeit t = 0.
x| > X : T, = Ta = const ... t<0O
T, =T, =const ... t>0

Anfangsbedingungen flr Platte :
X[ <X Txt =Ty .. t<0

T X, 00

Ty, T
Bedingungen an Plattenoberflachen, Randbedingungen (RB)
x| = X

Randbedingungen 1. Art:

TA t<O0
Tpot =Tx=xXt =T, t =

T, t>0
Oberflachentemperatur = Umgebungstemperatur

(4) entspricht extrem groRer WU — Zahl o — « .

G25

@)
(2)

(3a)
(30)

(3c)
(3d)

(4)
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Randbedingung 2. Art
Warmestrom durch Oberflache ist geméald Fourier bestimmt durch:
a) WUDbeix=+X, A=1

q=a T, -Ty )
To(t) = T(x = £Xt)

b) WL in Platte bei x = +X
oT
a - -4 5] ©)
OX Xx=+X

Energiehaltung (5), (6):

—i(a—Tj Tt =T, t (7)
a\ OX Jy_+x

Spezialfall von (7) flr Temperatursprung (3):

—i(a—Tj =0 t<O
a\ OX x=xX
@
—i(a—Tj + TO t = Too t>0
a\ OX Jy_+x \
Randwarmestrom Randtemperatur

Fir &« — oo geht RB (8) in RB (4) lber.
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Formulierung des Randwertproblems (1-3,8) in dimensionslosen
Koordinaten.

X
= — .. -1<¢&é<1 9
¢ = 5 g 9)
a : :
T = —t .. Fourier — Zeit 20)
X

Reduzierte Temperatur

T xt - T,

0 £ = T <1 (12)
9) 1dx = Xdé (12)
(10): dt = X;dr (13)
19 - 11) : 0,0 =020 (14)
(89 -11) : 0.0 et ™ 0 .. 7<0 (15a)
—i_ 0g0 +6 1t =0 .. >0 (15b)
Bi £]=1 \

Ankathete, Steigung ¢ 1,7 am Rand Red. Wandtemperatur

Biozahl:

Bi = &% (16)
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Reduzierte Oberflachentemperatur

L 17)
TA - Too

Gt =06 t¢&

Randwertproblem (14,15) nur numerisch iber Reihenentwicklungen
|6sbar.

Ergebnisse darstellbar in Grober — Diagrammen

mit 1 Systemparameter (Bi). — Folgeseiten.

Thermische Mitteltemperatur der Wand (V):

jch x,t dV
Tt = Y (18)
ijdV
\Y
0t = Tt -Ty (18A)
Tp - T,
_ 1
0t = [0é&r de (18B)
0

VVom Korper in (0,t) aufgenommene Wérme:

Qt =pcVT, -Th 1-6t (19)

Figuren G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7
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Instationares Temperaturfeld

0 T U] Erwarmen/Kihlen
o . X
— 2\1 2 Platte: Dicke 2X, ¢ = —
' ?) - X
o ; 2 r
! a5 Zylinder: Durchmesser 2R, & = =
| 1
0+ e 7| ?
0 1
/7 -1-. .
Bi

Figur G1: Temperaturfeld & &,7,Bi einer Platte bei der Randbedingung 3. Art
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Zusammenfassung

Beschreibung des Erwarmungs- / Abklhlungsvorganges der Platte durch
reduzierte Temperaturen und Diagramme:

Dimensionslose Koordinaten

0<¢ =§ <1

Fourier Zeit
at

X2
Biot — Zahl der Platte :

T =

ax
A

Reduzierte Temperatur

Bi =

T xt - T,

0 &t =
é:T TA_Too

Oberflachentemperatur

T Xt —-T
0r =60 =14t = L
Ta- T,

Mitten — oder Achsentemperatur

Tot -T,

QmT :952017'- TA—TOo

Thermische Mitteltemperatur

ey TOT
e X F 0
O TA_Too

Diagramme : 8 = 6
0

ﬁi’f D
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Ec6 Instationdre Warmeleitung i 3 VDI-Wérmeatlas
eleitung in ruhenden Korpern 5. Auflage 1988

N SNSS w
OV E
) DB ARG
: \l\ ) \ AR
QAAVARAYAY JAUAATIRANAN
\ e b\ \ \
l\' \ N\ L\ AR

BVANR A NN
: NANN NRNSSSSSw

Figur G2: Normierte Oberflachentemperatur einer ebenen Platte als Funktion
der Biot-Zahl Bi = aX/A. Plattendicke: 2X.
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NAMAVAASAE NN B
2 S\ \ \ \\
AT \\ \ N g
© \ \ \ \ N
: NN
0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000

aX/\
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Figur G3: Normierte kalorische Mitteltemperatur @ einer ebenen Platte als Funktion

der Biot-Zahl Bi = aX/A. Plattendicke: 2X



1,0

/l

N 0,1

N N ~L__
\K\\ \\ 5 at/X?= 0,25

L

A \N%\é(o\ig« AN
LIRLANAVAVAVEA

AR VN L
0 \Q&\\L NN T

Figur G4: Normierte Mittentemperatur 6, einer ebenen Platte als Funktion
der Biot-Zahl Bi = aX/A. Plattendicke: 2X
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Zylinder d = 2R

Erwarmung / Abkuhlung

Analoge Behandlung wie Festplatte.

Dimensionslose Koordinaten

f = E
Fourier Zeit
_at
" T R?
Biot — Zahl
Bi = aR
A

Reduzierte Temperatur

Trt -T,

0 & =
5 TA_Too

Oberflachentemperatur

907 :952112-

Mitten — oder AuRentemperatur

Tr=0t -T,
bp v =60 ¢ =071 =

Ta - T,
Thermische Mitteltemperatur
- Tt -T
0t = ——=
Ta — T

G34



VDI-Warmeatlas
5. Auflage 1988

Instationare Wirmeleitung in ruhenden Korpern

Ec7

10

0

Figur G5: Normierte Oberflachentemperatur g, eines Zylinders als Funktion
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der Biot-Zahl Bi = aR/A. Zylinderdurchmesser: 2R.
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10

0

Figur G6: Normierte thermische Mitteltemperatur @ eines Zylinders als Funktion

I~ ——
SN N \\\\\\tg\\_&_
ANV NSNS
\\ \ \ ‘\ % \\ at/R?=0,05
NUVANN AV S
\ X}(\ \TAO\X‘;’,\ \ \ \\ﬁﬁ i
NN WG VAR
NAWAARAANANAY N\ 1)
;\.%o‘g‘\’ \\ \ \\ \\
0 0:010 0 01\ \L\O?\ \—1} &10 100 1000

der Biot-Zahl Bi = aR/A. Zylinderdurchmesser: 2R.
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1,0qq$§\N —]

N~~~ T~
N —

\ \\‘ A N\ \\ \ \ at/R?=0,1

NAYAN

N
AN NN
!

\

NN\

X

NN

X _\0
<Y (@}
S

%\O

(@]

0 zooo \\\L\\

\.h‘

A\ \\\ . \gdt

Figur G7: Normierte Temperatur 6., auf der Achse eines Zylinders als Funktion

der Biot-Zahl Bi = aR/A. Zylinderdurchmesser: 2R
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2. Naherungsmethode nach Schlinder

Erwarmung / Abkihlung einer ebenen Wand

T, ! T, -~ t>0

—

-4
v
X

0
S S

Tot =T x =Xt
Randtemperatur

Einfuhrung eines fiktiven
Innern Warmeutbergangskoeffizienten ¢;

der Platte gemaR
Qt =agA Tyt —Tt (21)
T t :Thermische Mitteltemperatur (18)

Beachte: «; t ist grundsatzlich aus Losung des Randwertproblems

(14,15) gemaR (17-19) numerisch berechenbar, wird im

Folgenden aber als konstanter Systemparameter angesehen.
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AuRerer Warmeiibergang

Q =aA T, -T, (22)

Energiebilanz & Kalorische Zustandsgleichung der Platte
Ot = cpVT t (23)
V = 2XA (24)

Elimination von Q,T, aus (21 — 23) gibt ODE fur
Mitteltemperatur T t

_ = Q
@y T =T + %
_+ _ Q
(22) To = T = —¢

KA
23)  cpVT = kA T, - T
1 _1 n 1_ const ... Modell! (25)
k o
T_T KA ¢ (26)
cpV

kA

Tt -T,= Ta-T, e (27)




Mitteltemperaturdifferenz T — T, nimmt unter der
Voraussetzung (25) zeitlich exponentiell ab!

Exponent in Gl. (27): Umformung auf dimensionslose Grolen:

X? cpX?
Bi = aX
A
V = 2AX
(25),(27)
KA 1 KopX? r
oV L Ligh2AX (1 1 9
p 4 =P 2 + —
o o Nu; Bi
"Innere Nusselt — Zahl"
a; X
NUi = IT (29)

Nu;ist grundsatzlich eine Funktion der Zeit, kann aber
néherungsweise als konstant angesehen werden.
Abklingverhalten der reduzierten Mitteltemperatur

Tt-To
TA_Too

G40

(27) 0t = exps- ? = exp(—i] (30)
{ai )
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Né&herungslésung fir Nu; = furalle z > 0 :

Nu? r = 6,09 £ 2 (31)
T
1/2
N @ = i(6,09+ij (32)
X T

(30): Thermische Mitteltemperatur steigt / fallt immer exponentiell

mit zeitlich groBer werdenden Relaxationszeit zg , vgl. (30):

(31): TR T =2 % + (33)

v




Eine analoge Ldsung existiert fur den Erwarmungsvorgang eines

Zylinderstabes.
X —> R ... Radius, a, 4, p, C

— 27
0 1 = exps- 1 1
— +t —
Bi Nui
Bi - a,R
A
at At
t =227 2
R coR
Nui® = 8,36+i
T

Aufgaben A23, A24

G42

(34)



