H1l
H Warmetransport und Warmeleitung

In bewegten fluiden Medien
Grundgleichungen der Thermo-
Fluiddynamik

Lokale Bilanzgleichung einer extensiven GroRe (Z) vgl. Kap.Al4.
Strdmendes fluides Medium (L,V), warmeleitend, 1 Komponente.

Volumenelement, raumfest Ort X = Xq,X5,X3 , Zeit (1).
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O1Zy + 04 jza = Pv @)
oo=2 o, =1, a=123

ot X,
Z, = pz ... Dichte der Grole Z ,_Z/m?’}
J;00 o =123 ... Stromdichte von Z ,_Z/mzs]
P, ... Produktionsdichte von Z ,_Z/m?’sJ




Charakteristische Felder von 2.

p = p Xt kg/m?

vV, = V, Xt m/s
T =T xt K
u = u xt kJ/kg
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P = ¢ N/m?

s =s&t) kikgK
a,f=123

Summenkonvention!
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Massendichte
Geschwindigkeit
Temperatur

spez. Innere Energie

spez. Enthalpie
Tensor der Normal — und
Schubspannungen

@gl. Festigkeitslehre, Fluiddynamik _

spez. Entropie
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Bestimmungsgleichungen flr die charakteristischen Felder

1. Bilanzgleichungen (1)
la. Massenbilanz

z, = p z=1
Jza= PVg a=123
p, =0 ... Massenerhaltung
@ ot p+9o, pv, =0 (BY

Spezialfall : Inkompressible Flissigkeit (~ Wasser)

p = const
oo =0
o,p =0
(B1) o,V = 0 ... Quellenfreiheit (Bla)
divv = 0

1b.  Impulsbilanz

Herleitung aus Newton-Bewegungsgleichung eines
Massenelementes (d m)

Zy, = PV, ... lmpulsdichte in Richtung o — Achse

jZaﬁ = +Pup + PVVp . a = 1,2,3 ... Impulsstromdichte

Spannungstensor konvektiver Impulsfluss

Pop - S - Komponente der Spannung (d.h. Kraft pro

Flacheneinheit) die von der Umgebung auf die
Masse in Bezugsvolumen dx;dx,dx; am Ort
X1,X9,X3 zur Zeit (t)auf eine Flache ausgeubt

wird, deren Flachennormale in Richtung der « -
Achse weist.
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Impulsproduktionsdichte

P.q = PR, a =123

F, ... a- Komponente der auleren Kraft, die auf die

Masseneinheit des Fluides wirkt

Beispiel: Schwerkraft, Lorenzkraft etc

F = 0
I:Schwerkraft = I:2 =0
F; =-g m/s?

@ Ot pvy, +0g Paﬂ + pVuVg = pF,, a =123 (B2)

9 neue unbekannte Felder!

Verknupfung von P,z mit p, v etc. Uber sog. Material - oder

Prozessgleichungen. Diese kénnen nach der Methode der
Thermodynamik irreversibler Prozesse als Beziehungen zwischen
thermodynamischen ,,Fliissen* und ,,Kréaften*

d. h. gewissen Faktoren der Entropieproduktion pg im

stromenden Fluid gebildet werden.

Literatur: 1)  J. Kestin, A Course in Thermodynamics,
Vols. I; Il; Blaisdell Publ. Coup.,
London, UK, 1968.

2)  S.Kjelstrup, D. Bedeaux, E. Johannessen, J. Gross
Non-Equilibrium Thermodynamics
for Engineers, World Scientific,
Singapour, 2010, p. 272.
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Entropieproduktion:

1
Ps = Pp — P 5aﬁ ) aIBVa + p§a,3 - Paﬁ aﬁva + qaaa? (3)
Volumenénderung Scherung Warmeleitung
N
—~

Innere Reibung
Dynamischer Druck

1
Pp = 3 P + Py + P (4)

Statischer Druck (Zustandsgleichung (Equation of State) EOS))
p=p pT ()
~.Materialbezichungen® fir Spannungstensor P,z

1. Symmetrie (Drehimpulssatz)
Paﬁ = P,BC( , a,ﬂ = 1,2,3 (6)

2. Newton Gesetz iber Scherspannungen
1
Poas — Pop = P OpVy + 0gVp (7)

n ... dynamische Viskositat
3. Isotropie — Annahme
Pip = Py = P33 (8)

(4 Pp—P=¢ 0yVy ©)
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¢ ... ,,Volumenviskositit*

(6-9): 9 Beziehungen fir P,z .

Spezialfall: p =const , » =const , & =0

(B2), (7,90 —  Navier — Stokes — Gleichungen:

POy + P Vglpg Vyu = —0,p T,p + nAv, + pF, (B2a)

\ \

Speicherterm Impulsflul Produktion / Verlust
Druckabfall, Reibung, AuRere Krafte

1c. Energiebilanz

Spezifische innere Energie

u=u xt
Dichte der inneren Energie

Z,= pu Xt (10)
Energiestrom

jug= PUV, +d, (L1)

konvektiver Anteil Warmestromdichte
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Produktion innerer Energie

Py = — aﬁaﬁva (12)

Umwandlung der mechanischen Arbeit der inneren
Reibungspannungen in innere Energie

(AuBere Krafte F = F,F,,F; liefern nur tber die
Diffusionsstrome in Mehrkomponentensystemen Beitrage zu p,, ).

(1,10-12) &y pu +0, PUV, + U, = —PupdsV, (B3)

Spezialfall von (B3) fiir ,,einfache Fluide* konstanter Dichte:

1. Inkompressibilitat
p X,t = const (13)

2. Kalorische Zustandsgleichung

2

uT,p =ug+cT-Tp +0 T-T, (14)
c = const
3. Fourier Warmeleitungsgesetz, vgl. Gl. (3):
q, = —40,T 15)

A = const
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4, Newton Reibungsgesetz, vgl. GI.(7)
1

—> —Paﬂaﬂva: —pdaﬂaﬁva + E?] 8ﬂva + aaVﬁ . aﬁva

0. #

Oup = Kronecker— Symbol

l..aa = f

1
(Bla,13) - aﬂﬁﬂva: 577 8,3\/0! + 80!\/,3 . 8ﬂva (16)
(B3,13 - 16)

O Xt +Vyd,T = aAT + 21 8V, + 0,V - 4V, (B32)

2p

Temperaturleitungsgleichung fir einfaches, bewegtes Fluid konstanter
Dichte.

Temperaturleitfahigkeit

y)
a = — = const.
cp

Dynamische Viskositat

n = const.

Kinematische Viskositéat

Vv = = const.

n
Yo,



Grundgleichungen der Thermo-Fluiddynamik
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Felder Gleichungen GroRe
Dichte Bilanzgleichungen Masse
o Xt Bl oip+90, pv, =0 (Eichinvarianz)
Geschwin —
digkeit
vV, Xt B2 0t pv, + 05 Pup + pVuVp = pF, Impuls

o, =123 (Ortsinvarianz)
Innere
Energie
u x,t B3 Ot pU + 0, puv, +4q, = —P,g0sv, Energie

(Zeitinvarianz)

Spannungs - Pep = Psa Drehimpuls
tensor (Richtungsinvarianz)

Zustandsgleichungen

€@ u-u - OE@-To )

@3 p = const

Prozess — und Transportgleichungen

Warme —
strom

q&.t ) @5 q, = -19,T&t )

1
Spannungs - (7) Pop= PBup — >N @va + 8avﬂ)
tensor

Paﬂ X’t) (9) Pp — plQ’T) é/aavoc
¢) pp = gﬂl + Py + P33 )

Zu verwenden!

...Fourier

...Newton

..Stokes

Fir Nicht-Newtonsche Fluide sind andere Prozessgleichungen



Beispiel
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Rohrstromung nach Hagen — Poiseuille
Warmeleitung im Fluid (WL)
Warmetibergang von Rohrwand auf das Fluid (WU)

Stationaritat

Stromung ausgebildet tber Rohrlange ¢

Laminaritat, Rotationssymetrie

Keine auBeren Krafte F =0

Rohr horizontal

Stoffdaten konstant p, 4,7,c

Modell

1.

Warmestromdichte an der inneren Rohrwand

sei konstant q,, = const . (M1)

Druckgradient langs Rohrachse konstant.

0,p z = -nB = const, B = const. (M2)

Wandtemperatur T, &ndert sich linear mit der Rohrlange:

TWz—TO:TE—TO% (M3)

To=Ty(@Z=0),T, =T, z=1¢
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dy Z = const
r 4

~
~
~
~
~

5. vV, I

\

0 z / z

Gesuchte Feldgrolen:
1. Geschwindigkeitsprofil der Stromung
Vv=V ezt =7?

V= VLV, Y,
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Kontinuitatsgleichung (B1)

p = const

Bl divv =0

Zylinderkoordinaten
18 18 0 =0 20
SOr Vp D0V, + 0V, = (20)

V:  Rotationssymmetrie,

Stromung voll ausgebildet, d.h. homogen in z-Richtung.

v #.L ) v (21)
(20,21) Or @r): 0
v € )= % (22)
Haftbedingung des Fluids an Rohrwand
v E€> S =0 (23)
C=0
v,=20 (24)

Azimutgeschwindigkeit :

V, = v(p()

Grenzbedingungen

vy, €=0) vy, C=R)>»O0 (25)
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vV, I
A 0}
-
-~ \\\
o~ \‘l
7 ~
N, »
= » r
0 oo TR

Mdgliche Verlaufe von v, r . Physikalische. Ursache bzw. treibende Kraft
fir Rotation (Wirbelrohr)?

v, r =0 (26)

Bestimmung aus Impulsbilanz (B2) und Prozessgleichungen (7,9):

P27, + p@@ - grad P, = —3,p + 1AV, (28)

Stationaritat

Zylinderkoordinaten:
1
p(V@r + V\w\?a(ﬂ + vzazjvZ = —0,p
1 1
+ U(Far @rvz ) Eéé\(( + 5%"1)

€4,26,27) &: €0V, ) 1B (29)



Gewohnliche Integration von (29)

r C
oV, = -——B+ —
r‘z 2 r
(2
vV, I =—ZB+CInr+D

Integrationskonstante C, D:

1. Symmetriebedingung Roherachse r = 0 :

ovz I, =0

(30) —» C =0

2. Haftbedingung am Rohrrand:

v, r=R =0
(31) - D = BRr?
4
2
(31,33,35) v. r = Br2|1_[L
Z
4 R

Hagen — Poiseuille — Gesetz

Paraboloidprofil der Stromungsgeschwindigkeit.
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(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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Interpretation von B durch Betrachtung des Massen — bzw. VVolumenstroms

der Stromung

R
r'n:p\'/:,oj'27zrdr-vZ r

r=0

g R

(36) =2mp— _[r RZ —r% dr

4

0

. T 4

m = —BpR
3 P
B - 8m4
7R

v="m"_7Zpgr4
yo, 8

Mittlere Stromungsgeschwindigkeit V,

V = 7R%,
(39,40) B - 8L22
R

Druckgradient gemall Annahme M2

o0,p z = —877\/—22 = const.
R

37)

(38)

(39)

(40)

(42)

(42)
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Temperaturprofil der Stromung:

T=Trezt =7?

Energiebilanz (B3a), Zylinderkoordinaten:

1
oT + (\/\ar + FM’“\% + V,0, jT =
1 1., 2
= o[ 20, @ T > 05T + FT

n
+ Z@Va + 04V p )ﬂva (44)

Dvis.

Vereinfachungen:

Stationaritat 0T =0
Rotationssymmetrie 0,T =0
05T =0
Reibungswérme klein Dvis= 0
(26) V, =0
(24) vi =0
(44) v,0,T 1,z = Ea, roT rz a = . const  (45)
r co
(36) vV, I =%R2—r2

(45): PDE 2. Ordnung. Umwandlung in ODE durch Modellierung von
0,1 r,z Uber Warmebilanz Massenelement
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Warmebilanz Massenelement d2;

qw = const ... Warmestromdichte

a> : ’x | geschatzter
R dm + Temperaturfeld
_ _.7._.dy._.z_§ ....... .
R
%
dX : dV = 7R?dz ... const
dm = pdv ... const (46)
dA = 27zRdz
Energiebilanz
dU = dQ (47)
dt —» dT : cdm.-dT = q,, - dA dt
c mdT = q,, - dA (47a)
(46) cprR¥V,dT = q, - 27R dz

0,T = zq—"l = const ... M1 (48)
coRV,

(36,45,48) 4% RZ-r2r=¢, 13T rz ..ODE  (49)



(49):
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Gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fur T z,r

Integration
2 4
0T rz = Mwigel” T f (50)
AR 2 4 r
Integration
2 4
Trz = %[RZ%—{—(SJ+C1IM+C2 (51)

Bestimmung der Integrationskonstanten C;,C,:

1.

2.

r=R:

Annahme

Zylindersymmetrie des Temperaturfeldes

oT 1,2 0= 0 ... vgl. Figur (52)

C, =0 (53)

Modell fiir z — Abhéngigkeit der Wandtemperatur

TRz =T, 2z (54)

: Linearer Temperaturanstieg entlang der Rohrachse :

o,Ty Z = const (55)
1
o, Ty Z =ZTW\Z=€J—TV\\,Z=OJ (55a)
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(55a) T,z =Tg+ T, - T, %—._vgl.(hAB) (56)

Wandtemperatur nach (51) mitr = R :

4q 3 4
T, z = —X. =R"+C 57
w ZR\?’ 16 2 ( )
4q 3
Co=T, z —-—X¥.-R
2= w 1 16
4 2
qwR|( r r
51,5756) Tr,z =T, z ———||—| -4 —| +3 58
( ) w 4] [(Rj (Rj } (58)
Rohrachse- Radial-

Abhéngigkeit

Anwendung von (58):
Berechnung eines WU — Koeffizienten « Rohrwand — Fluid aus
Temperaturverteilung:

Definition:
qW=%=aTWz—Tr:0,z (60)
Wand Rohrmitte
3quwR
58 Tr=0z =T, z - -4 61
(58) w ) (61)
(612) Qw = hid Ty Z - Tr=0z (62)
3R
4 )
(60,62) : a = R ... N@herungswert (63)

Problem:  1).Eigenschaften der Rohrwand werden nicht berticksichtigt.
2).Grenzverhalten R — oo ... Platte

Iima R =0 ... ?
R—>wx



